
 243 الفصل 9 : السائل التطورية الخطية

 الفصل التاسع

 المسائل التطورية الخطية
 ة هذا الفصل نود مناقشة بعض المسائل التطورية الخطية ونبين

 كيفية حلها، وذلك باستعمال بعض الوسائل الحديثة من نظرية التحليل

 الدالي. ونركز هنا على معادلتي الحرارة والأمواج. فيما يلي نعتبر فضاء
 cHH A:D(A) ومؤثرا خطيا H هيلبرتيا

 (1 رتيبا، أي لكل )D(A eu فإن (0<(Au,u حيث يرمز ) .• ( للضرب

 الداخلي الحقيقي،

 w+Au=f. بحيث D(A) we يوجد feH، (2 أعظميا، أي لكل

 _, مبرهنة هيل يوييدا« مد»- »

 ليكن D(A)cHH:4 مؤثراً خطيا رتيبا وأعظميا. لدينا :

 أ( مجال تعريف A )أي )A(D( كثيف ذ ،H وA مغلق.

 ب( لكل عدد ،>0 المؤثر ٨A +I :D(A)H تقابلي، ومن ثم

 يكون )A+1( محدودا و +A)ا<1 .ا(1

 البرهان
 جeD(A) v يوجد feH، أ( لما كان ٨ رتيبا أعظميا فإنه لكل

 ٧. ٧جf +A= يحقق

 "كوماتسويوشيدا )9091- (1990 رياضي ياباني.

 إينرهيل )4981- (1980 رياضي أمريكي.
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 نفرض أن :

f( ,٧)-0, ٧٧eD(A). 
 عندئذ :

 .)م٧,م٧٨(+ "او٣/=)٠٧٠٢(-0
 وحيث أن (v,4v٨ج)>0 نستنتج =0 ام اا. مما يستلزم أن =0 مv. ومنه

،f=0 وهوما يبين أن D(A) 2كثيف .H 
 ب( نلاحظ أولاً أن للمعادلة f +Au w= حلا وحيدا وذلك لأنه لو

 كان لها حلان u و رu فإنه يصبح لدينا :
-u,)=0 (u, +A -w, w, 

 ويضرب المعادلة )l -u, ,u) )ضرباً سلميا( نحصل على •

 ,w,),ه,-u)=0 +(٨(u- "أار- ,اا
 ,u, .u= وباستعمال رتابة ٨ نصل إلى =0 "او- ,اا. ومنه

 كما أن المعادلة f +Au u= تؤدي إلى :

 )f-(Aw,u)٠ +(w, "ابا

(1 

 وهذا يستلزم

 ./ \٠f(s«(>f1 "اا
 أي أن ا f/ا< ابال. وهوما يبين أن المؤثر)٨+1( محدود من H إلى

 )٨(د، مع /(1+٨)"ا<1
 الآن، نبين أن A مغلق. نعتبرمتتالية )D(A) e),u بحيث :

,[w,»u, 
[٨,-٤ 

 ,Aw,»u+g .w+ مما: يعطي مباشرة

 نود إثبات أن )A(Dew و =٨u .g ولهذا الغرض نكتب :
+٣)(٨+g)eD(A) +Aw,)(1 =(1+A)(١, u, 
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 وذلك من محدودية )٨+ .(1 إذن:
D(A). +٧)(٨+g)e I(د u 

 وهذا يؤدي بدوره إلى :
=u+g٠ +A)u (I 

 وبالتالي =٨u .g ومنه فإن 4٨ مغلق.
 ج( لنفرض أنه يوجد عدد A>0 بحيث تكون صورة )نطاق(

 ا+٨٨ هي ،H نعبرعن ذلك ب R(1 فسو.A)=H+ نبين أن :

02) R(1+3A)-A,vs4. 

 نعلم أنه، لكل ،feH يوجد عنصر وحيد )A(De بحيث

 f +Aw w= وأن المؤثر العكسي ")٨+ (1 محدود بحيث إن

 +ةه٨)"ا<1 .اا(1 لنعتبر الآن العادلة

w +٨Au =f,٨>0 (3) 

 نستطيع كتابتها على الشكل :

 إ ب-ا(ء م%-،٦+»
٨ ٨ 

(4) 

 إذا كانت {">A فمن السهل ملاحظة أن .ا-ا{<1 ومن ثم نستخدم

 مبرهنة النقطة الثابتة لبناخ، وهذا ما ييين أن للمعادلة )4( حلاً وحيداً
.ueD(A) 

 ولما كان ٨ رتيبا أعظميا فإن )I) +4٨ غامر، ومنه نستنتج أن

 )I) +A٨ غامر أيضا لكل لإ>«. وباستعمال ماسبق نصل إلى أن

 )A+1( غامر لكل ز>«، وهكذا دواليك. ومن ثم فإن )٨+ (I غامر

 0<٨.D لكل
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 تعريف 2.1

 ليكن ٨ مؤثراً رتيباً أعظمياً.نعزف :

.J, =(I +A) : tanvloseR(ب of A) A )حالة أ 

 ب: A( ("osiad Regulraization, يوشيدا صاقلة ب(

٨>0, A,-1-)إ,). 
٨ 

 مبرهنة 3.1

 ليكن « مؤثراً رتيباً أعظمياً. عندئذ :

(1 ٧4(J,y),VveH,V٨>0 .A,٨= 

 ٧ve vA(, 02 D(A),V>0( ,لا-٧,٨.

 ٧ve D(A),V>0 3) ,ا٧Aاا<ا«,٨ا.

(4 .[r/,v=٧,٧٧eH 

5) ev٨(٧( D .4إ,v-v٨, 
.(Aرy ,v)>0,VveH,V>0 (6 

vve H,vA>0 (7 .الاا!<ا٧,٨ا, 
٨ 

 البرهان
 (1 لدينا :

1 1 J,٧--ر٧ A(J,٧)+- A(Jv)= 
٨ ٨ 

 "1ر٧ -)٧,٠s()٨٨+١(إ
٨ ٨ 
1 1 

 =٦-لر٧
٨ 
1 =(I-J,)٧=٨,٧٠ 
٨ 

 (2 لدينا :
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 ٨ ٨ )ءإ]د)«إ],د٠٠(٠/-٨(١

 )ءإ(,-٠١٨ة+(١!-
٨ ٨ 
1 =(I-J,)٧=٨,٧ 

 (3 باستعمال التوطئة 1.1 والقضية (2 السابقة نحصل على :

 .ا٧4/<اvAا[,ا<الا,«ا
 (4 لنأخذ أولاً )٨(De «. فمن (3 يتبين أن :

 .)A(De٧٧ ,\vA»<,A٨= ارا- {ا
 ومنه :

 .)A(De٧٧, -ك,ا=0 ااوز
 ٧. eH فإن هذه النتيجة تظل صحيحة لكل H كثيفا ة D(A) ولما كان

 (5 نستخلص من (4 ٠
-Aا٧m1ز y,A\=1نmا=0 راAv)-A٧) 

 ر-0 -٨0

 eH .A٧ لأن

 (6 لدينا :

(A,v,v)-(A,٧,٧-1٨٧)+(A,٧,,٧) 
-(٨٨٧٠٨٨A,٨)+(٧(J,لا,(٧,v) 

 'ا٧,Aاة>
0. > 

 وذلك لأن (A(J,).,)20 إذ أن ٨ رتيب.

 (7 من المتباينة الأخيرة نحصل على

 ٨ ٨ /ااج,٨ا!s),,٨(!< /٣,٨ا
 ٨ ،الذو/.D لكل 1>0 فإن ا« ا"<ا٧,٨ا
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 ملاحظة

 من القضية (5 نستنتج أن مي,)رA( متتالية مؤثرات محدودة متقاربة

 A. نحو المؤثر

 "Cauchy-Lipschitz'-Picard) قضية 4.1 )كوشي ليبشيتز- بيكار

 ليكن ظ فضاء بناخيا و جF:E E تطبيقا يحقق :

 يوجد ثابت L>0 بحيث :

 . ٧eE,Vu ,اله- إا1<ا)F-)»(F)اا
 عندئذ، لكل B e ، يوجد حل وحيد )E;)o+,0[('Cew للمسألة :

du 0-"ا(e4,)(F,+(, td 
 ,u=)0(w ]ا

 ، m قبل تقديم المبرهنة الموالية، ولكل فضاء بناخي 7 وعدد طبيعي
 نعرف الفضاء )0[("C,+(;Y بأنه مجموعة الدوال f:[0,+)٧ من

 "C. الصنف

 مبرهنة 5.1 )هيل - يوشيدا(

 ليكن « مؤثراً رتيباً أعظمياً على فضاء هيلبرتي .H عندئذ، لكل

 )D(A، ew توجد دالة وحيدة :

(5) (A)) «c'([9,+);H)»C([0,+);P 

 حل للمسألة :

 رودولف ليبشيتز)2381- 01903 رياضي ألماني.

 "شارل بيكار )6581- (1941 رياضي فرنسي



 249 الفصل 9 : السائل التطورية الخطية

du 0(et(-0+)١("ا, ,)+,٧(u٨, 
td 
u(0)=uا ٠[ 

(6) 

 فضلا عن ذلك، لدينا :
 ,v>0 /اما(t)] <ا,

 td »٨/-ا0(%ا
 .ا,uAا<

(7) 

 البرهان
 نبدأ بإثبات وحدانية الحل، لنفرض أن هناك حلين w و رu. عندئذ

 يتضح بالضرب سلميا (),w u,(ا)-2 أن :
d ا("يا-(@.u-(,u,@(ا--)0s)@-(u,)(,u-(,u(4A. 
td 

- 2١ 1d 2٠ ١ 
 = - - 2dt وهذا يعني أن : <0 ")٤(,u-)(,] ، أي أن ا)ء(,-)(,ا\ا، دالة

 متناقصة. مما يستلزم:

٧٤0 aا/ -)(,u)(ا< ا,)o(,-)o(/" 
=0, 

 ومن ثم فإن ,u= ,ه، وهو المطلوب.

 الآن، ننتقل إلى إثبات الوجود. هذه قضية دقيقة وسوف نعرضها ضمن
 عدة خطوات.

 توطئة 6.1

 للمسألة "المصقولة" التالية حل وحيد ))A(D;)+,0[('Ce,ه :

du 0=ر٨+ ٨-ا, 
dt { 

 .)(Deج-)0(رw]ا
(8) 
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 وذلك باستعمال القضية 4.1 وباعتبار و-A(D=E( A,=F )تأكد من أن

 ر٨- يحقق شرط ليبشيتز(.

 توطئة 7.1

 إن حل المسأةل )8( يحقق

 ٠٠l­ td=/١(,٠.٨-ا»,('

 البرهان
 من )8( نستنتج :

 بي ب ه. ، أاله رةه(

ar" ٤ d٨٨٠ d٢ 
-. d d ومن تم : ٠ A,لا. uرu= وبمراعاة استمرار وخطية المؤثر ر« فإن dt dt ٠ • 

 dt 2 dt dt )-٨ هلإو,م. وإم±/ -٠/٨١ %!

 وبالتالي فالدالة ا)t(,u,A/ا متناقصة. ومنه، حسب (3 من المبرهنة 3.1 •

 )0(/,٨ا<ا/(٠٤,٨ا
 ا,٨ا=
 ا,uAا<

 توطئة 8.1

 إن متتالية الحلول)ر( تتقارب عندما يؤول « إلى الصفر.

 T,0]. [ بالإضافة إلى ذلك، فإن التقارب منتظم على كل فترة محدودة

 البرهان
 يعطى العددان الموجبان و2 .٦ لدينا :

d d 
 ٣٣ Au dt dt -0= ررA+' ة
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 ومنه نحصل على •
d 1 2 

 ا+ و"اةt/ 5 ٥ا
),u-,u,,,ي --(Aرu٨- 

u,) - +J:,ر -J:, +,اي ,wJ-,u,,w,ي --(Aر٨w٨- 

 ),ر,لا-,,,),,J-,٣,ك(A,,-A(-),u,A٦,,,٨-,ر٨(-
-٦4,,)٠ ,,A»,,u,ي <-(Aرu٨- 

 وذلك لأن : .(A(ا,ر-Jر,),لا,ر-J,)>0 وباستخدام التوطئة 7.1

 نحصل على •
d 1 2 -/يا)(-v,)ا)ء -A,,/4,٨/> ,u,,-٣,,/ dt 2 

 [,«4٦H+ ا,٨lAآ[],w,٨/+ا,»,٨ا]<
<2(7+A)/Au,]. 

 وبمكاملة الطرفين يكون لدينا : ا,uA] )٦+A(4<ا)(,u-)ا( راا.
 ومن ثم :

 (l« 09 (ة+7)2s)٢(,٧-)(٨٤ا

 يأuا)=ج)u. أن )ر( متتالية كوشية، وعليه فهي متقاربة. ليكن )ا( ر

 بمال ٦ إلى الصفرة)9( يأتي :

 .ا,7/w٨ة2<ا)(٧-)٤( ,ا
 D.[0,T [ وهوما يبين أن التقارب منتظم على كل فترة محدودة

 توطئة 9.1
du 

 نفرض أن )°(De,. عندئذ تكون المتتاليةا """ا متقاربة

 ماعندr]. تؤول إلى الصفر وهذا التقارب منتظم عى كل فترة أ
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 البرهان
 D(A) .Aue وكذلك eD(A)مw، فإن لماeD(A2)جw كان

du, . 
 نضع ر=٧.

 ومن ثم فإن ر« تحقق :
dv 0-,٧,٨+"= ا, 

 iه لا

٤-(o)٨(٥ =,٨--)٥( (ا٠٧(. td 
 بمحاكاة برهان التوطئة السابقة ينتج :

«o A\٨,٧/+7,٧,ا]- ],v/+ا٨,«ا,«-,%! ا[> dt 2 
 وباستخدام تناقص الدالة ا\ي,٨/Hا، فإننا نصل إلى :

 ا)o(,v,A/+ا)v,A,)0[< ا)ء(,v,A/+ا)(v,٨ا

 ./+ا,ا-
 وحيث إن )A(DeجuA فالمبرهنة 3.1 تؤدي إلى •

u', =JA =JرAJ,Aw Afu 
 ولذا:

?a.,4ا.ا;،,)s['w]. ma( 
 وعليه فإن )01( تأخذ الشكل:

 td 2 ."ا,/)r+3(2< "ا,٧-,ا٤ إ
 وبالكاملة نحصل على :

٢ M٠()-٧,(s2\,4ا/٨,[ 
du 

 ونستنتج كما سبق أن "" =,v متقاربة نحو « عندما تؤول « إلى الصفر،

 [o1] وهذا القارب منتهم على ل فترة محدودة
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 توطئة 10.1

 [ردا كان )٨(D=،» فان للمسالة )6» حلا

 البرهان
 بما أن :

)(aيه بانتظام ىلع)( 0]، [ م,T 

 • T td.9]، [ ء(«« ٨""(٤ بانتظام على(
du - .=و٧ H;)+,0[(Cew( : فإن T>0 لكل t ء 

 - = d٠ ٤ • لثعد كتابة المعادلة )8( كالآتى: +٨(ر,)-0 ة"".وحيث إن :
 ا)(-)t(4,ا+ ا)(,1-)(,,/<ا)(u-)(ا,/ا

 فلا بد أن يكون :

 د٨ ا T,0]. [ يا,دال بانتظام على)(-w)(0ر
 ومن جهة أخرى، نعلم أن بيان ٨ مغلق، ولذا يأتي : )u، e(ا)D(A وكذلك

d =0. +Au 
dt 

 وما كان )0(('Ce,+(;H فالدالة )٤(""--)(uAHt من الصنف
dt 

.C((0,+);H) ومنه : C([0,+);D(A)) D.e 

 كما يمكننا التحقق بسهولة من أن :

 td ,.ا=ا)( م%ا ة ا.٦<ا١(٤١

 توطئة 11.1

 eD(A2)جv عندئذ، لكل ،ى>0 يوجد eD(A)جu. لنفرض أن

 بحيث :
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 ,e< االا - ]u ا
 »/ا .٤< -٨٧٨ «٨أأ

 البرهان
 لتكن م٣ر= مv. عندئذ )A(Deمv، ولدينا كذلك

D(A), =u,e +AAv v 

 مما يستلزم أن )Av eم)w-v. D(A)'= وعليه )1A(Dev. ثم إن

 جuAرJ=)مرJ(٨- ،Av٨ ولذا : =0 اامu-اmiً=الجu-جاmز1.

 وكذلك ٠ -0 ا٠٠٨-)٠»(اجوز!-ا,٧٨-٠v٨/وز. وعليه يمكن
 D (11). اختيار « صغيرا جدا حتى تتحقق العلاقة

 تتمة إثبات المبرهنة 5.1
 لإتمام البرهان، نضع )Dew)4,لا= .w. اعتماداً على التحليل

 السابق، نعرف أن للمسألة

 = ي + ] ٥٠» ٨٠ ٠
dt { » 

,(0)-u٨٠ // 
(12) 

 حلا وحيدا ,w يحقق :

 ,0« دد ,w- .ا/ <ا)ء(.u-)(.ا[
du ud يعه --.٠٨/<ا)(""-)(""ا »o. dt td 

 ومنه نستنتج :
٧(t), w,(4)- 

 ر٤ ر ا٤ ٨(» م»
dt td 

T,0. وعندما تؤول « إلى لانهاية (12)2 نصل إلى المطلوب[. D بانتظام على ] 
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 ةللصقاا-Rega2 )الملوسة( وع
 نناقش ة هذا البند صقالة الحلول عندما تكون المعطيات أكثر
 صقالة. لنعتبر المسألة )6( وحلها المعطى ب)5(. دعنا نفرض أن القيمة الابتدائية

 w أكثر صقالة، ولنناقش تأثيرذلك على الحل.
 قضية 1.2

 إن الفضاء
D(ه"ا)} ev٨ :)""٨ D( D(م):-{ 

 المعرف لكل عدد طبيعي ،k>2 فضاء بناخي عند تزويده بالنظيم

 {ا٠ال٤-4٠ا
 ملاحظة

 يمكل)D)4 أيضاً فضاء هيلبرتيا بالنسبة للضرب الداخلي :

 .• )٧'٨.4'(لإ-)٠٩(
 مبرهنة 2.2

 إذا كان )D(A ew فإن حل المسألة )6( يحقق الشرط :
A')),v1-1,2٠ »ءk,c([0,+);H)»c"/([0,+);D( 

 البرهان
 يكون البرهان بالاستقراء. ولنبدأ بالحالة k .2= لنعتبر الفضاء

 الهيلبرتي )D(A ,H= المزود بالضرب الداخلي
 +(Au,٨٧),٠ ,)٧,w(= ,,)«,ا(

 ولنعرف المؤثر

A,:D (A,)cH,-H, 
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 على النحو:
[ D()-D(٨"), 
 و

ev٧(. D(A2 ا/A,٧٨=٧A, 

 ويما أن

-2(٨/٧-٨'v,٨/-'٠-٨/-)0 (٨,٣-٨٧,-٧),, 
 فإن ,٨ رتيب على ,H.كما أنه أعظمي إذ أن :لكل ,eH، f فالمعادلة

=f Au w+ 
 لها حل )A(Dew. ولكن

٨, =f-ueD(A). 
٨,( .ueD(ومن ثم فالمسألة التالية، المعطاة ذ يأ :H, ومنه ،ueD(A2) 

du 0,٧ا>0 ا"+٨,٣- td 
eD(A,) u(0)=ج /[ 

(13) 

 لها حل وحيد
wءC([0.+);H,)nC([0,+a):P()) 

 أي أن
 .))ه9[(C),+(;D«))D:),0[('c)٨ء،

 (ec([0,+);H. يبقى إثبات

 بما أن ٨:H,-H محدود و ),H;)o+,0/(Cew فإن :

 = }g إ4م-ر0٨٨4

dt dt 

 وباشتقاق )31( نحصل على :

 dt "ا +٨٠-٥٧١20
/[y (0)=-Au٨eD(A) 

(14) 
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 d٠ ٤ ٠ • حيث إن = مماو.٧ سبق تعرف أن للمسألة )41(حلا «يحقق ud ٠ ٠ ء١٠

 )a+,0(['C٧(;H، أي )H;)+,0[(c، وهو المطلوب.

 الآن، ننتقل إلى الحالة ،k>3 ونستخدم الاستقراء. لنفرض أن نتيجة

 المبرهنة صحيحة حتى الرتبة )k-1(. ليكن )w. eجD(A عندئذ نلاحظ أن
du ء .٧H;)+,0[('C(D;)+,0[(C٨)(( : يحقق v= • td 

 وكذلك

 ,0>٧,0-«٨م {4 ا
 ld لإ

D--(0)ا/٧ euA)٨-'(, 
 وباستعمال فرضية الاستقراء نستنتج أن

 c'([0,+);H)»c-/([0,+);D(A')),vز-k-1,1,2 ء
 مما يستلزم أن

،c([0,+);H)c/([0,+a);D(A')),1-1,2,٠4-٧ز. 
 ولإنب اتان ))ه(:)+.o(cء»، نلاد دأن

 dt • ))'-0/(Ce)٨,+(;D=«، وباستخدام)31(، نرى أن

 ))-t٨(D:)د,٥](cء »،ه
td 

 وبالتالي فإن ))A(D;)+,0/(ce. وهو المطلوب.ص

 oint SeIr 3زAd حالة ذاتية القرين
 نناقش ذ هذا البند الحالة التي يكون فيها المؤثر ذاتي القرين ولنبدأ

 ببعض التعريفات.
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 تعريف 1.3 )المؤثر القرين(

 D)[=H، بحيث يكون A:D(A)cHH يعطى المؤثر

 ونطابق H بفضائه الثوي، أي 'H فنعر.H- المؤثر القرين '4 كالآتي :
(Au,v)=(u,Av). D(A)xD(4'), ٧(u,v)e 

 تعريف 2.3 )الؤثر المتناظر، الذاتي القرين(

 (1 نقول عن مؤثر A إنه متناظر إذا حقق :

(Au,v)=(u,Av). D(A)xD(A), V(u,v)e 

 (2 نقول عن مؤثرA إنه ذاتي القرين )أو قرين الذات( إذا كان :
 )٨(D-)٨(D و .٨·-٨

 ملاحظة

 كل مؤثر ذاتي القرين متناظر. بالإضافة إلى ذلك، إذا كان ٨
 محدوداً ومتناظراً فإنه ذاتي القرين.

 3.3 قضية

 إذا كان ٨ مؤثراً رتيباً أعظمياً ومتناظراً

 فإنه قرين الذات.

 البرهان
 نضع )٨+J 1)= ولنتحقق من أن J متناظر.

 h= و ,J: u= ليكن ,u +Au, .w= +٨ ,٧ و٧A. عندئذ : =٧ ,٧,

 وباستعمال خاصية التناظر للمؤثر A نحصل على :

(w,,A»,)-(4Au,,,) 

 أي أن : ),v,س()«,ر(، وهذا يستلزم
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(15) 

(h,v)=(w,h). 
 وهوما يبين أن ل متناظر، ومن ثم فهو ذاتي القرين، لأنه محدود. وهذا يؤدي

٨)'-I+٨= ،(1 أي أن هروبد+ .A· إلى ٨ 
 لنبين الآن أن )A(D)٨'(-D. لهذا الغرض نأخذ )·A(Dء

 ونضع Au. =u f+ لدينا :
+A٧),٧٧eD(A). f(,٧)=(w,٧ 

 ثم إن A أعظمي، ولذا فإن )51( تؤدي إلى :
. H,(f,h)=(u,w). Vwe 

 ويما أن ل قرين الذات فإن
(Jf,»)=(u,») H, Vwe 

 أي أن )A(DeJ= • إذن)D-)'A(D)٨. ومن ثم يأتي المطلوب.ت

 توطئة 4.3

 ليكن ٨ مؤثراً أعظمياً ورتيباً وذاتي القرين، و )°(Dew. إذا

 كان :

 (0///c,+(;Dء، ه%/))٨c([9,+):H).ز-0,1
 حلاً للمسألة )6( فإن

 dt t -٥٧٠٠١إ<مجهياا
(16) 

 البرهان
 نبدأ بالتذكير بأن ,A=}A و رذ=زل، وأننا إذا اعتبرنا، لكل

 ،٨>0 المسألة التقريبية )8(

 اd ا)تا"٠٨٠,(٠-٥ ud ى
 )D(A=(0) eu رس(\
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(18) 

 وضرينا سلميا م، وكاملتا على [+,0] لكان لدينا·

 . اواج= ,,w,(s) +أ(٨,as((s) ا)( را- 017

 تسيب جابا.،"و.بد ه عد،
 dt ة dt ن عن ء ه-{ "-.ر(ء.٨اوأ، به أام( ا.أ

 وبمراعاة المساواة ,A=زA، يكون

 dt dt dt dt أو.هه(و-٠%.م.م(٠أ)و%(.م-١ • .'

 ثم نكامل بالتجزئة فنصل إلى :

 {٠(4.٠.«»وأ
 اd ة

d 1' (s))s4) ه,,(s).ه, -[s 
 4L ج2

1 1' --4(A,,(),u,())--[(4,٣(s),u,(s))s4. 
2 2; 

٤ du. : ومن جهة أخرى، فالدالة ا"ا ""، متناقصة، ولذا dt • 

 د "ن.ا,إ ء'/./،ز

 dt 2 td ن

 وبدمج 019307 يتضح أن •

 t ه2 2 2 2 .،اإء ا)كاي'-(،«٠(٠٤٨(%٠'».+إ
 ولما كان ره رتيبا فإن )02( تؤدي بوجه خاص إلى :

 dt t .0>١,ةw.ا1،]لإ±اكر(

(19) 

020) 
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 D.(16) وعندما تؤول « إلى الصفر نضل إلى

 مبرهنة 5.3

 ليكن ٨ مؤثراً أعظمياً قرين الذات. عندئذ، لكل ،uجeH توجد

 دالة وحيدة
weC([0,+a);H)C'((0,+a);H)nC((0,+a);D(٨)) 020) 

 حل للمسألة )6(.

 : (+,te[0 بالإضافة إلى ذلك، لدينا، لكل
 ,ا،#< ا)(إ
 td ا@»٨ا_ ,)'إ»

021 
 .ارا-< 1
٤ 

 البرهان

022) 

 ,٠w٨ w-« بحيث e(,مu) D(A) توجد متتالية eHجu، لكل
 ليكن ,w حل المسألة التقريبية

 td ا'إ"-+٨،.(-٥١>٥ .du ا
 u,(0)-٧٨٠٠ ا

 وباستخدام )7( و)61( نحصل على :
 ,0>t٧,٨,m٧ لا.(t)-u.()ا</uم.-ء٠

t du. t du. 1 -لا"(."ءا<لإ]ا.-،.ا.٧٨,,٧١>0 )'(.ا dا dt ١ ١ ٤ 

 وعليه فإن :
 )١(u,)(-u بانتظام على )+,0]،
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t du dut 0<(و بانتظام على )د,6، لكل .ة"(, ')( 
dt • td 

 ومن ثم:
C((0,+a);H)5C([0,+);H). « 

 weD(A). وكون ٨ مؤثرا مغلقا، يتضح أن ,eD(A) u وباستغلال كون
 ومنه:

du t 0<٧,٨a()-0+ا)( 
dt 

 نلاحظ أن )61( تبين بأن , يحقق :
t du ".0٧ا,مر+±الاكا. 

dt ا 

 وعندما يؤول n إلى لانهاية، نحصل على •
 du ا

 dt t ٤إ٤١٨٠٠٧٥ اللإ-

 D.5.1 أما وحدانية الحل فهي نتيجة للمبرهنة

 مبرهنة 6.3

 عندما تتوفر شروط المبرهنة 2.2 فإن الحل u يحقق :

 .N el,kv,))'(D;)a+,0((C ء»

 4 معادلة الحرارة
 نقوم ة هذا البند بحل بعض المسائل، وذلك باستخدام الوسائل

 التحليلية التي قدمت ذ البنود الثلاثة السابقة. لنعتبر المسألة
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o x2t ('٤)»٠ ٨"/,/)-0, ٣e٨2, ١>0, 
8 

w(r,t)=0,xe020,t>0, 
w(x,0)=w,(r),xe29 

023) 

 حيث يمثل يمي)-ه مؤثر لالاس، و 8 مجالا من "٣ عادة ما يؤخذ

 بحدود ملساء 002 ، وهذا ما سنفترضه هنا. أما فيمثل المتغير الفضائي،

 بينما يمثل ا المتغير الزمني. تسمى المعادلة )32( معادلة الحرارة، وهي

 تعطي توزيع درجة الحرارة ة الجسم 29 إذ تعبر الدالة )t,x(u عن درجة
 t. 0< ة اللحظة e29 x الحرارة عند أية نقطة

 يسمى الشرط الحدي u(r,t)=0 شرط ديرشلت، وهو يدل على أن
 درجة الحرارة مثبتة ومنعدمة على كل نقاط الحدود o92 مهما كان .ا>0

 ويمكن استبدال هذا الشرط بشرط آرخ، مثل شرط نيومان الذي يكتب
 على الشكل :

& t>0 xe029, (r,0=(ا, 
0n 

 حيث يشير لمتجه الناظم الخارجي. فهذا الشرط يعني أنه لا يوجد تبادل

 حرارة مع الوسط الخارجي، أي أن التدفق معدوم. ويقال 2 هذه الحالة أن

 الجسم معزول.
 أما الشرط الابتدائي )0,x(w)r(=٨u )أو معطى كوشي( فيعطي

 t. 0= يعزتو) الحرارة عند اللحظة )الابتدائية

 model) ،(Fourier's نلاحف أن معادلة الحرارة تمثل نموذج فورييي
 وهي أبسط المعادلات الكافية )equations). cilobaraP سنقوم بحل المسأةل

 )32( وذلك بتطبيق مبرهنة هيل- يوشيدا )المبرهنة .(5.1 ولهذا الغرض يجب

 تحديد المؤثر ه وفضاء هيلبرت H بدقة.
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 1.4 مبرهنة

 وحيد حل )320 للمسألة يكون عندئذ .L )؟(w, أن نفرض

i;)+,0[(Ce(( (o بحيث : 

024) weC((0,+);H3(؟)AH;(o))nC'((0,+o);1(n)) 

 : لدينا ذلك، إلى بالإضافة

0>5v,))a+,8[wo(c, ا ى 
 و

 =4أ/ ,))o(}A;)a+,0((ث1
025) 

 و
 2 ةة L 2 20 .0>4٧ =جاا٠ 4هs )ء.+(u/ ]أ+,م,ا)ء،(اا' )620 2 1 2١ 2١ 1

 البرهان
 نضع )؟(L H= ونعزف المؤثر ٨ ب :

A=-٥, .[ 

[D(٨)-H(8)RH(0). 
 كما نقرض أن 29 ملساء. لنتحقق من أن ه مؤثر رتيب أعظمي وقرين الذات.

 أ( ليكن )A(Deu. لدينا :
(Au,u)=]-(u)u 

20 

 .0٤ -]ا٧
20 

 ومن ثم فإن ٨ رتيب.
 ب( ليكن )2؟(Lef. إن للمعادلة

=f +u -٥ 
 حلا وحيدا )؟Hn)o(2He;). وعليه فإن A أعظمي.

 ج( ليكن )w. D(A e,٧ عندئذ :
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(Au,»)=[(-)٧ 
20 

-[v٧٧ 
20 

-[-(٥v)u 
20 

A٧)٠ =(w, 

 وعليه فإن 4 متناظر، وبالتالي قرين الذات، لأنه رتيب وأعظمي.
 باستخدام المبرهنة 5.3 يتضح أن للمسألة )32( حلا وحيدا

 ))o(1;)+,0[(C ن يحقق .024
 لإثبات )52( و )62( نضع:

onan}. H"(0):u=Au=A"u=...=٨a=0 D(4)-{ 
 ذ هذه الحالة فإن مبرهنة الصقالة )مبرهنة (6.3 تستلزم أن :

N. A')),0,le C"((0,+a);D( e 

 ومنه فإن غمس فضاءات سوبلاف يؤدي إلى :
 c"((0,+);c()),vkN ء،

 وهوما يستلزم :
ec(؟x[8,+o)),v5>0. 

 ولما كان ))؟L;)+,0(('Ceu) فإن الدالة ٧ المعرفة ب

 عه ')ء,+(ا]إ،
 من الصنف )),0((€، واشتقاقها يعطي، لكل ،>٥

t)4",ق,(٢u[=(ا)'٧ 
20 

-[uA (+,ا)dr 
20 

--[/u(٢+. ه,( 
20 
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 ومنه :

٧(t)-٧(6)-[٧'(٩)هs 

 .فةة ')ى,٤(uv [أ-
8 20 

 وعندما يؤول & إلى الصفر نحصل ىلع· ، 1

 2 ةة L 2 20 ر{اما\ج- هه 'ا)s.w(،٢/]أ+ م,ء،(ا<

 وذلك لأن ))o(L;)+,0[(Ce. ويهذا نكون أثبتتا )620.ت

 دعنا الآن نناقش معادلة الحرارة ة بعد واحد. نود هنا الوقوف على
 نتائج الصقالة المذكورة أعلاه )المبرهنة .(1.4 من أجل ذلك نعتبرالمسألة

 الابتدائية :
0>t, -٢<٥>+, t)-0,٣)r,4)-h)"ا 

,)x(,w=)0,x(w>+ -o<x /027 ا 

 حيث k>0 ثابت.

 لحل هذه المسألة نستعمل تحويل فوريي على المتغير الفضائي ،

 فنحصل على •
(s,٤)+ski(s,t)=0, seRR,t>0 028) 

 حيث نعرف :

·(s,)- [ ٥ w(٤,/)a v(٠١)e 2(M). 

 إن المعادلة )82( معادلة تفاضلية عادية للمتغير ا، وحلها العام هو
 '°-)ا,و( حيث نعين c بالرجوع إلى الشرط الابتدائي

 )0,»(w,)(-u الذي يعطي : )s(مi=)0,s(،. إذن :
،(s,)=wم(و).e-3. 
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 وبتطبيق تحويل فوريي العكسي نحصل على حل المسألة )72( •
 1 ه

«(#,4-- [ ٥"i(٩,4)4s 
2M 

 2m ة)د(»"ء""ءآ -- 2, 1

 علما أن :
 حر

 ""٠،(6)i:(4٤ ­ء ] -)و.
 ب

 وعليه:

e)4s).ا[،"ءاا[.-2 مرر ،(ءءm ] 

 وبما أن الحل المطلوب هو حل حقيقي فلا بد أن يكون :
 [ 2m .54)5(،افة٠)٠-s)6»"-ء ]اأج-).٤(» ٠ = ١

 وباستغلال العلاقة المعروفة

[e- eos(ar) -<"e°' 

 ر920

 نصل إلى الكتابة الصريحة للحل :

 >١ ،(ج١٨;٠ ث"،أ-+(»
 4mk مى

F/(٢-ي)-و .ه sE-+ وذلك بأخذ 
 ومن هنا نلاحف أن ))ب,RR("Ceu)0 حتى لو كانت مw دالة غير

 مستمرة. والواقع أنه يكفي أن يكون )('w eمL للحصول على حل مصقول
 معطى بالعلاقة )920.

 دعنا نعرض 2 آرخ هذا البند مبدأ مهما يتعلق بالمعادلات المكافثية
 عموما، وبمعادلة الحرارة خصوصا. إنه مبدأ الأعظمية.
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 2.4 مبرهنة

 : عندئذ )42(. 2 الوارد )32( المسألة حل w و wمo)e( L ليكن

030) min/0,ir ،,ا< ،(,w4)< ma:/0,syp}.هe »=0, v،>0. 
2n o 

 البرهان
 نستخدم طريقة البترلستتباكيا. إذا كان الطرف الأيمن من )03(

 غير محدود فالمتباينة اليمنى محققة تلقائيا. لنفرض أن هذا الطرف محدود

 نضعو»s.ت/ma0-٤. ا
 نعرف بعد ذلك دالة G:RRR متزايدة )تماما( على )+,0(، من

 الصنف )R(C تحقق G(s)=0 لكل RR. se ولتكن الدالتان المعرفتان ب :

seR, H(s)-[ G(¢)4G, 
0 

v0>0, 4()-[H(w(٣,t)-k)d. 
20 

 : من التحقق الصعب من ليس
[ 8eC'((0,+))C([0.+)), 
{6(0)-0, 

0>v. 02)(8ا, 
 ثم إن:

4(t)-[G(a(٤,4)-k)u,(٣,t)r4 
20 

-[G(u(٢,4)-k)8(r,4)dr 
20 

-[G((#,4)-k)/A(x,) ه 
20 

<0. 

 وعليه نستنتج أن =0 .4 وعليه :
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H(u(r,ا)-k)-0 V0>0, 
 علما بأن تعريف الدالة G يبين أن
s<0. H(s)=0= 

 ولذلك :

Vt>0. 29, a.e.xe u(3,)-k<0, 

 أما لإثبات المتباينة اليسرى من )03( فيكفي وضع -= « وملاحظة

 أن « يحقق :
,[ v,-٥٧=0, 
[v(٤,0)--()٥ 

 5 معادلة الأمواج
 نعتبرالمسألة

 ا w،(٣,t)-Au(٢,t, xe9(=0, ,0>ا
{w(r,t)=0, xe60, t>0, 
\(w(x,0)=u(٣), u,(x,0)-u,(x), xe9, 

(31) 

 "R1. حيث يعير 4 عن مؤثر لابلاس، بافتراض29 مجالاً مفتوحاً ومترابطاً من

 تسمى المعادلة التفاضلية الجزئية الواردة ذ (31 معادلة الأمواج. إنها تنمذج
 انتقال الأمواج 2 جسم متجانس .9 وة البعد الأحادي )n=1( تعبر المعادلة
 عن حركة خيط متجانس تحت تأثير وزنه ويدون أي مؤثر أو قوة خارجية. و2

 حالة وجود قوة خارجية تصير المعادلة من الشكل:

t>0. xe29, u,(x,4)-Au(x,t)=f(٣,t), 
 أما العلاقة
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xe62 w(»,t)=0, 

 فهي شرط ديرشلت الذي يبين أن حدود هذا المجال تبقى مثبتة )بمعنى تثبيت

 طرة الخيط ذ حالة البعد الأحادي(، بينما يمثل ,w w، الوضع الابتدائي

 والسرعة الابتدائية على التوالي، وهما دالتان معطيان 2 فضاءات معينة.

 مبرهنة 1.5 )الوجود والوحدانية(

 نفرض أن )o(;H)£(2Hew و )He,u;)9. عندئذ يكون
 للمسألة )13( حل وحيد ))؟c([0,+[;L =u) بحيث:

032) C([0,+[;H%(0)oR;(o))nC([0,+a[;A;(0)). e 

 : t>0 بالإضافة إلى ذلك، لدينا، لكل

')+(wv. 4 +[ ا]دية)0 )ء,#(a6' +4ا] عه أ.)+,t(330 'ا( 
20 20 20 20 

 ملاحظة

 تمثكل العلاقة )33( قانون حفل الطاقة، وهو يدل على أن الطاقة

 الكلية تبقى محفوظة ذ كل لحظة. فالحد (+,)dr ,٣] يمثل الطاقة

 الحركية بينما يمثل الحد rه),+(uV/] الطاقة الكامنة.

 البرهان
 نناقش النتيجة ذ الحالتين : 9 محدودة و 9 غير محدودة.

 2G 1) محدودة

 نعيد صياغة المسألة )13( كالآتي: نضع ,u= « فنحصل على الجملة:
=0, -٧ ,[w, 

 .0-به-,أ
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 ,U ٨٧+ 0- ويوضع ا "ًا= ن يمكن كتابة هذا النظام على الشكل

 حيث يعطى المؤثرA ب: )n('Hx))o(;HA)9(3H(-)A(D و

 ا ا- .ولتطبيق مبرهنة هيل- يوشيدا ناخذ الفضاء الجبرتي
 )H}(o)xL(9 H= مزوداً بالضرب الداخلي

(U,٧)-[(Va.٧٧ +هy) 034) 
20 

٨t ، -حيا/ :(-+;)ع 
y ٦ 

 والآن، لنتحقق من شروط مبرهنة هيل- يوشيدا.

 »رتابة :٨ لكل )(n ا ""( لدينا

 [ز;إ "-ابلاء٠»
--[vu.٧»+[v(-ه) 

20 

+[v"vV0 --[Vu.6٧ 

 g 8 - »اطمين،تى { (،وتد اسد)}-04، أي

- f )ء:: 
 ٥u-. g= يحقق نهإ);ueH2(o)H من السهل التأكد من وجود )2؟

 بينما نأخذ = . ومنه نصل إلى أن ٨ مؤثر أعظمي. وبتطبيق مبرهنة
 هيل- يوشيدا نستنتج أن للمسألة )13( حلاً وحيداً
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wءC([0,+[;D())nC'([0,+[;H), 
 .))o(;Hx))o(:8»)(R(:[+o[(c{ا" ٨0
w, 

 ))o(Ex)s(:i:+.o[(c{اً' ٨0
w٨ر 

 وهوما يحقق )230.

 (2 2؟ غير محدودة

 2 هذه الحالة لا يمكن أخذ الضرب الداخلي )43(. ولتجاوز هذه

 العقبة، نضع =e-U «حيث U هو الحل المنشود للمسألة :

[U,+٨U=0, 
 ا , ()"-٠-٧»c/ ا

(35) 

 وعندئذ نحصل على المسألة

-0, (٧,+8٧ 
a 

 رw ا // ("-٠-٣٠»
 حيث =٨+B. l لنتحقق الآن من شروط مبرهنة هيل- يوشيد للمسألة

.(36) 

(36) 

« . 
 (رتابة :8 بوضع ا""ا- ايكون لدينا :

 إ٧
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(B٧,٧)+(٨٧,٧)(٧,٧) 

٤fإ٦أ٤/٤١- 
3٧٧.٧-)]- '٩٧/]+)٩-(٧] +)٧٨8٧٩+ +٩ 

2n 0 o 

-[/-٩٧ +/٢4 +83 +wد) 
20 

>](-٩٧+8٩+٧٩) 
20 

>0. 

 وهو المطلوب.

 ب( أعظمية :8 يعطى )o(Lx)o('H ا "أ-P.وند حل المعادلة
8 

 =F .B٧ أي:

 ,f= +2 ،أ-٧
 .g +2 ه٨-أ

 ويضرب المعادلة الأولى 2 2 وجمعها إلى الثانية نحصل على :
 .)2؟(Leg+ /2=ه4+ -٥٨

(37) 

038) 

 theoyr) (Elliptic وباستخدام مبرهنة لاكس -ميلغرام والنظرية الناقصية

 نثبت وجود )؟0('He4;)(Hn وحيد يحقق )83(. ويالتعويض 2 )73(

 نحصل على .٧ ومن ثم نكون قد أثبتنا أعظمية .B وبمراعاة مبرهنة هيل -
 يوشيدا فإنه يوجد حل وحيد للمسألة )63(. إن U'٧ e= تحقق المسألة )53(.

 نترك للقار مهمة التاكد من أن ا "ًا- ن يحقق )23(.

 ولإثبات )33( نضرب المعادلة )13(ب ,u ثم نكامل على
D.82x(0,t) 
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 ملاحظة

 نشيرإلى أن المؤثر ٨ ليس قرين الذات. بل من السهل رؤية أن
 .A'=-٨ إذن فلن نحصل على أي صقالة إضافية للحل كما كان الشأن 2

 معادلة الحرارة.

 ولتوضيح الفكرة نورد هذه المسألة الابتدائية لمعادلة الأمواج 2 البعد
 الأحادي:

 ،ا ,0=)4,x(,,u-)4,x(,u ,RI٤ ,0>ا
[u (+,0)=u,(+), v,(#,0)-u,(٢), rR 

: ('D'Alember دالمبير بصيغة المسالة هذه حل يعطى 

w(٢,4)--[wم(٣ -+[)-٣(٠+)١+ ] ٧,(s)ds 2 2, 

(39) 

(40) 

 فالصيغة )04( توضح أن درجة صقالة الحل لن تزيد أبدا عن درجة ملوسة

 المعطيات الابتدائية.
 ملاحظة

(41 

 نشيرأنه لا يوجد عموماً أي مبدأ أعظمية لمسائل الأمواج خلافاً لمسائل

 انتشار الحرارة. ولتوضيح ذلك نأخذ هذا المثال :
٤>0, 0<٢<m, (٢,4)=0, ،(»,4)-u,, [ 

t>0, {u(0,t)=u(m,t)=0, 
 .xsm (x,0)=0, w, =sinx, (x,0) u>0 \ا

 يمكن التحقق يو" من أن ه.oi0#-)٠٤.(» هو الحل الوحيد

 للمسألة ،(4l وأن -=ا-, ا بالرغم من أن uم>0 و0- ,ا على

 [r.0]. وهذا خلافا للمسالة رو الي يكون حلها غير سالب إذا كان كل
 من w و ,u دالتين غيرسالبتين )انظر العلاقة )04((.

 3 جون لوروند دالمبير)7171- (1783 رياضي فرنسي.
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 6 تمارين
 تمرين 1

 ليكن H فضاء هيلبرتيا و D(A)-H A: مؤثراً رتيباً أعظمياً. بين

 أن )A(D، المزود بنظيم البيان

 ,(VueD@A ا+ رو,ااا= .االuAا,
 فضاء بناخي.

 تمرين 2
 ليكن HH:8 مؤثرا خطياً وتقابلياً. بين أنه إذا كان B قرين

 الذات فإن B قرين الذات أيضاً.

 تمرين 3
 ليكن A:D(A)H مؤثرا خطياً ورتيباً أعظمياً. نفرض أنه، من

 أجل ثابت ،A>0 تقبل المسألة

eH =f +٨٨u w 
 حلا )A(Deu. ونعتبر المسألة

 .)ا(ء م4-«٦+»
٨ ٨ 

 استخدم مبرهنة راسم التقلص )مبرهنة النقطة الثابتة لبناخ( لتثبت أن

 - 2 - ٨ لهذه المسالة حلا وحيداً )لأحط أن ">ة يستلزم .(ا-؟"ا<١

 تمرين 4
 إذا كان ٨:D(A)-H مؤثراً خطياً ورتيباً أعظمياً ومتناظرا تحقق

 ,A;-4. من أن ذ=زلا و
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 تمرين 5

 : H'(R") u,e أثبت أن للمسألة التالية حلا وحيدًا إذا كانت

 ,0>١ ,"Re٣ ,0-)4,+(+)١٠(4-)4٠٣(ر]
 ."xeRR =u,(r), )0,x(u [ا

 تمرين 6

 ليكن 29 مجالاً محدوداً من "I حدوده ملساء. نفرض أن

Vi,1,ز-٠٠٠٠٨ a,eL(Q2), 
 وأنه يوجد >0 مc بحيث

} a,(+)66,>e}/, 74eR, aex0. 
i,1=ز 

 : e(,w,,w) بين);H2(o)H] أن للمسألة التالية حلا وحيداً إذا كان [)ه
٨ oxt ء١ ء٠ »-{+فيهر،' فيز-ا ءا.»/ا« 

,rة@ ر m7 

 } ,ا)=xe60, w(x,0 ,ا>0
xe0, u(±,t)=uم(±), 

xe9. (»), -u, (x,0) w[, 

 تمرين 7

 ليكن ؟ مجالاً محدودا من "I حدوده ملساء. تعطى الدالتان
 )؟o(2H;)(Hnجw و )؟({He,. بين أن للمسألة التالية حلاً وحيداً :

 ,Au(#,t)+u,(x)، t>0 ,92x-(x4,ا)=0 ا
t>0, xe60, {w(r,t)=0, 

 .xe9 u,(3,0)-u(»), ,)+(u-)t,+(u \ا

 تمرين 8

 تعطى جملة تيموشنكو Timoshekno على الفترة )1,0( كالآتي :
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w,(x,٧)-(w,(٢,/)+v(x,1>٤>0 ,0=))ا, t>0, 
v,(x,t)- ٧, (٢,t)+(u,(٣,t)+v(x,t)), 0<٤<1, t>0, 

 ٢لا ٢

(0,t)=v(0,t)=u(1,t)=v(1,t)=0, t>0, 
w(3,0)=u٨(r), w,(r,0)=w,(x), 0<x<1, 
(x,0)=v(x), w,(x,0)=٧(r), 0<x<1. 

 نفرض أن

 ٧٠٤١'\٢o٠١/-١٠(o١٠ ا"٠
=H;((01)). ٧ ٧٠ 

 أتبث أن لجملة تيموشنكو حلا وديحا.

 تمرين 9

 ليكن 2؟ اجملا محدودا من "K دحوده اسلمء. تعطى الدوال

eH(0)H'(o) 6 u, و eH}(20) w, 
 بين أن سمللأةل التالية )المرونة الحراراية( حًلا وديحا.

88 ٣ ,0=),(٢ +)٠٣(١٥-)٠٢(,٥ >0, ٢e٨2, 
@r, ٦٦ 

rt ءء .0>١ ٨ %حo. /"ز+)»(٥-)١٣(4 ,0_"ا' 
١- @r,8t 

w(x,t)=0(r,t)=0, xe00, 1>0, 
w(r,0) =wج(), w,(x,0)=u,(±), 0(r,0)=4(x), re29 

 تمرين 10

 ليكن 9 اجملا دحمودا من "I دحوده اسلمء. تعطى الدالتان

eL(2؟) 1٠v 
 أ( بين أن سمللأةل التالية حًلا وديحًا :



 الفصل 9 : السائل التطورية الخطية 278

 ,0>ا ,0, 0e٤-),٢(٧-),٣(u+)4,٣(u4-)١+(, ا
 ,٩2٣, 0, t>0=)١,٢( (٢,t)-٧(٣,٥)+٧ ا٧,(4,٣)-٥٧

t>0, ٤eo0, w(x,t)=٧(x,t)=0, 
.0<٤(٨٧(, (+,0)=٤- ٤)٤٨), /((»,0) 

 ب( أثبت أن الحل يحقق التقديرات التالية :

+v)(+),4 [(٠+v)(+,،)4s[(v3 ٧>0, 
20 2o 

 ٤ة)٤([ )١-٠٠(-٠٧١+ ,٠٧/]sه/٤([ ')٠-٠(-٧6+ '«٠٢/]]
2n 20 

 ج( بين أنه إذا كان u,(x)+v()=0 فإن :
. u(3,t)+v(x,0=(ا V>0, 

 تمرين 11
 ليكن الموضح ذ العلاقة )42( حلاً للمسألة :

0<4<T, re9, (٣,٥), w,(٢,4)-٥(٣,4)+u(x,4)-f [ 
xe29, {w(0,ج)=uج(x), 

 ,06e٤ ,0=),ج(u \ا

٠٢ eL(ox(0,T)) و u= L(9)حيث 

«(+,)< mar'"ياp/ , «p} :(+,)nx(0T) لكل» أن بنن 

 : كان إذا أنه أثبت ب(
w,(x)>0 a.e. x 9, 

f(x,4)>0 aexe9, te(0,T). 

 فإن :

u(r,0<(ا ae.xe20, 0<٤<T. 
 • »، ، ، » ي ي ي ي ي ي ي ي ي ي ي ي ي م


	Page 1
	Titles
	الفصل التاسع 
	المسائل التطورية الخطية 
	_, مبرهنة هيل يوييدا» مد«- « 


	Page 2
	Titles
	(f ,٧)-0, ٧٧eD(A). 
	./ \1f>(«s(f٠ "اا 
	[٤-,٨ 
	نود إثبات أن (weD(A و ٨u= g. ولهذا الغرض نكتب : 


	Page 3
	Titles
	إ ب-ا)ء م%-،٦+« 


	Page 4
	Titles
	٨>0, A,-1-)إ,). 


	Page 5
	Titles
	(ءإ[د(»إ[,د٠٠)٠/-٨)١ 
	(ءإ),-٨١٠ة+)١!- 
	4) لنأخذ أولاً (٨)eD ». فمن 3) يتبين أن : 
	.(٧٧eD(A, 0=ا,ك- ااوز 
	/ااج,٨ا!s(,,٨)!> /٨,٣ا 


	Page 6
	Page 7
	Titles
	,(+,٧te(0 ,٨u()-0+(١)",ا 
	v>0, [(t)اما/ >ا, 
	,0=ر٨+ ٨-ا 
	.()eDج-(0)رw[ا 


	Page 8
	Titles
	­l٠٠=/١),٨.٠-ا'),« 
	ه. ، أاله رهة) 
	٨-( وإله,م. وإم±/ -١٨/٠ %! 
	ا,٨ا= 
	ا,Auا> 

	Images
	Image 1


	Page 9
	Titles
	--(Aرu٨- ي,,,u,-u,) 
	/,,٣-,,u, -A,,/4,٨/> ا(ء),v-()يا/- 
	],»٦/4+ ا,Al٨آ][,w,٨/+ا,«,٨ا[> 
	«l (7+ة)s2(٢),٧-()٤٨ا 
	.ا,7/٨wة2>ا()٧-(٤) ,ا 


	Page 10
	Titles
	.Aue D(A) وكذلك ،wمeD(A) فإن wجeD(A2)لما كان 
	. du, 
	نضع ر=٧. 
	ومن ثم فإن ر» تحقق : 
	dv 
	.(٨)٥ =,٨--(٥) ٤-(o)٧٠)ا 
	!%,-»,ا»,٨ا[> ا+/v,] A\٨,٧/+7,ا,٧]- «o 
	./+ا,ا- 
	وحيث إن (eD(AجAu فالمبرهنة 3.1 تؤدي إلى • 
	Afu =JرAJ,Aw =JA 'u, 
	ma( ?a.,4ا.ا;،,)s['w]. 
	."ا,/(r+3)2> "ا,٧-,ا٤ إ 
	M٧-()٠,(s2/٨4,\ا,[ ٢ 


	Page 11
	Titles
	ا()-(t)4,ا+ ا(),1-(),,/>ا()u-()ا,/ا 
	وما كان (eC'((0,+);H فالدالة (٤)""--()tHAu من الصنف 


	Page 12
	Titles
	«/ا 
	,0» دد ,w- .ا/ >ا(ء).u-().ا] 
	.o» يعه --.٨٠/>ا()""-()""ا 


	Page 13
	Titles
	Rega2-الصقالة (الملوسة) وع 
	D(م):-{ D( ٨ :(""٨ve D(ا"ه)} 
	}ا٠ال٤-٠4ا 
	.• (٧'4.٨')لإ-(٩٠) 
	إذا كان (we D(A فإن حل المسألة (6) يحقق الشرط : 
	A,:D (A,)cH,-H, 


	Page 14
	Titles
	[ D()-D(٨"), 
	(٧-,٨٧-٨,٣),, -2(٨-٨/٧'v,٨-٠'-/٨/-)0 
	0<ا0,٧- ٨,٣+"ا 
	wءC([0.+);H,)nC([0,+a):P()) 
	.((ه)C([9,+);D»((٨)c'([0,):Dء، 
	إ4م-ر4٨٨0 
	٥٧١20-٨٠+ "ا 


	Page 15
	Titles
	,0<0,٧-»٨م }4 ا 
	,('-٨)Aue D--(0)٧/ا 
	وباستعمال فرضية الاستقراء نستنتج أن 
	مما يستلزم أن 
	((-٨t)D:(د,٥[)cء «،ه 
	3 SeIr Adزoint حالة ذاتية القرين 


	Page 16
	Page 17
	Titles
	0,1-ز.(٨c([9,+):H((/%ه )c///0,+);Dء، 
	-١٠٠٧٥إ>ايهجما 


	Page 18
	Titles
	تسيب جابا.،"و.بد ه عد، 
	أو.هه)و-٠%.م.م)٠أ(و%).م-١ • .' 
	}٠)٠.4.»«وأ 
	"ن.ا,إ ء'/./،ز 
	.،اإء ا(كاي'-)،»٠)٨٤٠)%٠'«.+إ 

	Images
	Image 1


	Page 19
	Titles
	021 
	ا@«٨ا_ ,('إ« 
	٥<٥١-).،٨+'إ"-ا 
	٧٨٠٠-(u,(0 ا 
	0<٧١,,٧٨.ا.،-.ا[لإ>الا")."ء (').ا- 

	Images
	Image 1
	Image 2


	Page 20
	Titles
	()' ,(")و بانتظام على (د,6، لكل 0<ة. 
	« C((0,+a);H)5C([0,+);H). 
	.weD(A) وكون ٨ مؤثرا مغلقا، يتضح أن u, eD(A) وباستغلال كون 
	du t 
	du ا 
	4 معادلة الحرارة 

	Images
	Image 1
	Image 2


	Page 21
	Titles
	'(٤)»٨ /"٠,/)-0, ٣e٨2, ١>0, 

	Images
	Image 1


	Page 22
	Titles
	بالإضافة إلى ذلك، لدينا : 
	.0<٧4 ٠ااج= sه4 (ء.+)u/ [أ+,م,ا(ء،)اا' (026 
	[. A=-٥, 
	(Au,u)=]-(u)u 
	.٤0 ٧ا[- 


	Page 23
	Titles
	(Au,»)=[(-)٧ 
	-[v٧٧ 
	-[-(٥v)u 
	D(4)-{ H"(0):u=Au=A"u=...=٨a=0 onan}. 
	c"((0,+);c()),vkN ء، 
	ec(؟x[8,+o)),v5>0. 
	-[uA (+,ا)dr 
	--[/u(ه (,٢+. 


	Page 24
	Titles
	٧(t)-٧(6)-[ه(٩)'٧s 
	ر}اما\ج- هه 'ا(w.s)،٢/[أ+ م,ء،)ا> 
	,t>0 ,+>٢>٥- t)-0,٣)r,4)-h)"ا 


	Page 25
	Titles
	ة(د)«"ء""ءآ -- 
	e)4s).ااء"،]ا[.-ءء)، 
	٠ = ١ 
	[e- eos(ar) -<re°' 


	Page 26
	Titles
	.٤-ma0/ت.s«ونضع ا 
	seR, H(s)-[ G(¢)4G, 
	ليس من الصعب التحقق من : 
	{6(0)-0, 
	.v>0 ,20()8ا 
	4(t)-[G(a(٤,4)-k)u,(٣,t)4r 
	-[G(u(٢,4)-k)8(r,4)dr 
	-[G((#,4)-k)/A(x,) ه 


	Page 27
	Titles
	[, v,-٥٧=0, 
	5 معادلة الأمواج 


	Page 28
	Titles
	.vw(+)' 4 [+ (ء)ا[دية '6a(#,0 أ+ عه 'ا(t,+).4ا[ (033 
	.0-به-,أ 


	Page 29
	Titles
	ا ا- .ولتطبيق مبرهنة هيل- يوشيدا ناخذ الفضاء الجبرتي 
	(U,٧)-[(Va.ه+ ٧٧y) 
	حيا/ :)-+;(ع- ، 
	]ز;إ "-ابلاء٠« 
	--[vu.٧»+[v(-ه) 
	--[Vu.6٧ +[vVvV0 
	«اطمين،تى } )،وتد اسد({-40، أي 
	- f 
	::ء) 


	Page 30
	Titles
	wءC([0,+[;D())nC'([0,+[;H), 
	((c([o.+:i:(s)xE(o}'ًا 
	[U,+٨U=0, 
	. « 


	Page 31
	Titles
	(B٧,٧)+(٨٧,٧)(٧,٧) 
	+٧٩ -[(-٧٧.٧8٩+ '٧٩/[+(٩-)٧[ +(٨٧3 
	ب) أعظمية 8: يعطى (H'(o)xL(o ا "أ-P.نود حل المعادلة 


	Page 32
	Page 33
	Titles
	6 تمارين 
	.(ا)ء م4-»٦+« 


	Page 34
	Titles
	«ء١ ء٠ «-}+فيهر،' فيز-ا ءا.«/ا 


	Page 35
	Titles
	o١٠)١٠-/٢o٠١\'٧٠٤١ ٠"ا 
	.0<١ .oءء ,0/"ا"_ 'ز+(«)٥-(٣١)4 

	Images
	Image 1
	Image 2


	Page 36
	Titles
	٤ة(٤)] (١-٠٠)-١٧٠+ ,٧٠/[sه/٤)] '(٠-٠)-6٧+ '»٢٠[/[ 
	• ،« ، ، « 



