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Abstmract :

ExpLicit expressions in term of ket and bra tableau operators fo1-
med fron smetrisers and antisymetrisers and tableau permuta­
tions are given for the Young operatons for the representations [n-1,1]
and [21%-1] 0f the symmetric group S, in standard orthogonal form.

1. ImtodctioM :

Jahn (1960) gave the young operators 0f S, as linear combinAtions

of two-sided products of Young operatons of S,-, with the particular
transposition P,,-ر . T reach an explicit expression a long chain of
calculations is reguired. Itis the aim of the present pape' to simplify
the young operatoreRpansions for the two representations [n-1,1] and
[2 1٦-1] f S, in standard orthogonal from. A complete set of young

operators for the two particular representations is explicity constructed
and tabulated.

(17)
(2)

 و
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2. Young aperatars: notationصد 
٦٥ung(٤-١)T٧٥ خ ء a eratorsح 0[,, (n,..٠,b=2,3, ه) ٤٥r tFe representatioe

١ا اة

f 5 in standard orthogonal fom are required to satisfyه }i[ا-و nم 

٥ ع٥" ,ةد٥",٠٠٠(2٠١)
'Be ab قح cd

2٠2«٠٠٠٠},,a1ه-١/٥) %ه٠ /-%ه»٥%, •.·
 &ة٣+Ai اه د

٩,%2 أم.-00/8?٠/-'(1٩{,٠٠٠٢2٠3٤٠ »aaأ و١ 

ere the numerical labels a,b are abbreviations for the standard

table٥u 1abels

٥١-n٥١+٠٠٠١-a٠٠.2ا T٠ د٥٠ ه،٠]
٨ ب(2.6)٠. a ٠3n a

b-٥١+٨٠٠٠٤-٥١2٠٠.٥n
 ا(2.5).٠·

B
bb٥

author's notation (E1-Sharkaay 1975), ,or6here ة follouing theب 

is wsed to denote the oهission of aorb fro2د ...n. THe eoefficient

a oceurs in (2.2) and 1/5 in (2.3) becEuse the Young axial distanceا/ 

٤ro a+l c٥ ain Aiو+٥ and fr6ذ b+1 t٥bin B,, i8+ه ،n
2 ،n ، The إ (n- '( إ Youg operatars O,4; b, و ه( - 2,3,٠00,n) for the

A

representation [21"-4] ٤ s taken srandare د} orthogonai ٤orr ar٥+ ٥

teguired ta Eetisfy

nد2 و n -'9٠١a٠«\+ /")-"ه(}٥)٥(%,a/م ر.9; اوو--٦ €a +a و

٠٠,٤o'-nh/»1%+٩ هى،{"2 بم.-/(-89 و;٠
»A

 ن٠٩

(2 )ة.

(2٠7)
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Here the starred numeerical labels a» b' و are ahbrewiations fo٤

٤he tandard tahleau Labels

٨3 - 1ax...ة٠ ..n ° a-1... رa2 ا a+1.٠٠٣-٦١ a م

n,B3 - Ibx...6...n ٠ I٥82..٠b-٥١+١٠٠٠٦-١

 ر و و

٠ و م

(2.8)

(2.9)

here, using again the

the abbrewiations

la

author' ratation و {E1-Sharkaway 1975)

١B

=٠٠n:٠٠a.aKا 
a-t
 +ة

Ibx...b..٠٥
b-١
b+١

·٠٠42٠1٥)

.٥.are eqloyed to siجa lify n
the printing. The caefficiencs -61/a)

.and -(١/B) occur in (2.6) and (2.7) beeause the Young aial distanee

froa a+I- to ain (2.t0) is -a and the distance froa b+1 t٥ B iف -b.

3.

denote sywmerrisets and antisyemetrisers definedand 2 are used tل٥ 

.by

S, <(1/n١
٠R1ه •

3... - (١/a١)

٤ م
all n! P ٤nS٨

 وي

6٤-١ ر٤٥
a11 n! P 1ns

n

·٠٠(3.١)

.Pه٤ arity(١) م-

·٠٠(3.2)

tric representatioaعس the Young oPerator for the totally syaم.ر ة٥ 

، ٤٠trieعyaة ta11yه tم s, and i[و] £ه 

،..S...2٠-.$٠٠٥ د -Sة P 1nsn ·٠٠(3.3)
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• ٠٠٢8}, 1s the Young perator ه for {''ا] and satisfies
٠n.ا 

٥٤٠Pi٤٥٤٤٤y١١٩ -م٨,,٠6-١١2 م)-,R =R١١" م)- ٠٠٠n٠٠٠ ا٠٠٠٨nا 
. (3.4)

It follous from (3.3) and {3. ( ا that

s٨"
 و

S...٠ 51..٠٨  ر... ،51... م-2 ،...5٨٠٥٤٠٠-

٨٠٩<«٠...,R...a21... 2... م41...8٨-

٢3.5)

. ٠(3.6)

these being speial cases of a £eneral relation (Jahn 1960 (3.I4))،

Froa

follows

#٠5 ج،-1٢-٦),,١4٠ )م, .S,4٥ ء ٠..(3٠7)

·٠.(3.8)

4 دS.٠٠-٠٠٤٠٠٨٠٦٤9٠٠٠٨S٠٨٠• ؟..٠.٨٤٠٠٠٥ «

ore generallyص dحة 

8...S.٠٠٠-S...٠40٠٠.٠ -8,٠...٠5٠٠٠S..٠40.٠٠٠-٥٠

a < ٢٠ • .(3.9)

A baaic property of the syuetrisers and antisyuسلeTrisers,

folowing directly froa the definitions {3.1), (3.2) is given by

S1...٩--٢33\"5٥,"٠٠٠4 ,-٢.2/4) Sر ...:



،٠٠٤

 ب21

 -،٠٢,5(٢+33,٥,,0٠٠٠٩ م،/,٥),
٥٨٠٥nn٠٠٠٨

٩.-٢٤-٦-,٩٨,-٠٠٠-٠٣, ,2/٠h٠,٨• ٨٠٠٠٥ n ٢-٠٠٠٢٠٢

٨١/J٠,٨-(٤-,,3٨-,٠٠٠-٠٣م- ٥٨2-٥٢a Aه٠ ه 

• (3.t٥)

• ٠٠(3.١١)

&. Reduction af wultiple syد etriser antisymetriser products

٧e hc ه that the folloing four relations hold:

4,5 أ:، )ة( .:4%,S . ,٥1«,,5-t20/ «ي- ة ٥٠٠٠٥٠٠8 ه٥٥
(n)د 

{ii) »٠٩٠٠٩٩٠٤.٠ لي.ة.«،ه-ه."" (٤٥< n),

• ٠٠(4.2)

«i2,24•..خ( S...3 «± ),م- ه١2٠-1145...:0,5 ة»
.·٠ .ة(3)

١٩٠

(k) G$...:...R,)0$...ذ...24,-8/40٥-١145... ة...٥),»٥٤٩٤ ه٠ 

•• .ا(4)

A• ه ه ه٤-2 rurtNer set o٤ four relations (used in connecrion with [2r "] y دمم

be obtaiaed froe the abovesinterchanzing FBy and 5ن 9 by 8 rhraughout.

Prooi of (ii)

1t i11 ب be sufficicnt ta escablish the sccond relation sد

(i) follos froit (b (a ه a dع (i±i) and (iv) are a direcT consequence'

y be reuritten asهم (d (ii). Relaion (iiم f (i) aه 
١
٦

[4,S...ة...٥-20/٥٤-9,٥4... ة... -و٥ : . (4.5)

٩ لآ:د
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Puttiag (fro (3.1o))

٥r,0-٢٢٩...:...S و4٠-٠46٨54٠٠٠3-»/«,%١)$... ة... ه

• ٠٠(4.6)

(٤ros (3.5)ioم س٤. ieh  هكti مs و؟...:•..3°
٥

...٠S2 و ي و  ة... ه51... ه... ه رذ... .ة٠٠٥ م

writiag ,, =(T=P,»2إ , reping thc cسهه on ٤actor 2/(b=1)a - a- ٠٩٠٠٦٠٠٠٠

there reMina

](٤,,-٢٩٣,٦٠٠٠٦,٢٠٥٠٠٠4٣٨- ة2[$,%=.:٥ ٠٠٠a00  aا4a ه

(4.7} ١٠

·٠٠(4.6}

No

,,P,, ذ(=2,... ة,٠... )ه ع ب P,2,,٢٢,٠ إم  ه[,a1a1 -"و٠

٤ro ))ة. (3)dه 

-٦١٠٨٨٠-٠٤٨٠
TAere reصains

(٢42 و,3٠٠٠+3;\٠٠.36 ي
'8٠.A

+٠0٠٠٠٤٩٦٠33٠٠٠٥٧٠ -بير4٥٦ .كي -ي،:٥
<. .هه٦٦٩٣٠ م٠4٠ م م

or, cهقipg the overall ,ig ء

٠٠٥-٠٥:....8٠sو...•:•...٩ قغ٠ و٠ ر •
Bo (fra 3.16))

٠٠٠ (4.9)

·٠٠(٩٠0)

• (4٠11)

 .ا(12)



 .ب٥8 ب
)•  ور?٠ وقو« 'أوممء-0

 .ة(13)
3٩ ر,-٢-٦ -و٢٠ «و4ب٠-65٠-

٠ (4.١4)

((d (fro  صء3.9}

:.٥ A,,R-( -ذ٦٠٠••٠ ة6٠٠٠٠٥ S,S,٨,,S,' 'aj a٠.٠b زa٠٠٠! زا زا' ا'٠٠٠٩٠٠٠"  ن بب

.ance relation {ii) has been establishedلا 

C1eatly the further four relaticns used in connection with

{5٩2 ٦5cained 4raa (4.1) ٤٥ (6.6) By interchangin8ع aفم S y هه
 مط

be estabIished in a very siهilar manner٠

5،
Bra and ket tableau operators 6A,[ and {B_) are defined for

n

[٢-١٠1] ٥y

.١/2.
-٦4٩-١(٨-١ )٨ة»/f:...,5١ أد,ب... ه٠٠٠٨

٠·(5.1)
 ي(-ا،(٠٠٠

.:..S... ة .S"١w٤-١٨-٥١o."(-ه٠٠٠٠٠ -)وا إ/•..٠٠ bn
. (5.2)

 -ر2
٤٥r [2" ] byمه٥ 

- ١/241a٨... ة٠٠n2إ م .(a-1)(n-1)/(an)}
٣}(:'1\ -(٢٠٠٦-
#...:S2...ة٠.٨. 

5.3)

1 2- 2T(-١()٨-١(/)٥٨)}"
'<

 ا٠«" إ//ء٠ غ••• -)"او١١ ف،::•.
4.•. .ة٠.٠Sw3..• ة

• ٠٠(5.4'



4

(A,1 ad [ eual غeeo ا),ة vhen n٥ ه د٥-٨ -
4 أ

، ٠$٠٠:%..0/٠s««-2-/!-·(-«(-)١,١ .اً.إ«
• ٠٠{5.5)

 وو م
and 1ikevise vith (Aم إ'يa a [E):n n

٤ م و ء

:.,S:.٦٤-١/٠١٩6٠٠· »(-ا؟(••.»١- )ي]-١١٠٠٠٠٠٥-)٠n n n ه٠·

:.٠٠(٤٥ ر
We may put n =ain these empressions and obtai?

»0 ا- إ(٠٠ إف.١«
aa4  إ/••• )ة- »ة٠-S...3,S»0... ذ

·٠٠(5.7)

٥! ه...4a=١,A)٤ م .,,f١/٥ مh4 ;S-2tا-١١٥4... ء)ذ٢٥»,( 
٩٥a مA8 ء٠٠4

··٠(5.8)

these being tableau operators for the eprcsentations [ ا,ا-و] and
tric. -ج٠2٠• group Sع respectively of the sym]'[2ا a

6، "0iagonal" bracket_and_ket-br3_ tableau operators

Copound 'bracket and ket-bra tableau aperators are dEfined as siuple

products of the carresponding bra and ket Dperators. Included in ouT

ain- ء•٤2 thcareA is the stateEent that the "diagonal" Young operator  ه0
Aa

for [ أرا-و] is e ual و to the bracket tableau perator ه 4A,[A}. and siun n
٠ n-2 ٠٨i1ar y لا for [ is ج1''[ ييي'ه eaua2 t٥ (A4\٨3 ٠ Thus ٤rom 5.1) - (5.4)- Aa ٤٢ ،

y"٥ إ(٨/٨« إ(٠٠ ف.٢٠٠.٤٠٠٠/٠٠٠ «=
aa٢a tة 
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- 4(٢)٥-١١-Gةn1 :...Si ,مS......5 ج...5 ٠٠٠٠6٠١
 يا

١a4...4٠.٨)0". .4٨\Aج-<١( aيؤ٠٠٥٠٠٠ n\T na#د #

(6.2)• 4٤(٥-6٩-١/«en...:S2...  ة... لك,... ة

Putting n=a in (6.1) and (6.2) and .using the reduetion formula ( .ا3)

ard the analogous one pith S and A interchanged, we find

 عر

:..S:.%,.١/٠١5«٥3 (ء٨ «,«ا إ(-••• إ/ة••• -)ة2 -ه ٠٠-٠·-aaaلة aج 

-<٨.١-١٨= اA>«A ا,٠(6.3)٠.  حa ة

°# ± • (A\٨) = (1ax...ة/١ a ..: ( ة 2 -ى(»١/٠1٨...:3..• ة
٥ a a a

- (A?\a A%)=a] تم [A 2 <٨3] . .(6.6)
A a

Heie the eguality o٤ the et-bra tableau operator [A><A with أ
aذ 

٤he braekee tableav aperator €A_A, is a conseauence f ة an٥a ا« a  م
[A) being egual and therefore commuting. The s a appliesعط tdthe

 ة
operators obtained by putting a=٥ (and A= 5):

٥3 &ءx,[8,)'(-٠٠.i إ/••• ذ)ة2٤»٠-١/٠١S:., .ك,م. ج.
T١DT٤٦٤٦T ه٥ ء٥٠٠

 حي

(6.5)<w,١-IN} -I٢,)4٠٩
m

" (دx?\w)?(=١n..•٩\١٠... -)ة2(4٤-١/٨h٨, مي.S م ،0 ٣٦-.-٠٠٠٠٠٠»3nح 

٠٠٠{6٠6)٠٠?\w?] = [»}) < [8?}(N)د « n A n

Lم the general case (A[ and [A) are neither equal nor coeutG ,n n
and ve must istinguish ة the ket-bra tableau operator [A, A) م Fru إ
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he braeket tableau operator 4A[ ." ء٥ We usen n aa
a tilde to عه uake the distinctipn and find

63 ء١٨ ه»«, إ/-••• ذ٠٠ )د.(١٠٠.٩٠••٠٦
٠anna م

,2,,5 -,S, إ ل; 4{(a-١6٠-١/(a٨))S, :
٠٠a٠٠٠n٠٠٠8 له ءa٠٠٠2٠٠ ة·

,R,,S, ;R,5 ( ر ككج، •- 4٢٤٥-١-(«١/ta٥15 ٠ ٠٠٠٥٠٠٠N٠٠٠٤l٠٠٠٥5'٠a٠٠٠nه٦ •  بب

5

- 2٢»٠-١/a5, ·...٠.. ة•..,5... ة
· ٠٠ n2ه ws ng لأ (4.1). 5ia1غ arly, ٤or [1 ً'],

٥٣ن٠.٠ A} =\١a٨.٠٠٥٠٠٠n) (١a٨٠٠.a.٠.n\B,٨3=وروم « ٠-nTaa

.• 206٨-١٨/٥١ ' ,S,,8 •٠٠٠a٠٠٠٥a٠٠&٠٠٥R

·٠.(6.7)

٠.٠G6:8)

• ٢٠Re tabulate soصe properties af the "diagonal" operators 0' and- • aa ،٠

« ٤٠٠-26 ٤or [n- [, ر , (Siهi1arly resulrs hold for the aperators ' ه٤}21 "]aa ٠٠ ،

wiع h apprqpriare stars intraduced).

«) 0?&٨.[ -G٨/8.><A.8إ=٤٨\٥" &ء laa n D n n n aa n (6.9)

,(Aا «
 ي

٥" رءA٨>(A -]"ن-).١٨ Daa nn٥a nة 
(6.1o)

(iii) 4A.1" ء5 =5 ٥ ا8 ر٥"-\(lA»).٩ >ه5 aA D n n ٦ n aa Aa a ة

(1٠) (A{5?} ( م -<Al»«81A) aa جي٥- ٥ n T ٥ n &a aa aa

(6٠11)

• (6.12)

٠٠T5• ج٠٠-»٦inee ٥' has a simpler explicit cxpressipn than O' we م verify theAa ٠a م

lهد t relatioدs in (6.9) and (6.10) fra which the ret' folLoا s. He

٤tad
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3 لا

,S..:.• ,ركي.:. و. .3#.Si1-/٨ إ5-2»٩-١6 ه) ٠٠٠8am1 و٠وومستم و٦٠٠٠،

8 2{4s-i)/a]
- حي.

- ٦٢٢٥-١6-١/a S...:%,%...ة... و-}4 أ٠ 
4,

·٠٠٠٠(6٠13)

ing wse of (4.2) witH b =n. SiEilarlyتته 

:...Si.١(٥«١ ؟ .ج.• م4 د5.•:. ,م-a) » 24٢a-14/١-26=[».6 ر aa. إب٩واو-حي اجئييي.ا.. n  م
i...2 -lA) -٦4-»١6-+١ لاه/S,... مء.:.:0

٠ {6٠16)

-withb - n.ا( sing  ن4)

These relations may be arisedصسu د tn the stateEen t thatم the ket]8,

- ٢٤iو a left-hand eigenstate of 0aa

٥٤nd a right-hand eiEenEtateةة د 
whiLst the

• ٢bra {A] is right-hand د eigenstare of 0n a ة
and• يي a ٤eft-hand eiEenstate of o

aة 

the eigenvalue being+1 in all caes، Yurther

٥" aa٥ 6" ٥re idewotents •aa aa
I٤ is clear that similar relations hold for the starred operators

٢٤١٥٤"].

٨

7.

Using {3.10)

٥nn#

 ا·

.:-S. .nlS.S مa-,4" ج4٤-(36 م0٠٠,02٥. :-S٦.  اها، ء٠٠ لآآ٠٠٠ لا٠٠٠

.:- (١/٥S ٢t6٨-١1 - «\ S(«, "م٩٥"٠•• ر-" -٠ و٠ لآ•••3 ر
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• (A٢٥5, ·44,,4٨٨,4-٠٠٣٨..,)  ه.·nn٥'- م٠٠٠٥٦٥.• 5إ

My, for 2<a< n- , ا

 ، .، و:
٠٤.١٣٠S1...٥٠٠٠...857:...ة «

= P P •S... '@ ه...»1 ى S...٠٠٠٠«
= S,٠. A٠٠ 5,...:

Hence

S..6,S...:S...٤ - 57..٠٥-٦٤٥-١/٩
٥٩a nn ٩

(.y,  ة6.5)

siؤi1arly

٩

(7.1)

·٠٠(7.3)

 في>م

., )4a٨, -8 ·-٠-٠٦٨1-0-٣,,-3,,-٠٠٠-2,
n-٠٠٠ م ٥' و٨ ه٠٥٣n٠٠٠n·٠٠n

,)h٠٨1/٥2R, ٠٤a-١٦ + ٠٠م3٠٠٠22,3٨,,8)
·٠ ±ه٥'٨T- م٠٠٠٥2

-«/»8•..5٠%"4.٤,٠٠ م،-3...:
• n '- ٢26a-1/0h...:ك i ...f ج ° %i04» ٥ ·٠٠(٦.6)

»y (6.6), since

،R... Sa:... ه  %م... ه ة

-٩.٠:.١٠4 ى،40 ة"A... %.،ق:...: (-n-1,•.2,3,0=)ه 

• ٠٠٤7.5)

8. 1,١٩,٤٥- ,ة5%,١٨58»٩/%=4,3 إ,,% a'aنه nnة هة nn

with

I%) 2٢«a-14-nia)4ر S, .٠ كي,م •
٠٠٠a٠٠٠8٠٠٠n An

««a/0 ,,كيو• $,,  ا,ة(=58-16-200.
 ع٠٠٠٨٠٠٠٠٠٠

(8 ء1)

(8.2)



 ب٥9 ب

"see thaE [A,)4B] involves the producrعن 
، n n

•»$4١.S١:..50-%,٩ ي  أع٥٥٠٥٠٠

Nau i٤ a< b we have By (3.5)

$..٠5٠٠٠.٤-5...٤
so that

٥٠-Si...8١٥,8٩,٥'٥<٥ -د
by {3.8). on the ather hand, if a>b, we have

5...:50... ه ،؟.. ة ن و ج و
s٥ that

٩٠'٥٥ -4, S...:4-٥٠
8٤a1n by (3.8), Thus

·٠(8 )د.

 «قة

• (8.6)

- ٠٠(8.5)

• ٠٠(86)

·٠٠(8٠7)

ab ه5 ا٩8e ا,- ة٠ ا٨»«,٨ ا, aa

- ي&3I46-a1/a1f,... ة... م5i ى... ف..•٢٥٠٥٠٠٠0٥)

The proof that

٢,

١٨57»٥3/-6٥ ا٨«;4٨ ا;- .ه «ه+ء°
- ،ةa«24-S١٠, .ذ،.,3 كي ة،.»  لا ذ٠٠٠٠٠ و٠٠٠٣

(8.9}

follows in exactly tbe s ,way حد vie) ! :aa ج :nrerchanged throuEhout

9. TahleauPemraTien5
W»e denate the peruutarion whic 'canverts, for [n- ,[L, ا the standwr . ة

tableau

n-2 ٨-H1 2 .٠٠a-١ aa+٠٠٠١
=M nم 

 ء••(9 )ا.

 ادد،اد
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itta th atandcrd tableau'

bز 

 م ب
: ن

2 ٠-٠٥-٦ a+١ a+2 ٠٠٠n-٥١  د·٠}9.2)

(lN(٥,٩ ا+٠...٠٥) -  ?إ(2
and the inverse perautation, coDverting A inro N byn n

·٠ «ء-. سرتيyج,

@_[PIA,) -٢'١٠١٤z n F,D a م0٠٠ ر

 بي م٣٦٠٠٧

The pemmutation which converts

٠٠٠{9.3)

·.٠(9.6)

٩ 1٠ بة.٠٠٠٤
b

«

• ].٠٠a٠٠ ninto A =n a

ay tte> be vritten asع 

(IE[s.) = (A [P\N,)(N. [P\B)م 
n n nلاء٢ 

٠Pي ء٢٠ (n, (n,. ,أ٠٠+a,2( ,أ٠•• ط, ·٠٠(9.5)

THis ayح be evaluated for the to cases a<b and a>b as follqvs

1٤ a <B

so that

P' P ه P(a,a+1,٠.-n) (a,a+ا٠.٠, ,b) (b,b+1,٠-.,n)
 إ-

<P ٠ P(a.a+l,٠..,b) (n,n- (b ,ا٠٠ و.

(9.6)

,8)·٠١,=R,(8,[PlB,) a ٠ح٥ م€ وa،a+ ر٠٠٠ و
·٠٠(9٠7)

If ٥>b

so thaT

P،د PP (n (a,٩,٠٠٠-n و (a٠a-١,٠٠٠,b)(n,n-l,000 (b و

Pء ا'م 
{a٠a41و٠. .,n) (a,a-أ٠, ..,b)

• ٠٠(9.8)

"( (,Rl6/,»' ,م٥ ا- ر٥، ٥a55 م٠٠٠ م
• ه0(.9.9)
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It iو easy to verify this direetly frou the forn the tableaux A ,Bn n
have in the tv0. cases±

a <٥ ٠.٠a-1 ا+.••b-٥٤١١ ه٢٠ aa2م ا «
bn

٩.1٥٤) م

A 12 ..٠a-1٥+1a+2a
n A

 ي$

 بل

b B+٨١.٠٠ (9.19) ، لا٠

a B

(A,[P\8,) =2 ٥rn+ -م٠٠٠,٤a·( إ١ 8،

a-١ a a+٠٠٠١n١2 ٠٠٠b-٥١+٠٠٠٠١y  ي
bn

• ٠(9٠١2)

(9.13)

٨ =n a
2 .٠٠٥-٠٠٠٥١ a-2a-la+1. ٠٠٠ n • ٠.(9.١4)

(A,/P!B,) -& ٨٦٨ و=3 ،٠٠٠ و·( إم ر-م ط،
5.15)

10٠ a %ه=(P\E[,8[«,8 «.ة/), n n n n i«1ie٥٥" ={4,/ a'an-٢ ة ن0٢٠٠٢٦ ,١+و,ى١ د

٥" ء٤'٠3 (a(١,٠..,8 /أ-n٠٨)فم 

(?P\6,\A ه1ie د0 -إيي?»8٤/٢,,١ ر,'٠ i/,8!«82{02 مي٦ a,a+ ,٠٠٠,nna'TnnnTa

B4=P٥"  م٥«(n,t ,ذ-8,٠.٠)\
Since frه a (6.5), (6.7)

:R,,S} ·[K, )G2٤[ ء@a-١8)S
٠٠٠٢ n٠٠٠٦nnn

 أ

,R,S, •l8.<٨ = 2٤64-١١/nS, ،ة,
٠٠٠٥٠٠٠٥٠٠٠8٠٠٠٨221

•43S١/٨١ .تS, 5-y«B,] ٠٠٩2٠٠٠٠٠٠٥٠٠٠٦n٦ ا8,2٤6٩-

coefficient 2{(a-1)/n} it follosع itE the saة 

<٨/٤'/NP (٩,a+1....,أم.<«اره (a,4+ ١,... )ه,/4)44 ا

,equivalentlyه٤ و 

(10،1)

(10.2)

(10.3)

(10٠6)
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5.٠٠»١٥Ge,1٠٠<I3 ,ا-م,ى ,#اره,2(4,1 ا-.،(% ر٥.-٥
٥٠٠٠yلا٥٠٠٠ و لا 

[jote that the equaliEy the ه٤ eoeffieienr 2 in -ه1/)٥) (t0,1, (10.2),

eeeded for (10.4), (10.5) ta hold,since transfaraation by P{(3.1٥) و
[٠ ه ه. ٠triser and antisy trisers: itisع r B P' affects only the syuه 

],e»ect the transforaacion ta ehange toefficieetsiitfal1 tم٥ 

1t fo1lovs

«8/%Iw2\w, Ml> لا - %(  ,ه٥ 'ا+... اره,2»«, ا,

P(٤ ا-مP /Nء (e,٩+1,٠.0٠n)(a,a+1, (١-,٠٠٠٥+a,٠.. م,١ أ١»«م\ ذ(

A P• A (1,٠٠٠٠n+أ،٥,٥') (>ا٠٤ • ٠٠(10٠6)

,8 .؟٠٤H ر <N.1«.[2\6)= [N,}<N ٥ ،n p و ,٠٠٠٦n٨nnPn

N\P/١ ا٠ ٤P٠ "ام ء,a-٠٨-١٠٠..(,..١,٠\A(٩)(٩,a-١,٠..٥\)٤a ,٥ ر

٠B٥·P »٠٥-١٠٠.. '\ه,٨)٤ ا:

Tsing then the relation (fro6.5)د ))

,[N. {= (w(>,8ء/ {,»(
٥ n T n

·٠٠(١٥.2)

(١0.8)

it follos (using the statement of the theare to fo1lou)

٩ - 44/6I\ l3,2, لا -  -ر4٩("/٥,٠٠4 .ب3٠٠٠٥,..4/6٠,٥0١,٠»2/,4>

·٠٠(10,9)

٢٥٨n- و٠٠٠ مn ?ه٠(w,»/٧,/٤\٥,\)٠٠٣,8ا !,ة<ز.ةأرB,-٠١٣ ار ٨nn,n-و٠٠٠١ nnnnأA 

·٠٠(١0.10)

THe starred relation are established in an identical manner,

 ،ي ب د

4

 بط
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١1. 5tareuent of theorem

For the representation [i, -و1] of S in stardard orthogonal for chen
oung operators are give byلا 

-4٩,/6,/%/%,2\٩٩«٠2 - 4٨%/٤٥,٩+1,٩٠٠٠٥١٠"٤

٥" م=٥  ذه(٢,n-1,٠..,٥ ا\ر٥) د

(a,b=2,3,0.0,n), ·٠٠(١1٠١)

&A1n :.S,4ج ,,a-/S«١-2t.إ(٠ -ة.٠ اد. 
·٠٠ لهA ه٠٠٠٠٠٨ م

·٠٠(١١.2)

٤0••8S٤.. %م. ,S/«١-a-ا٩-«{]٠٠ ث.٠٠.٩)٤٤6 »ر 
 ة٠٠٠٠٠٥٢٦٥

·٠٠(١1.3)

=P(A P٨-)٤ (٠b),(a<b...1,د+ a)٠,1..,٥ ر-a٠٠٠٥()"٠٥,-Atl,ا]"ا(٤ 

» (a,ا-و٠٠٠, b), (aB)' ·٠٠6١١.4)

• ٤-2For che repreeeAtatioa [21' ]ofS ±٥ standard orthogonal for theم 

[oung opera t rsم are given by

١Rl٩21%»01٠..٩2٠٠٠٥٠ و٠-<43\6 ج+a٥,٠\%4٩?٠ م-٨٤

»P /B8 د «3b') ه '(a,a-1,...,8م 

(a,b=2,3, .0., (٠٠٠5(١١٠ و)د

• لا

(٨ )ج- مة.·{](••٩) ا ه(-٠.٠٠٩٠٠٠٥١-٦٢٠-١6-١ ذ/  م

A...:S.  ب...:...٠ د
(146)٠ ن م

(3)
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»•
n اA«; إ]ا-••• ما•• -)[ك١٠٠ ة.٠٠ ه.٦٢6٠-١-»١١»٥

..• ة...٠Ss#... ·لا
.(١1٠7)

These empiessions satisfy the relations

nn ٩ و:%4 إ٩٦ و٠ ج ٥ a€٥

nnn 0 ««ة +يء"٩a"6+ ج

n2nT 3, إ9,٨"=(١/٥) +ه٤(٥ د/'-10'••0 a+ ,aاة a A ر

٩3 بم.؟-/» ?ه+451d%-t٥ ء.'? ai.a رد  أ د

n}2nءي;ه م + {(a' ،1)/al0,م١٩٥ + 'F (a/ ر+و9 يزد٠٦(١,  وت اقةaأ ة

nم ح2 إ 
٥ د د ١'++o(٠+٢(٠١٥/)٥\0٦٨(1/٥)8 +ءء" ز8.ا•

(11.8)

(11٠9)

·٠٠(١١٠١٥)

(i١.1١

٠٠٠(١١٠12)

٠٠(١١13)

n n n n ٥ n١2. P٤oof tat 0, 9,= 6g 0' (and 0, a( مم9: »يء4 رم9, ء،م c c a a" c c ad

we have already sh:n (8.8) tHat

lة. »{e١=6[ق. Gة,]n٥ nnn

It remains to shou

nnn = %٥٠%٠ ccه 

·٠٠٠(12.1)

.٠(١2.2)

L٠H٠5. llc,)[c.٥!).8 )&B([,٥\l([Pيهك 
n n n n n ٥ n ٥ ·٠٠(١2٠3)

R.4.s. = 4 .A)\ ه /Plc.,)lc. )٥ n n n

He have shotm (6.7) that

·٠٠(١2.4)
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 ا٩»{٩/-١٥1S-246٥ .٤. .كم إ٠٠٠٠.٤(١2.5١
٠٠٠٠٠٠٩٥٠٨٦٢٠٥t

Hence with

»4 ا=2(٥-١»a-/)S, ج٨ي5,.
n، ٠ أ٠00 ة٠٠a a·ه 

l٩,} - 24«e-١»٠-١e»S,......ء Si...:
and taking, for sirlicity, a b ه <e ve hawe

:8٤٥-١١a١٤(a-١٢e-١/(ae) ٥٠٢٠5٠٠, ر5,;٨, كر 1..،a n ا1٠08٠٠٠

(12.6)

(١2.7)

••Pعن (1٠.٠٠٠e+٥6,٩٠٥+١٠•.• ادة,... ة... وئم3...6ن...٥)

Si...٩٤5ة... ء i...:
(12.8)

2- 8t6-١ (}ه/٩-١«e-١ ))عه(/5,_ ي٣
(b٠00 و,a+l،aة.ه· و 

y •4Sr...ا ...sSi......8م v"«,1٥-١,.... ثر...

٠٠ ي

٠٠9

- 4٤n-١/e}٢(٥-١)(e-1)(ae);٤.5لأ 
(b٠.٠ ,ا+٠00 وa (a,aا 

(12.9)

2ب٠ ه .٩Si,.....8@٤...51ذ6,٤٠١,٠.. ه 

Using (4.2) with a replaced byb and b by n,

(12.10) و٠ و

R٠٢٠s٠ - 4{(٨-١/٠٢٥-1(٥-١/(aeرر S, $ ر,ي .
٠٠٠n.٠٠6.1a'lء 'a••ا ء 

pX ه٠ P a#R...٠٠٠٠٥ ر51...٤,٠٠٠٠٥8+4)(٥٠,a91,٥) اث...  ء
 و$٥

- 4(٩-١/ai{(a-1)(e-١/(ae)1؟, :R
(٠00,b,٠٠٠a .A,a+1ا 

(12.11)

،٥S .. .% "a, {S +لا١, ر, •٠٠٠٤ م لا و٠٠١ و٠.٠٠٥٥٠-٤.٥
·.٠(12.12)
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The proaf is siضilar vith the resrriEtion bc و4 ramved, thus

.٤hraughour#aمaك y inrerchangingط (is proved and (١ .ا8)1.9)

13٠
nn  م.,٥ »ه١١٥٥?٠ /ر-'(٥ لا9 ,,،;40 عو.و»'%٨ إ-/(-a ء{%g و"

 ج٤Y2 ج٥) ح م ص
 جرجا

2 ،ntG٥--١/al9%+1+,»

n ٥٥3.,»-١١٥١٥?٠ -%ه»ag? ,م٠ »و,% ويه,و"•(-١ و,إ;%ه"
 جف4]" {ع 1ج و-2

٥2 ٢ -ه(١)١aHe}4 +بمي n a،

٨

Fro10.9{ه ) we,have

PA P٢ ء ء. ه  و'%<4%/; ,ي(٥+1,a42٠•...)« اأم(.٠+١'(٥+١٠٥32٠٠٠٠٠٥)
(13.+)

 ,ا,%%-»<٨٥١"/٤٥٠١,٥٠2٠٠٠٠٠ ه•

Hence

 ؟.,٥%»-٥)٥%٠٢@٥-"n4 ه/lv ه.ر,{
ana,4 لة٤

٠٠٠(13.2)

·٠٠(13.3)

rc٩uires (cمa celliag' the cمسسه n reE (e,...a+2٠, جي1)2 e th٥ r4٤ht»

 ,ه"٥ اء<4 امى,ي/,-480١٥ "ءء,,%/,

Hien, fr5.1)ه» ),

 ى((5 )!ر-&G00 ا
• ٠٠613٠6)

.S ي#ج. . A) .ه ه. S(( ا-٦٩-١٢-١ هه ٤ت٥٠٠٠٠٥٠٠٠

we educe, by ou ى cancellarion,

(13.5)

R دوه ه٠٥٠٠٥ ر-ى(١٥1»<A1 ا,-٦٢٠-١»٠-١/aم) .رذ .لأربي,نج. .ا:ه. ه.

·٠٠٠(1.6)
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aad a1so, notins that independent رذ•• ج رك"•.. ر-ى4٥ £ ه a anA a+1
 و ه

,.$,,R»ء,ه"٠ ا4ل2 أء٥،"أ٦44٥٦-1)6٩-0/٥ ;إ,ى 
"٠٠٠a+l٠٠٠٥[l+٥٠٠٠aء ء٠٠٠' 

·٠٠(١3.7)

Hence, removing tbe comaon faetor 2{(٥-١()٥-1)/(aلأ))م atLen (١3.6)

reو vires
,'+

Si...:80S... - ا:ه... ه (/oS...:4 ­ ه4 ،... ة... ة,ه"ه
 بوؤ

٥ ء(13٠8)٠٠·
 ه،..٥#1...Si ه٠S1...+01 ة

N a fromت (7.3) with n a د te have

.S·٠٠(١3.9 ر .:f5ر S ،:-S {n٥- ر-٦&٥:.. ٠٠٠ م٥٤٤٠ و٥ و2ن

Bence it reains ta shG {altiplying through by a)

24 -هS;... د%,5... ةf ءيS0... :هSi...:R,8°..•1... ة...٥ ,ه"٥٠١٠(13٠1٥
Canceling the coد a faetor S, ·٥n ٤he 1e٤٤, putting

·٠٠ ة
24 -م,٤-٢٥٥٨,٠-٦S, د.6i٠٩,٥"٥ و,٦٠٠٠٦٩, ;كم.• a- 2,0.aه·٠٥ 

(13٠١٥)
and writing

• م(13.12).٠· 4 1كي,... .ة٠.n'٥,٩+١ ء,هf% رء...• :ء1...»
it remains ta sha

«...1+٥...Si+ي...:4-.4،... :ه1... -ه ء,ه"٠S,,٢-٤,٠١٢٣٤٨"٦١٥"4.٠٠ ر-ه
·٠٠(13.١5) "

No, by (3.1),

S...:50ل Si... ...S ا:ه... ه"4.8...:5آ... :ه1•.. م,-  :ه0... ه
(13.16)

Further
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-»٩%),,١4٨ ه٠S:... اخم•..-٢٦-٣,,5\٠٨,٠٠ كا... :ة١... ه

• (١3.15)

, • «-P,رءه#م5أ ...a+٦٠-١3ا.•.٤٥٠-٤-٠٠٠٠٠٥ 

TAe siace

٠p ءP ه ١a #r٥+r5 a+1... أ  ه...a#1...٠٠٠ م3 اءوء1 د5 ا

 ا«يدS1...٥+١٠٠ "ه م
٤٤ follas

(1-٩»),٩١ و4٩١ "و٠••"3١ -ء,١ ء٠ اS1... أغم...٥-٥

and it rerains to shG that

٤-٣٠ ه,ه"-٠ ,ر٥٠ اS١... #ء١... م-٥

<٠٥٤ ٥٠.٨.a+1...أد a+1,١ ,ه#

٠٠٠(13.16)

(13.17
 و٥

or 8 ء.ه,1 جS د,S... م1•..٥٠ ص ·٠.٠(13.١8)

، the required rasultو hic is true and establisheن 

TAe relation

٤٥ -ر,١a٥% ء٥-'٥1٥/%4, D,a4na٥a ٥ و4 (13.19)

1s established in the sمa way vith multiplicatioa froa the right.

The starred relations

٥٥ (a.3)٥1,,٠ «م٠٠٠ 02/4-tم+٤ a٩2و8 ر«و.ه؟ ما%٠-(-٠/١ 

T
 «وءم% أبي,"=(-١ ه,,%ه/+٢ ه/-ه1G ءمي,,٠٠٠»١3.2١

 وة٥

٢



39

a eع als5 established in a similar n erصaم (vith ! and intercanged
througLaut, with the winus sig in froat of 1/a being Tequired becauد s

he firal relation isع 

٢٦4٩ د,5S٦ ر-و&0...٥:١... ه

reducing to

،P  اء,ه ذ١ ي٠ ا ا#..٠٥٤١٠٠٠٨•
(١1.22)

.S,٥:١, ،.-٥....#8لا +ء,ه31 ي، ، 

bicb iو tre as before,

(13.23)

Hulriplicat1on ٥f {1.3) an • Dthe right by 0'; Leads ta thea
٤eneral relatioa (Il.I0). THe ather geAeral relatious (١1.١I)-(١١.13)

vay froa tbe correspanding specia) casesص y be established iD the saمم 

·stablished above.
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٢ ى

١ ا
c

٤٧ ا٦

 و· ه
 عب لثر

 هتم

 مجسر١١١١١ و·• م
 جن، الر-

، سي د
r يم بن صي

 لج
 ي مد ع

 للم
 كي

3 -ا•١ •• إ ما]٣م ي•  كية
 ب ى٦ي

- ي ت• سة بم. tر د  م٤·2
• ث« tع يب• ته • ٥٠

4ي ص6  ب ن
m ت6و ر>

»٥ ي ٤: ق س م ٢• يي· ثن-€ ي • ٠٥،،
٠• ن و و ،• gملا ب لكي د ع ثث- ثم 

o» و الم عب٥
 بب

 بن لي
 مح٥ د

• بح
 ج-١ ت

• - ت<٤ a٤ »• لي$

 به م ع ى·٠١١
• ٥

 د3٥ ت

<«  ب٣• م
 ن ت

 ه سف ت
• ي٥• م « a د يعير ي
• ثم اسةC د

١١«
 ةc٢٣ ه١١

c ه ع>
c صر» حي ل

-٤
 م»» =/ة ا«

 سم
a بيمc له ي
 علا قن ما له

•> م م،7 • ي= بص بلا ي ن م٥ Gح له 

&3 .ا
 م

oa ت يع٤ gم ة 
٤ م د  سي· ح ي ي

a•• تم ت
 مر١ ماسي ن

 ي2٠

E

 ط· ب ع ي·=[
 ع

 ي» بن طي
،

 له٢ ت
o2 ب ج- ي و له سنه مر تم ت ب اي< م  ي ي

·g·ك٢ ••  ع٥

 الا
•

٠.٣l ا» فه د ،٢ م٦
 م

١ ا
c

$٧
E4r٥ي يم
٢c • ع م ن

oبه ت ت٥ 
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€

 لى·

 ب عي
 بم

 م·٤·

 "تم٣< ع ي<
 ف

5 جن
G

 ج١ ب ب
 جي لك ي· سة٥

،•  لا

١١٨ ا ا> د ٦ ري
& ج. gب

 يم
£ د

 ء، ل·
 سنة ان ا

• ٥  جي«» يم ي

 ك
 ي

٦ا.  ه اق
٩5

4٦· ب ع ي· د· ا ي لا١ ا له٩٩· ؟
• م

,، م م د ن ث<« و جم€ د
• ٢> ته٥

« C٣ ر٠٠•

 ا
·٢٤

• dر ر 
٥» تن

e تا ٠ م٩3٠ ت٠·٥٠٠٠٤٥٠٠ ع مي

 جت<
 مل د،

١ ·cي ربع، ع 
• صت  جي٥

 بم

 وب ا٤

 م«4·
 ص امية ب هم ا

 د ة٠ ي»٠٠٠ ع٥ كي و

 بر٢- ه

١٩٥٩٠٠٩٥٠٠ ع

 ي يرج
 ب ؟ اسيب

« لا> ٤٣٦ت »· حي ج

١
 ه ا ءا: د ج ي

 -الا
 د ه٠٧٠٠٥٠٥ ع و

 م ب ا
»٣ منت يو ه
c د٥٥٥٥ ع م٦  ي يي٦

٥·٩
 ب

 بب· جي٩ ي ة.
١ ا

 جم• و م· ب·
 رجص

٩ي ص ذ٠• ذ
 ب±٥«

 ه سبة ط وجي جي
 ل

d ؟  و ب ب·

 مبك ن م€ و·٥·• بم
 ا«٤ مة،

،$
١٢  في٥ د4

 ة
 ة ه ص»

 و ه٠'

%٠١ با٤ و°٩  ر ى
 و""%6% ن م3»١


