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 التطويرية: السائل
 الحرارة معادلة

 الأمواج ومعادلة

 انتظام و وحدانية وجود' الحرارة: معادلة.1٠10

 نضع·I حد ذات مفتوحة جموعة ؟c" لتكن ترميز:

[;Ix]0, oلا= 

•0 للأسطوانة الجاني الحد هو2
u(a,8):5 أ+R دالة أوجد: التالية السألة لنعتبر x [0, oبحيث 

0- 0x]0,+o[,

(1)

(2)

(3)

 على
80 8t -ل0

= عى لا 0

02 ,u(a على 0)- uo(a)

-A يمم حيث Eالتتم هو4 الفضائية، للمتنات بالنسبة متعنا اللابلاي يعي 

 معطاة. دالة هي )(مه و الزمي
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 جموعة الحيز على الحرارة لتوزع موذج لأمها الحرارة معادلة تسمى(1) المعادلة
 من عديد في تتدخل المختلفة بأشكالها الحرارة معادلة٠ ا اللحظة في ؟ مترابطة( مفتوحة

 أبسط هي الحرارة معادلة و الفصل(: هذا على التعليقات انظرdifision الانتشار ظواهر
. Parabolic equations  الكفئية للمعادلات مثال

 نيومان بشروط تعوض أن عمكن لديريكليه الحدية الشروط تمثل(2) العادلة

(2') ٨_8 على لا
bn

m2على الحارجي للناظم الوحدة متجه هو Iتم التي الأخرى الحدية الشروط أحد أو 
 على ؟ للحيزD الحد تثبيت على يدل(2) فالشرط التاسع: و الثامن الفصلين في لقاؤها

 معدومI' خلال الحرارة تدفق أن على فيدل(2)' الشرط أما' معدومة حرارة درجة
Canehy data  كوثي معطيات أو الابتدال الشرط هي):( العادلة

[0, o[ ,،)u المجال على معرفة دالة  )ا معتبرين)((2)(1) السألة بحل نقوم سوف
H= L4(0) ، مثلا فقط ء بالتغير مرتبطة دوال فضاء هو± حيث H  فضاء في قم وذات

-H){ أو H:الرمز فإن هكذا، و 'إلخ (t")الدالة أي ، من عنصرا يعي 
 ذلك و بهولة(3)(2)(1) السألة حل من تمكننا الطريقة هذه مثبتا. الا«u )ا,-(
 التاسع و الثامن الفصلين نتائج و يوشيدا- هيل مبرهنة بجمع

 كثيرة أمثلة بين من مثال سوى ليس الحرارة انتشار ا
 وbyperbolic زائدية ،elliptic إهليلجية أقسام: ثلاثة إلى الجزئية للمعادلات الكلاسيكي التصنيف على "للتعرف

. Courant Hilbert [1] ، مثلا انظر parabolic  مكية
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 )و محدود معC الصنف من8 أن الفصل هذا كل خلال نفرض الأفكار، لضبط
 الضعيفة(· الحلول على اهتمامنا انصب إذا كثيرا تخفيفها مكن الفرضية هذه لكن

(1) تحقق )ا( وحيدة دالة توجد إذن٠ مه0€)%L) أن نفرض-.1.10 مبرهنة ه
 و(3)(2)

((,cC(/0,<\; L%(0))» C(/0,o[; H()> H}(0ه )(

((.L%(0أ; cl(0,a€)ة( 

 ذلك إلى بالإضافة

€C(0 x [e,o\) Ve > 0.

;L"(0,a)) أخيا و H}(0لدينا" و <ه 
T

1 2 2 1 2 »«li41 ر///+٢4«#(- اةNiاز 
0

VT > 0.

-H) الفضاء في يوشيدا- هيل مبرهنة لنطبق إثبات L%(0الاختيارات لكن )و 
(·2.10 مبرهنة انظر مكنة، الأخرى

A:D(A) الحدود غير المؤثر لنعتر الغرض هذا أجل من cH »Hيلي كما العرف 

[ 9()- A( H})
A- Du٠

 نتحقق .سوف« نطاق تعريف في(2) الحدية الشروط أدجنا أننا نلاحظ أن الهم لن إنه

 وجود نستنتج و76 المبرهنة تطبيق مكننا عندها ذاتي: قرين و أعظمي رتيب مؤثرA أن
·(5))((3)(2)(1) للمسالة وحيد حل
 فإن"D(A) كن إذا لأنه• رتيب مؤثرA أ

 التميز لنوضع"

 (+اT ر«%/.+(//=T ,«ه"/
02 ١ ا/ر-»٤٤/٠/٨٨٠
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(A/-/٥٢-/١٢/20
-(R/+A% أن نبين أن لهذا يكفي• أعظمي رتيب مؤثر« ب( H- L•لكن و 

%H يوجدf ا€ لكل أن نعرف نحن H€٥ للمعادلة وحيد حل هu- fهذا' ه 
·25.9 المبرهنة من ينتج

 عندما لكن و متناظر.« أن نتحقق أن يكفي6.7 القضية فبفضل• ذاتي قرين٨ جب
(D(A€,فلدينا 

(w-/( ٥٠٠-/٧٧٠
(-/،-٥-«/٧٠٧٠

· (Au,0)- (u, Ao)  أن منه يحصل مما
('A)('% أن25.9 البرهنة من نستنتج أخرى، جهة ومن c H)مستمرا تباين مع 

 لدينا أدق بصورة

}٢ على 0-lه -ل...٥-/١- (.e H%'()} D(A؟ 

 إلى ينتمى(3)(2))( للمسألة الحل أن(7.7 مبرهنة2 ونعرف

C/(/0, ١a ; أ D(A')), Wk, Wl

e ;أH%(o)) فإن إذن و C"(0, 1a٧ هk/'15.96 اللازمة بفضل« ذلك من ينتج و٠٧

 ان

Wk.€ C(0, ١[; c()),

 قابلةa)( ن الحذر يحجب وهنا9x0,1٠] على نكامل و ب(1) نضرب'(6) لنثبت

 هي 'ص )(ص /جtli)u م. الدالة لنعتر•,]al+0 على ليس وol+.1 على للاشتقاق
 و6 )ة( حسب[ol,0 علىC' الصنف من

du ٥--/١٧٠/٠-,)(.v)م@- 
 ما٠ إ٠٠/٠/ له» ن إ اه لستك ت٠

« aء­٠@/١٢٠/٠٠-/ 
•(6) على نحصل بالتالي و (صe) ا%«oli ر« ،فإن0٤ فعندما
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 أنه نذكر -ا0 بجوار انتظاما أكثر تصير الدالة فإن إضافية شروط مقابل حسما
D٣٠٤e>0 € ه Cr( x [e,/)  داما لدينا1.10 البرهنة

.2.10 مبرهنة
 يحقق(3)(2)) المسألة حل إذن ، م<H)({ أن نفرض أ(

C(/0,a ; أ H(0)) > L"(0, ; ه H%(0))

t ا" ء10 «ه  و
 لدينا ذلك إلى بالإضافة

(7)
112T 8
٢٠lt0 ""رءا/٠ +"،٩ا5٢٠/٦٤ ا

H%(0))({ أن نفرض ب( Hلدينا إذن ، م 

€ C(/0,o[; H%(0)) L(0, o; IQ))

'»H«>؟ ء١" t
Conpatibility h التوافق علاقات تحقق و٣ e مه H()  أن نفرض جن

 و

(8) D طبيعى' ز؟ 0 ل4 -م..٠-٥٨-uo على

• ec=(x[0,  )ا إذن

-H)({ مختار أ( إثبات. Hالسلمى بالجداء مزودا 

«٠٠٨-/٢٠٢/٠
:١A+,n الحدود غير الؤز نعتمh الفضاء في DtA,1 cبالآتي العرف 

})(}c H"() H}(); eH{(-A٨/)إ 
A -u ر /u٠

 ذاتي قرين و أعظمي رتيبA أن لنتحقق
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 فإن€D(An) نت6 إذا لأنه رتيب.٨(1

(٨١٧٠٠٨-/٢٢٥٠١٢٠١(/٥- ا/٥٠"١٢/٤0٥/١
2)A(' لكل أنه25.9 البرهنة )من نعرف أعظمي: رتيب١(feHيوجد 

. u- - ه f € للمعادلة حل وحيد H(9) » H}(9)
fc){ ذلك إلى بالإضافة كن وإذا Hالعادلة من فإن 

• € (A) ٥ بالتالى و € H()

(Au, u)٣,

3)Aكان إذا متناظر.١ (D(A€فإن به 

-/٢٨-٥٠٥٠٢٠١/٢
.٨١l)-٢6٥ ااد/٠-/

(3)(2))( للمسألة حل يوجد فإنه ه0€)H) كان إذا أنه نرى7.7 المبرهنة بتطبيق
 بحيث الوحدانية( بفضل1.10 بالبرهنة وجد الذي الحل يطابق الذي )و

€ C(0, < ; أ H(9)).

 وM0.<l علىC الصنف من ص الدالة•-)(» (/مl رءث نضع الأخير، في و

2ddudu¢(- (٢44.V',( (4/. ,,( ,, «ا ا(,'(
 ب»،.وبي، بي، ,ء

a٨ »"/ا«٠٠-٥
•0 إلى ء بأخذ ذلك و(T) ونستنتج

=H) هلبرت الفضاء في بتحليل الآن نقوم ب( H(0) H}(0بالحداء مزودا 
 السلمى

(u, u),- (Au,40)» ,u) ا u)1».
c الحدود غير الؤثر نعتبر«/ في H »h(٥)P:»بالآتي العرف د 

D(٥)- {€ H(); €H}(0), Au€ H}(0)}
Au= /u.
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7.7 البرهنة إذن لنطبق• اH في ذاتي قرين و أعظمي رتيب «، أن بسهولة التحقق مكننا

 الصنف من الدالة -ص/'l)4.# نضع الأخير، وفيH٠« في«« المؤثر على
Cعلى l.>0]لدينا و 

du ,Au(8) .م%'/) ,(t))» - (A(t), 4%0(t)),»­ /VA(t)ي')(- 
t

0<<T<o  لكل فإن ومنه،
٠T11

.٢A(/dt- 0%,+//l/)44%/)٠- ايuT>ا 
22 ء

;L%(0,a)) أن ،نرى0 إلى ع يؤول عندما الباية، في و H3(0العادلة( )بفضل و =ه 

٤ ء م" به.@ءn)' فان

-H) في لنعتبر جن L%(9المؤثر D(A)cH +H:بالآتي المعطى٨ 

D(A)- H%(0) H}(0)
Aa= /u٠

 فإن ،h>2 ، مه€D(A)' كن إذا أنه5.7 البرهنة2 نعرف

Vi-0,1,٠٠٠٨.€ cl-i([0, o[; D(A))
 لدينا ذلك من نتيجة و٠h>1 لكل مدD(A)" كون عن تماما تعبر(8) الفرضية لكن و

Vi-0,1,٠٠.٨٠Wk>1,€ cli([0, o[; D(A3))
)=cc) فإن ومنه x[0,0ت1٠10٠٤ البرهنة إثبات ف الحال هو كما 

 العطى على قوي انتظامي فعل لها الحرارة معادلة أن تبين1.10 .البرهنة1 ملاحظة ه
 >اولو0 لكل ذلك وa فيC الصنف من هو )ا,-( الحل أن نلاحظ. مه الابتدائي

 لا فعموما للعكس: قابلة غير الحرارة معادلة أن بالخصوص منه ينتج و مستمر غير م كان
 السألة حل نستطيع

(9) 02x0,T]  على
8 t -,ج٥-0

 لهلبرت الفضاء تعريف نستطيع فإننا ذاتيا قرينا و أعظميا رتيبا١HA:D(A)CH كان إذا عامة بصفة
A: D() cF +E • فالمؤثر إذن (w, A( ت = (Au,٨v) + (u, v) =F السلمي بالجداء المزود DtA)

• i =A في ذاتي وقرين أعظمي رتيب هو ٨ و D()= n(%)  ب المعرف



(10)

(11)

I/0,T\

. 0  على

 على
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= 0

 مباني معطى مع

(a, T)- u()

 يكون أن لزاما يجب الحالة هذه ف

. ا50 ·1 على u- € مع /ل0 c()

٠(11)(0)(9) الرجعية المسألة لحل يكفي لا هذا وحتى
 حيث(11)(10)(9) والمسألة(11)(10)(9) السألة بين الخلط عدم يجب

(9') 02x/0,T]  عى
8 t -رم -ا0

 وطبق1 ا إلى ا التغيير أجريL(92) لكل وحيدا حلا دائما تقبل التي و
(.110 البرهنة

 مع كوثي لسألة صالحة تبقى السابقة النتاج فإن التغييرات، بعض مقابل2 ملاحظة
[LX]  انظر نيومان شروط

 بواسطة حلها عكن(3)(2)(1 المسألة فإن محدودة ؟ تكون عندما.33 ملاحظة
 قاعدة اختيار المناسب لن إنه الغرض لهذا.L2(0) هلرتية قاعدة على التحليل
 انظر ديريكيه شروط مع ط للمؤثر الذاتية الدوال من مكونةL)(% لe ا،))(
 أي ،89 القطع

• على+ e,- 0 8 على e٨,٨-eل 

(12)

 الشكل" من(3)(2)(1) للمسألة حل عن نبحث

«٠٥- F««4
i=1

 فورييه( طريقة أو" المتغيرات فصل" بطريقة أيضا تسمى الطريقة هذه واضحة لأسباب
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 لدينا أنه مباشرة نرى

a,(t)- a,(0)e-٨٠t (t منه و 0)a٨١(a'(t؟ 

 العلاقة من تتعينa(0) الثوابت و

(13)

(1)

« Y«/ا١ 
 ب يعطى)((2)(1) حل إن نقول أخر ومعنى

»١-٤ت/٧٠/٠
 ()و1) السلسلة تقارب دراسة بخصوص٠(e) القاعدة فيo مركبات هي (،ه0) حيث

-Haviart[ إلى مثلا الرجوع ممكن (،(14) خلال من انتظام دراسة Thmas Iأو 
]Weinberger  نظم لحل عادة الستعملة التقنية و الطريقة هذه بين التشابه لاحظ.1]

 الخطية التفاضلية العادلات
dd ٨i- t ,م, ا0

)( السألة في الصعوبة أن واضح إلخ( للقطرنة، قابلة أو متناظرة مصفوفةM إن حيث

 لانهائي بعد ذا نظاما محل أن يجب هنا كوننا في تكمن(3)(2)

 الحل يكون لى لازمة شروط فهي مفاجأة. ليست(8) التوافق علاقات.4 ملاحظة

 على -مه0 و €مهc)( الفرضيةc@x[0,o0 إلى ينتمي(3)(2)(1) للمسألة

@ec )أه. أن لنفرض الحقيقة، في تكفي لا وحدها1 x[0؟(3)(2))( تحقق 
 لدبنا

I]0,<l ٧ على
881

u-0-٥/٢٠٠٠-5٠٠ر

" إلى نمل بالاستمرار و

(15) • Ix[0,< ٧ أ على
&u
8

 لدينا أخرى جهة من و



٩ على

٩ على
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aد٥ 
١81t

2  ه٨٧(4 جد-)ا
"BkB2

٩ على 81u  ف
= ا}

8 ٧
 على نحصل بالاستمرار و

(16) • 5x[0.<l ٧ على 81u  ف
'{{

8

٠ 1x{0}  على(16) و(15) مقارنة(8) ونستنتج

 بجوار له الانتظام نتائج من لانهاية ما على الحصول ممكننا أننا مفهوم، إنه.5 ملاحظة
t-02.10 للمبرهنة جا و ب( بين وسطى فرضيات ،مقابل•

 العظمى النهاية مبدأً.2.10

 الآتى: هى الأساسية النتيجة

 لدينا إذن٠(3)(2)(1 للمسألة حلا ليكن و مه8€)"L) ليكن-.3.10 مبرهنة•

min{0, if uo} < u(:,t) < max{0, sup uo}
02 Q

(a, t) €0.

 ليكن لستامباكيا. البتر طريقة نستعمل- إثبات

Ioم}> E- max{0,sup u·فرضا 
o2
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 نضع و27.9 البرهنة إثبات في كماG دالة لنثبت

I(٥)- /G(٠٠٠e
 الدالة نعرف أخيرا، و

.e/ض/١((٠٤١-٤)(- 
o2

: الآتية الخواص م أن بسهولة الرهان مكن

(17)

(18)

[0, <l ، على >م0 (0)- 0

(Rأ; c(0, aص€ 

(C(/0, o[; IRض€ ، 

 و

/ G((+,t) h)4(4,0n
o2

/G'((0>("١ ه)٨٠٤,١/)٢
o2

· t>0 -G((a,8) لكل I)eH}(9)  لأن
t>0 على 'و<0 أن على نحصل ومنه al. لكل إذن،• =ص0 أن ذلك من نتيجة و[0

w(,t) < HD ٠٥ على حد:ت

•(3)(2))( المسألة حل ليكن وu م9€)"L) ليكن-.4٠10 لازمة ه
•(2 على>0 فإن ،8 على ت ح: مه>0 كان إذا(1)
 و€L)( فإن' €مه0)L) كان إذا(2)

8+'(- /C((t- h)%(3,t
02 ١t

(19) )(-Lsا oا1 رب=< ا uا/ 

· "I' > على-0 إن بحيث مه c@)»L%(0)  ليكن-.5.10 لازمة

• [] »o (،)o عندما »0 " الفرضية إضافة فيجب محدودة غير٨ كن إذا
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• c(6)  إلى ينتمي)((2))( المسألة حل إذن

o إن بحيثC (ج0) من دوال متتالية)( لتكن-٠.5.10 اللازمة إثبات +o"ف 
(L°(0في و (L2(9مثلا انظر التتالية، هذه مثل لوجود ]X[،) 2.10 البرهنة حسب، 

 جية من .وc)@(= إلى ينتمي مه الأول بالمعطى التعلق)((2))( للمسألة الحل

 أن نعرف(٦.7 البرهنة انظر2 أخرى

/u,(t)- u(t) (r ا < /o- olLA) W>0.

 لدينا(19) بفضل وأخيرا

٠(Lsا ua- olرب(=< /ا Lا ul-uا٨/ 

D٠<C()  أن @ومنه على بانتظام إلى تتقارب )م( المتتالية فإن لذلك نتيجة و

02 أن هنا لنفرض الأفكار، لتثبيت مختلفة. نظر بوجهة العظمى النهاية مبدأً معالجة بإمكاننا
 تحقق دالة ,د(t) لتكن محدودة.

(20) T>0 € مع c@ x[0,T)

(21)
 ا للمتغير بالنسبةC' الصنف من دالة

02x/0,T %C على ، للمتغير بالنسبة  الصنف ومن

(22) • x0,T\  على
8 4u<0رم- t

(23)

 إذن•(22) و(21)(20) الشروط لنم-.6.10 مبرهنة

maX = maXu
Fx[0,T] P

• 0x/0,T\ -P لإسطوانة الكافية الحدود هي (x {0})U( [0,T])  حيث

 ابتدائية. ولا حدية شروط نعطى لا أننا "لاحظ
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-(t )ا,+e\al" لنضع إثبات. u(a,٩)7بحيث >ع0 مع 

(2) 9x/0,T1  على
8

2eN<0>4رم t

x جx أن لنبين - mب mأن بفرض ذلك و بالتناقض .لنرهن 
PFx[0,T]

• (،a, to) € P (a,t») و <Fx[0,T] mnax_ مع u- u(o, to)
02x[0,T]

(25)

(26)

 ،لدبناt<T>0 وao€9 إن حيث

v(4٥,to) <0

87,(3o,4)>0t

.. 8 (o.4 و <اT كان إذا(,o -)ما.0 )لدينا  بجمع و٠ -ما(7 كان إذا (ج0<

 لذلك نتيجة و٠(24) يناقض هذا ،و لمي؟(4 )ا,+()>0 عى نحصل(26) و(25)
 فإن

.C- sup// max حيث w- maxu < maxu-١ eC
€9 Fx[0,T] P P

nx فهنه<+ أن مما 1ec>",٣ {لإe>0ت٠(28) إلى نصل ومنه أ 

 الأمواج معادلة:.3.10

c لتكن Rحد ذات مفتوحة مجموعة ؟ T9, نضع سبق .كماx]0و -ب 
5x أ«R دالة أوجد التالية: المسألة لا.لنعتبرIx]0,1 أ [0, o)«,ا(: wبحيث 

(27) 0  عى
82 ن

t ر5 -ك0

•1 إلى يؤولT نحمل ذلك بعد٠T"<T بحيث8x/0,T] في العمل يجب أدق نكون حتى



(28)

(29)

(30)

٤ على

٨ على

 2ى على

= 0

u(a, 0)- uo(a)

8 )(7o(-0م,)-, t
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 التغم هو الفضائية،+ للمتنيات بالنسبة1pl» اللابلاي يعني ،م-ه حيث

 ،« معطاتان دالتا هماw' مدً و الزمني

 اد إنهD بالرمز تارة له يرمز ورم4 المؤثر الأمواج. معادلة تسمى(27) العادلة
D'Alembertien.الزائدية. للمعادلات نموذجي مثال هي الأمواج معادلة 

 الصغيرة" لاهتتازات موذجا تعطي(27) ،فالعادلةN=1/'0,1-/0 يكون عندما

 يتطابق€»u(a+9١, الدالة منحنى ، >ا0 لكل خارجي. تأثير لأي خاضع غير لوتر
-M عندما ا. اللحظة في الوتر وضعية مع  للاهتزازات موذجا تعطي(27) ،فالعادلة2

 وضعية مع يتطابقu(a»a€9١ )ا, الدالة منحنى ،t>0 لكل مطاطة. للوحة الصغيرة
 )صوتية، موجة لانتقال مموذجا تمثل(27) العادلة عامة، بصفة و٠t اللحظة في اللوحة

• 0c "  متجانس مطاط وسط في كهرومغناطيسية،إلخ(

 شرط أي أو نيومان بشروط تعوض أن عمكن لديريكيه الحدية الشروط هي(28) العادلة

 الوتر أن يعني« على-0 الشرط التاسع: و الثامن الفصلين في رأيناها التي الشروط من

 نهايته في حر الوتر أن يعني نيومان شرط 'وI الحد على مثبت إلخ( اللوحة، أو
 كوثي' معطيات فهي'system للجملة الابتدائية الحالة تترجهان(0) و(29) العادلتان

 وصفت بينما )(م ب وصفت قد الابتدال( الانتقال أيضا نقول )و الابتدائية الوضعية
vo()  ب الإبتدائية السرعة

 خدودP وأنC الصنف من9 أن يلي ما كل في نفرض الأفتار، لتثبيت و

H2(0))({ أن نفرض- الوحدانية(. و )الوجود7.10 مبرهنة• > H€أن و م 

 بجورLineariaation خطية صيغة ممثل(27) العادلة الحل صعبة هي و خطية غير معادلة هي التامة المادلة"
 توازن وضعية
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(w H}(0بحيث(30)(29)(28)(27) للمسألة وحيد حل يوجد .إذن 

(31) € C(/0, o[; I"(0) H(0))>C'(/0, 5 ; أ H(9)) » C%(/0,a0")1أ; )).

 لدينا%" ذلك إلى بالإضافة

(32)
2b 2 ١2 ١2 L2(0) ,)('ًا١/٢v@lf ر«-loli ر/Vv/i ر«

Vt > 0.

Conservation الحافظة قانون هي(2) العلاقة.6 ملاحظة lawأن عن يعر والذي 
 الزمن خلال ثابتة تبقى الطاقة

 انتظام: نتيجة هنا لنضف

 تحقق الأولية المطيات أن نفرض- انتظام(.8.10 مبرهنة

(,H'(0€م € H"()
 التوائت علاقات كذله و

 طبيعىV ز
 طبيعي· ذ+

١ عتى
/ عى

0 ...- ٥u٨=...-٨-u
0 ...= ٥/٧-.٠-./٨-٧o

• c@5x[0,<0) (r إلى ينتمي:(30)(20)(28)(2  المسألة حل إذن

 و/ol.0 على معرفة كدالة(a )ا, نعتبر'1.10 القطع في هو كما7.10٠ المبرهنة إثبات

 التطبيق يعنى(t) مثبت >ا0 لكل فإن أدق معنى و متجهي' فضاء في قم ذات
(t,٠)0+«الأولى! الرتبة من نظام شكل على(27) العادلة لنكتب٠ ا •

 التميز لنوضع1

%/٠٠٠//-١٣٠٠٠٤١ اتر/- "ي/٠/٠
 جملة شكل عللى ا فيh الدرجة من تفاضلية معادلة كتابة من تتكون التي و المعتادة الطريقة هي هذه1

 الأولى الرتبة من معادلات
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 ذ،.
8

٩ على5tآ-"0
(33)

٩ على

(33) يصبح احتى )ي( نضع و

t ه؟٨-0
(3)

 مع

(35)}»٩٦'(-/٤3١٢٠١٢٠ إ

-H) الفضاء في يوشيدا- هيل نظرية لنطبق H()x L(9السلمي بالجداء المزود 

+٢٠٢0d «»ا+/ا+»يا /v(٠ /-)ا
٨0202

 حيث

٠ ز( و٠ ز:}-
A:D(A)cH الحدود غير المؤثر لنعتبر »Hمع(5) ب العرف 

D(A)- (I%(0) H}(0)) x H}(0).

 لدينا(28) بفضل أنه أيضا لاحظ•H الفضاء في أدمجت قد(28) الحدية الشروط أن لاحظ

 لا عى -ه%،0 تلقانا

/ في أعظمي رتيبA+1 أن لنتحقق

)(٨١Iكان إذا ذلك 'و رتيب (n(A)لدينا فإنه ا )؟ 

/٥٠٠٠١/١/٢٠٣٠/+٠١٦٠/١/٠١
/٠١/٠/٠١/١٣٠٣٤٥

(AU,U)+ /Ul%,
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 ليعطى غامر.A+2I بأن المهنة لهذا يكفي أعظمي: رتيب٨١(2)

H-(')eHالعادلة حل إذن ،يحب Au +2u- F، النظام أي 

(36)
8 على
8 على

· € H}()  و

٧١ 2-fاو«ه 
، € H%(0) H}(9)

 إن بحيث

 إلى(36) من لنصل

(37) 4u- 2f١g١-ل٠ 

«H"(0)) وحيدا حلا تقبل(37) لكن و H(92€البرهنة انظر G  ،وبعدها25.9
€v)({ على محصل Hبوضع وذلك f-2(36) يحل هذا -و•

 حل يوجد انه نرى7.7 واللاحظة4.7 مبرهنة) يوشيدا- هيل مبرهنة بتطبيق
 للمسألة وحيد

(338)
]0, أ< على U- : ا.، ر+0

 مع

(39) U € C'(/0, (H; أ »C(/0, o[; D(A))

•(3) على محصل(3 بتجة .و -ما)"(entA) أن ما

 لدينا أنه لاحط•8 علل نامل و م" ب(27) نضرب أن يكفي(32) لإثبات

2B188% 8  "ةة./ »نا/./ةة
 و

-//٨/-»%٣٠٩/٢٠٠ /؟إ٢٠ 2١l٥١l١٨2 ؟

 ت
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 على ؟/uVu« السلمي الجداء استعمال ممكننا حدودة، ؟ تكون عندما.7 ملاحظة
(H}(019.9 اللازمة انظر)على و ")(H- H}(0) Lاستعمال عكن 

 ن )؟( د٧ )،( حبا»٧/-/٢0٢0/,
 لدينا السلمي الجداء هذا مع

w-(")-n٨١(4٧٠٧١/--٢٠٢٠-//+٥٠٠-٥
"" أهCx[ اتر ببولة التحقق عكن
 أعظميان· رتيبان٨ و٨(1

. AA(2
 المسألة حل نستطيع إذن'

U(0)- U

U(0)- Uo

، [0,o\

،] o,0]

 على

 على

4٣0t

t ؟٨-0
 أيضا" و

 بالشكل تكتب(32) أن عى أخيا نحصل و

-( ا)IR;/U€٣ ا oln
H e{())} على تقايسات زمرة هي  العائلة إن نقول

 ملوسة زيادة أو تنظم على تأثير أي لها ليس الأمواج معادلة إن- ،8 ملاحظة ه
. 02- I  الحالة اعتبار مكن للاقتناع و الحرارة. معادلة عكس على- الابتدائية العطيات

 جدا سهلا صريحا حلا تقبل(30)(29)(28)(27) فالمسألة

(0)
1 1 ٠a١t

(٩,t)- o(a ]ج٧ +t)+ u0(a- t)]+ / ج va(s)ds.
22 +ء

-w الخاصة الحالة وفي  لدينا ،0
1

u(«,t)-- [u٨(-+ t) uo(- 2.[( ا

 الحرارة· معادلة مع الاختلاف لاحظ عكسية' خاصية له الزمن أن نقول آخر ممعنى ا2
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• مه٤(R\))} أن لنفرض' نوضح أن عمكن و٠"o من أملس ليس ه أن واضع إنه
 هما وat- ،٥ و -ا+ ،o المستقيمين ماعداIxI علىC٣ هو(a )ا, إذن

 الميزات· على يتنقل الشذوذ إن٠ ،(a,0) النقطة من المنطلقتان الميزتان

 كما(30)(29)(28)(27) المسألة حل عكن فإنه محدودة ؟ تكون عندما.9 ملاحظة
(e,())  قاعدة لهذا نختار هلرتية. قاعدة على بالتحليل ذلك و الحرارة معادلة في الحال هو

-٥e- ٨,e  أي ديريكليه' شروط -مع4 للمؤثر الذاتية الدوال من مكونة ("ا9) في
(29)(28)(27) للمسألة حل عن نبحث (،>0 أن لاحظI علىe،-0 و8 على

 الشكل من(30)

(1) ،(+١- h«@le().

 لزوما: لدينا أنه مباشرة نرى

;a,()- 0١(tإه) 

 حيث

a' 0«(t- ٨٠@0/«(v .()s"إ""
٨

 بالعلاقات تعين ('ه0) وa,(0) فالثوابت

)(e'/4«ا(- ' -()، و 5000)e()

 ،(1) السلسلة تقارب لدراسة و(e) القاعدة فيo و مه مركبات هي أخرى' بعبارة
. Weinberger [1] Raviart أو Thomas [1]  مثلا انظر

 مكن.7.10 المبرهنة إثبات ف المستعمل التميز جديد من لنأخذ٠8.10 البرهنة إثبات

 أنh على بالاستقراء ذلك و ببولة التحقق

'(n0 [؟]<ة٢٢ على4 -،0 و ء

/(m0 ز< ااج"/ء١١٧ عل -«ند0 و ءء :/٠
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D(A')) بالخصوص، و c H/1(0) x Hh(9سرى و5.7 البرهنة لنطبق مستمر تباين مع 

 يحقق(٧3s الحل إذن ، -ما "ي() ءn%» أن

ti- 0,1,٠٠٠٨;Uecli([0, o[; D(A3))
8.10 البرهنة فرضيات تحت أنه ،15.9 اللازمة في القدمة مساعدة ذلك و أخيرا، نستنتج و

٧٨٠٥ e ch(٧/0,a0) H+ فإن c ا D()  أي2

 يصبح لي وكافية لازمة هي8.10 المبرهنة في القدمة التوافق علاقات.10 ملاحظة
 الملاحظة في كما التحليل نفسc=(x[0)<, في(30)(29)(28)(27) المسألة حل
(4

 ة اه به+ لع ي الست اساء إ-إن بلإة

(27) ٠ m٣0' m€ I ٩ على مع
e%ا 

m- t >ر0+4

· w(ا )- ew(,0)  التحويل بإجراء(27) إلى الوصول مكن لا أنه لاحظ

 العاشر الفصل حول تعاليق

 الحرارة معادلة حول تعاليق

J.L.Lions  مبرهنة(1

 لحل الوحدانية و الوجود على عام' و مجرد إطار في الحصول' من تمكننا الآتية النتيجة
 للمسائل ملغرام- لاكس لبرهنة مقارنا دورا تلعب البرهنة هذه الافثية. للمسائل ضعيف

H H لنطابق• اا النظم و)( السلمي بالجداء مزودا هلبرت فضاء  ليكن الإهليلجية.

 تباين مع اcH أن لنفرض• ا/ بالنظم مزودا أخر هلبرت فضاء ا ليكن الثنوي بفضائه
 بحيث ماص' و مستمر
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٧ cHc ١.
(·1.5 الملاحظة انظر

 الخطة ثاى شكلا نعطىt<[0,T] لكل تقريبا مثبتا؟T>0 ليكن
١R٧)٠٧٧٧,a(t;uالخواص· محققا 

، Vu, v a(/;u,0) ااقيوسة ( الدالة(1
\a(4;u,)/ < M\//2)حدات( ااه ، ٣,٧€٧،t€/0,T]

(3)a(ا ;u,0) > e///2 C\/2حات • ٣0,٧٤٧،١€ /0,T]
،M حيث a>0)ثوابت· و 

l.L.Lions مبرهنة ) f;٧)' تعطى-(-9.10 €L%(0,Tو H€وحيدة دالة 'توجد م 
 بحيث

(L2(0,T;W) C(/0,T]; H€و " ٤٧«7/٣١t
du

< ,(), "> ١a(t; u(t),o)=</(),٥>t ٠
• (0)- uo

٧€٧ ،t€/0,T]  حد:ت

· [EX] Lions أو Magenes [1]  انظر للرهان،

-H}() ، H- L() :  تطبيق

b8 8 ٠0٣/.٠0;E/,«405 ة,/ مجه«»
c  و»0٠0 ه,€L(9x]0,T)\ مع

(42) ٠a>0 '%٤e٣ (8e9xM0.T\ s حت2»0+(4 > al/"

 للمسألة ضعيف حل على نحصل بالتالي و

u(a, 0)- uo()

\x0.T إ+٤ت ا#/٤ ه٣ إ  على

Tx/0.T\  على
8 على

(43)
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 انتظاما؟ أكثر يكون سوف(3) حل فإن الابتدائية، العطيات على إضافية فرضيات بفضل
 الآتية. التعليقات انظر

. c  الانتظام(2

@=c)[ لتكن•C الصنف من و محدودة ؟ أن لنفرض x [0,T€,,ه a(.2) محققة ,ته

fec=@x)[ أن و مة€L)(% أن نفرض-٠10.10 مبرهنة [o,T.الحل إذن 
)=c)[ إلى ينتمي)( للمسألة x[,Tء0 لكل< •

c)= ذلك إلى بالإضافة كان إذا cو{مه مه، f{ا التوافق علاقات بمض تحقق 
• cc=(ox[0,T]) ، فإن Ix{0}  على

-Lions انظر للإثبات، بالنسبة Magenes [1]Friedman [1], [2]
]Ladyahenskaya- Solonnikov Uraltseva  تقنيات على يعتمد هو ؟و]EX[ و1]

•1٠10 القطع و السابع الفصل في طورت التي تلك إلى جدا الشابة التقديرات

 الشكل من المعادلات إلى يوشيدا- هيل نظرية تعم مجردة نظرية توجد أنه إلى نشير

)(u(t)- f)١٤/0٠ لكل حيث، ، ا"٨Tالنظرية هذه أعظميا. رتيبا٨( يكون ،٦ 

Sobolevsli بواسطة طورت ' Tanabe ' Katoأقل و تعقيدا أكثر تقنيا هي و آخرين' و 
• Yosida [1] ' Tanabe [I] ' Friedman [2]  انظر يوشيدا،- هيل نظرية من للتعامل بولة

• C  و/ الانتظام(3

 السألة+ لنعتبر

(4 الملاحظة أيضا انظر(8) للعلاقة طبيعي تعمم إنها العلاقات هذه نشرح لن ا

 سوف للاختصار لكن وTx/0,T] علىw )ا,،(=٥(t), متجانس غير حديا شرطا نعطي أن مكننا أنه مفهوم"
· g=0  الحالة عل نقتهم

 تا
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(4)
x0.T\  على
T٧/0,T\  على

·8 على :-
 البسيطة· السألة بهذه لنبدأ.c الصنف من محدودة ؟ أن نفرض الأفكار، لتثبيت

€f)[ تعطى(.-L% الانتظام11.10 مبرهنة L"(x0,T(و H}(0€يوجد م' 
 بحيث)( ل وحيد حل

< C([0,T]; H}'()) >L"(0,T; I%(0) H}(0))
 و

t ه؟١:١4

Magen [1 ، انظر بل' الإثبات L» . الفضاء في ذلك، من أعم و [EX] -ions أو1
 لدينا

 -م0 و1<٨<a مع€/I(٥x0,T)\ تعطى-(.L الانتظام12.10 مبرهنة
 بحيث)( ل وحيد حل يوجد"

O 8 2  م
.x/0,T]) Wi,i)/1€,86٢٠ر8, ي"

t l;  ز/;/

 أن لنفرض.a<1>0 ليكن الهولدري( الانتظام13.10 مبرهنة
 فقط للاختصار1

/f(1,٥ ا,٥/)ا(- )/ < C( t/%/ -ا لا» t5/)%/2 · أي ا8 ٧a1,2,1,t
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(ca/2( v [0,Tو1"٢ ع )(c>الطبيعية التوافق علاقات يحققان مه 

·I - على مط f(٠,0)  و على! -مه0

 إن بحيث وحيدا حلا تقبل)( إذن
b 6 o%ا «e,a/2

.C (0x/0,T]) Wi,5€,6٢٠'8ر8ي" t l;  ز/;/

(12.10 البرهنة في -م2 للحالة ماعدا دقيق13.10 و12.10 المبرهنتين إثبات إن
 نستعمل التاسع( الفصل حول التعاليق انظر الإهليلجية الحالة في هو كما

 كان إذا ±'مثلا للمؤثر الأساي الحل بواسطة للحل صريحة تمثيل صيغة أ
RN-92فإن-0 كان وإذا 

(5) (a,t)- / E(a ٧tuo()- I+  مد
MN

،+ للمتغير بالنسبة فقط الملفوف إلى يرمز E(a, t)- (4m٥)-N/2-١a/4  حيث(
. Folland [1]  مثلا انظر

 الشاذة. التكاملات تقنية ب(
-Ladyhenskaya[ انظر Solonnikov Uraltseva Friedan[ و1] [l.للمبرهنة بالنسبة 

Brandt [2] ' Stroock- Varadhan [1] Grisvard (و9 مقطع2 [1]  أيضا ،انظر12.10

Kerr[ أيضا )انظر  و9x/0,T٢" بداخل" الهولدري للانتظام بلا برهانا يقدم(1]
(13.10 للمبرهنة جزئية نتيجة هي

 محفظ• للحل إضاف انتظام على نحصلf تفاضل على إضافية فرضيات بفضل و

 ممتلكان ه و ة أن لو كما تسير الأمور فإن ، -ما0 كان إذا عموما، الأتية:" "العبرة
• f  انتظام نفس مستقلة بصفة

 إذا صالحة تبقى13.10 و12.10'1110 المبرهنات نتاج أن إلى النظر نلفت أخيرا
 ل عوضنا

dO8  ألمه(,ةط ت#¥ ا
 تحقق و منتظمة العاملات إن حيث
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(46) .>0 ، +٤€ R٠ ، \,t Y«0& %٠"
 فإن ،(6) تحقق والتي( €تهL٣(x0,TP) المنتظمة غيم العاملات لحالة بالنسبة
-Nash طرف من صعبة مبرهنة Moserإن بحيث >ء0 وجود تؤكد 

ce4/2( x /0,T])· Ladyahenskaya- Solomnikov Uraltseva [1]  ؟انظر

• الكافثية للمعادلات مثال(4

 اليانيا عديدة: مجالات في خطية غير و خطية مكافئية جمل( و معادلات نلتقي
Optimnal الأمثل التحك الأحياء، الكيمياء، الفيزياء، Cotrol، ،نشير إلخ، الاحتمالات 
 إلى بالناسبة

Navier Stokes  نظام أ(

1<i< N ، 9x0,  أ على

٨x0,T\  على

Tx0,T\  على
 ،9 على

bu, Ou, dpة إت:،زد لمخ- 

. -مد
u(،, 0)- uo()

Tean[ انظر الموائع، ميكانيكا في أساسيا دورا يلعب الذي [Iالذكورة· الراجع و 

-Reaction الانتشار و التفاعل أنظمة ب( diffision systemالمعادلات هي و٠ 
 الشكل من الخطية غير الكفثية الأنظمة( وكذلك

٨٧٠"١٥٠-٢T\  على
 ابالية وسنيات حدية مروء

٢:I٣ IR" mx و m M قطرية مصفوفة هي ، m مركبة  من متجه هو,( )ا حيث
 الكيمياء، ختلفة: مجالات في تبدو ظواهر تنمذج العادلات هذه خطي: غير تطبيق هو

Fife [1]  انظر إلخ. الوراثة، علم الاحتاق، الأوبئة، دراسة العصبية، الفيزيولوجيا البيولوجيا،
 الذكورة· الراجع من الكبير والعدد
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 ثلج- ماء خليط تطور تصف التيStefan مسألة فثلا الحر. الحد ذات السائل ج
 الحر الحد ذات السائل مراجع(' عدة يحوي الذيMagenes[] عرض انظر

]Free Boudary Problens [1]  المتحرك الحد ذات السائل ،2]
]Moving Boudary Problems  المذكورة(· الراجع )و1]

 'ا ،

 البراونية الحركة الاحتمالات نظرية في تتدخل الانتشار معادلات د(
Brownian motion، عمليات Marlcov، الانتشار عملية Diffsion Process، العادلات 

Stochastie الطورية التفاضلية diferential euation، )انظر إلخ 
. Stroock Varadhan [1]

، ه( D.Henry []  انظر الخطية غير الكفئية السائل من أخرى لأمثلة
. H.Breais [2] Benilan و C'randall- Pazy [1]

 المؤشرات و الأدلة نظرية في الحرارة لعادلة أصيل استعمال إلى أخيا نشير و(
• Giley [1] ، انظر Atiyah Singer Hdex ل Theory

Protter Weinberger [1] ' Friednnan [1]  انظر الأعظمية، مبدأً متعلقة أخرى لخواص(5
]Sper  فإن =م0 وw م>0 مع(3)(2)(1) للمسألة حلا كنت إذا أنه نبين مثلا.1]
،Wt>0 )ا,>0 V4€0' u(aيكون عندما٠ M-92ذلك و واضحة الخاصية هذه فإن 

 للحل صريحا تمثيلا تعطي التي )ق( العلاقة خلال من

 الأمواج معادلة حول تعاليق

 الأمواج لعادلة الضعيفة الحلول(6

 و6 ثاني طرف ذات) الأمواج لعادلة ضعيف لحل الوحدانية و الوجود إثبات ممكننا
 انظرVCHc٧ بحيث هلبت فضاءيH او ليكن عام. مجرد إطار ضمن ذلك

 متناظر و مستمر الخطية ثناي شكل نعطى /€اT,0[ 'لكلT>0 ليكن(.1 التعليق
١IR٧٧٧(:a(/;u,0بحيث 
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، Vu,٧e ٧ ، c! ;/)t٧١a الرتبة من u,) ( الدالة(1
• a>0' ٣٤٧ ،٧t€ /0,T] ، a(/;w,o) > a////2 C\/2 (2)

l.L.Lions مبرهنة ) 'w€H€٧'٢eL%(0,T;H) تعطى-٠(14.10 uتوجد٨' 
 بحيثu وحيدة دالة

2

t"{ ء٢3004;٧ cءلإ"٧.٥٦١ ، t ، w€ C(/0,T];٧)

[T,0/€٧€٧ ،١ حد:ت d%
<t),> 1a(/; w(), v)<f(),0),و,م >

t٠ •
du• (0)- v ،u(0)- t م

• Lions Magenes []  انظر ،1.10 المبرهنة إثبات أجل من

H- L%() ، V H() :  تطبيق

b bu  ء» مبلإ/ ، م»ا+»./
 و(42) مع

4 رز ٧tt و%" ، ي% ء١/-٩٠/٦.¢
4 -ز4 ز٥٠ bi,j.

 للمسألة ضعيف حل على إذن نحصل

 ثمج٣ إ#إ;0 إ
. (o) (29) (2s)

 ما أضعف هناweI"(0)) وw م€H)({ الابتدائية العطيات على الشروط أن نشير
o على إضافية فرضيات بفضل و7.10٠ المبرهنة في عليه هي 'fعلاقات و انتظام و 

• Lions Magengs []  انظر انتظاما، أكثر على نحصل مه' ه على كذلك و توافق(

 كثيرا. معروفة غير لازالت و دقيقة الأمواج لعادلةI« نظرية(7

x0.T\  على
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 العظمى النهاية مبدأ(8

 انظر صالحة. العظمى النهاية مبداً جدا الخاصة الأشكال بعض
[]Protter Weinberger.،(0)(29)(28)(27) للمسألة حلا ليكن مثلا·

>0 فإن ه>0'0 >مI-0،0 كان إذا أ

>0 فإن >مه0' -مR-0،0% كان إذا )ب(

 و مشامة علاقة هناك و للحل. صريحا تمثيلا تعطي التي(0) العلاقة من ناتجة أ( النقطة
،٨02 ل صالحة معقدة، Folland [1] ، Mizohata [1] I- مثلا انظر  لكنها

]Mikhlin [1] ' Courant- Iilbert [1] ، Weinberger  استنتاج مها مكننا.]EX[ و1]
 ب(

( [EX]  انظر التالية النقاط إلى النظر نلفت العكس على و

-w و مد>0 ،فإن8[-0,1] كان إذا )ج >0 تستلزم لا0
· >ه0 تستلزم لا-0 و م>0 ،فإنI2-9 كن إذا )د(

Hrygens  مبدأ الأمواج. انتشار الارتباط. جال(9

 الأمواج: معادلة و الحرارة معادلة بين أساي فر يوجد

 في و أنيا به يشعر ابتداي )تشويش( طفيف تغير أي تأثير إن الحرارة، لعادلة بالنسبة أ(

،w>0 أن أي مكان، كل weفإن ،=0 و مه>0 كان إذا أنه رأينا لقد فثلا•٨ 
٢ec0' u(4,t) .17 لانهائية بسرعة تنتشر الحرارة إن نقول٧٠ >ا0 ،0<

 الصيغة.I-0 الحالة مثلا لنعتبر تماما. مختلفة ظاهرة لدينا الأمواج لعادلة بالنسبة ب(

• [a- ٤,a ١ المجال في vo ,f) و" بقم فقط يرتبط t) ( أن تبين الصريحة(0
8] • الجال إن نقول (a,8) a, النقطة ارتباط مجال هو ه محور على] ا

(i,6 معI-0 عندما صحيحة أيضا الخاصية نفس :GN>2)بقم فقط تتعلق 
R" x{0} {i> المستو فوق في) الكرة هذه٠}٠€١\;"٨-٥ ا o" الكرة في wo و

 المخروط تقاطع هى هندسيا' ,،(8) للنقطة الارتباط كرة تسمى

 تأثير له و« عند محلي ابتداي تشويش أي أن تبين(45 )ق التمثيل صيغة فإن كل على و واقعي' غيم هذا آ'فيزيائيا،
,a) النقطة عند مهمل t)ا و صغيرا ا كن إذا oكبيرا. -ا 
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t

i i

{٧<i  ا٤٠٨ <اi-٤('٠,t€)١٠٧I{ و

 بسرعة تنتشر الأمواج لآتي:6ك فيزيائيا تفر الخاصية هذه•R لx{0{ مستو الفوق مع

 على تؤثر1 ا0 اللحظة عندD الجال في المحصورة فالإشارة11 الأكثر عى تساوي

,-)dist) الزمن من ابتداء فقط ،ac" النقطة Dالأزمنة )في >ا (dist(a, Dلدينا <ا 
( u(a,t)- 0

-N مثلا فردياN>1 يكون عندما  فقط ترتبط ,،(B) مفاجئة: خاصية لدينا33
ae/;٥- -إ٤،{/ الكرة حدود على"" وo بقم Iمبداً هذا٠}٠ Huygens•فيزيائيا 

 النقطة عند للملاحظة قابلة تكون -ا0 اللحظة عندD في محصورة إشارة أن على يعير

"aeإن حيث [يا,/] الزمنية الفترة عند فقط ،٣ («)=.jfاو- «-,»(pا5 لإ»- 

· a  النقطة على الإشارة تأثير يتوقف دا اللحظة بعد

 لى قانا يطل الإشارة تأثر فإن٨4-2 دملا روجي8 البعد في العكس وجل

 بالمعادلة العمل يفضلون الدارسين بعض الأمواج لعادلة الناظمي الشكل بسبب !تاتي السرعة ه"

 متميزا· دورا تلعب أنc السرعة لتمكين وذلك -م =دث0

-٥ في بكون» ا،، الأذية الدت خًل أن "منى
 مشتقاتها· من بعض "و

 تماما· يغيب لن لكنه و الزمن مرور يتخامد التأثير هذا2 ا
 مهملة· أبعاد ذات أنها نفرض ه2
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 ا اللحظة عند يستمع موسيقية آلة منd بعد على" في الجالس المستمع موسيقي: تطبيق
23! آخر شيء ولا -اd اللحظة عند المعزوفة النوتة فقط

 إلى العودة للقاري مكنHuyges مبدأً حول التفصيل من لزيد
• Milhlin [1]' Garabedian [1] ، Fblland [1]' Courant Hilbert [1]

٠]٤,0- [ه الفقرة في المعزوفة النوتات لكل ختلطة تراكيبR في يستمع بينما "ه
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