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 -ستايهاوس بناخ مبرهنات
 الغلق· والبيان
 التعامد· علاقات

 محدودة· غير مؤثرات
 القرين· فكرة

 الغامرة المؤثرات تمييز

 بير بتوطئة تذكير.1.2

.2 الفصل إثباتات ف أساسيا دورا تلعب كلاسيكية نتيجة التالية التوطئة تعتبر

• (Complete metrie space) ) تاما متريا فضاء ليكن-٠ Baire  بير.)1.2 توطئة
Closed) مغلقة مجموعات من متتالية ا>)( لتكن sets)أن نفرض٠ 

• n> 1 -,It لكل ٧

 إذن



 -)«ت]،٥

 غير تاما مريا فضاء ليكن الآتي: الشكل على عادة بير توطئة تستعمل.1 ملاحظة

 يوجد إذن. -,لاK أن بحيث مغلقة مجموعات من متتالية ا)( لتكن خال:
=1

· InlX, 0  بحيث

 إثبات هو القصود وكثيفة. مفتوحة0 المجموعة تكون بحيثC,0 نضع- إثبات

-G أن (\oفى كثيفة خموعة •
=1

G بأن نبرهن 'سوف من خالية غير مفتوحة مجموعة ا لتكن #  نضع• ا0

B(a, r)-{7€X; d(٧,a)<r}٠

 بحيثr>0 وo€ سا كيفيا نختار

B(aa, ra) C . لا

C ر ذلك بعد نختار B(a, ro) >  بحيثr>0 و01

 ب-
induetion  بالاستقراء ننشى تتابعا، هكذا و كثيفة. و مفتوحة0 ر أن مما ممكن هذا و

 بحيث(r) و)( متتاليتين

{: Vn > 0

 ر»€B(-,r) أن مما٠»/« 'ليكنCaucy كوثي متتالية)( بأن يستنتج
:(٨ o ، عندما) الهاية عند نحصل p>0 n>0 ولكل  لكل

l € B(,,r) Vn > 0.

D بالخصوص و ٠l€  >سا
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 ستايذهاوس- بناخ مبرهنة.2.2

,C(E) به نرمز نظيميين متجهين فضاءينH و ا ليكن ترميز: Fالخطية المؤثرات لفضاء 
 بالنظيم الزود± إلى± من المستمرة

=TlE(E.E) .ا sup //Taا/ 
aeE
a//  اا1>

• £(E)- E(E, h)  نضع

G -ستايهاوس )بناخ.1.2 مبرهنة• Banacl- Steinhaus-ليكن l±فضاءين و 
 من المستمرة الخطية الؤثرات من للعد( قابلة بالضرورة )ليست عائلة(T)١ لتكن لبناخ

 أن نفرض٠+ إلى+

(1) sup [/T;ا <o
€l

٣4 € E.

 إذن

(2) sup/T E(E,m) ا < o.
€I

 بحيثc ثابت يوجد أخرى' بعبارة

,V4€E /اT ا-<c اal ا Wi€I.

 المنتظم الحد مبدأً إم: تحت1.2 للمبرهنة عادة يشار الأمريكية المؤلفات في.2 ملاحظة
(Principle of Uniforn Boundedness)على نحصل النتيجة: محتوى جيدا يفسر هذا و 

. (Point- estimates)  نقطية تقديرات طريق عن منتظم تقدير

 نضع ،n>1 طبيعي عدد لكل- إثبات

K-{a€E; WieI /T/ < n}
 لدينا(1) بفضل و مغلقة, تكون بحيث
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 ا٤٨ً
-1

,,It بأن بير توطئة من نستنتج m الطبيعية الأعداد لأحد0 o ليكن.0< €h، و 
r>0بحيث /B(a,r) C Kلدينا٠ 

//T;(a + rz)/ < n Wi€I, Vz€ B(0,1).

 يكون بالتالى

r///E(E.8ر < n ; ا;T// ا
 ت٠(2) يحقق ما

 ستايهاوس- بناخ لبرهنة المباشرة النتائج بعض إلى لنشر

 مستمرة و خطية مؤثرات من متتالية(T) لتكن لبناخ: فضاءينH' و± ليكن-.2.2 لازمة
 ب لها يرمز نهاية إلى ،n عندما ،Ta يتقارب'٥eI لكل بحيثF إلى ت من
Taلدينا إذن٠ 

sup/ T//c@E,m) <o
n

T €E(E, F)

linn inf /TlE@.rم.<٠( T/E(Eو٥«' /ا 

0٥

Gب )
 )جب

 بحيثc ثابت إذن يوجد1.2٠ للمبرهنة مباشرة نتيجة هى ا( إثبات.

alا c>ااة Tا/ Vn, V€ E.

 على نحصل الهاية عند

//T/ > ا c .E€ ااa٣ ا
 ب( نستنتج بالتالي و خطي7 أن الواضح من أخرى، جبة من
 لدينا الأخير ف
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T/.rll//>،ا\٤ Tا/ V4 € E

D ،(  )ج عنه ينتج ما

 بأن: نفرضG٠ من جزئية مجموعةB لتكن و بناخ فضاءG ليكن.3.2 لازمة ه

(3) لكل <R eG ><ل الجموعة١)-(r8 «في حدودة

 إذن

() B·محدودة 

-F مع1.2 المبرهنة نطبق إثبات. IR'E- G٠ وI-8لكل Bنضع €ا 

1(f)-<f,b>,

sup /T,(f)/ <o
bcB

//fا c></٥,fا> 

cا/اا> 

[€E- G

 إن بحيث

fcE.

 بحيثc ثابت يوجد ،1.2 البرهنة بفضل

٧beB.V٢€G',

 لدينا عليه و

Vb € B

4٠1٠٥ اللازمة انظر

 الداليات كل خلال من إليها" "النظر يكفي محدودة مجموعة أن من للتحقق-.3 ملاحظة
 الإحداثيات باستعمال متهيا البعد يكون عندما عام بوجه نفعله ما هذا الستمرة: الخطية

 عن أيضا نعبر قاعدة. إلى اللجوء منته غير بعد حالة في3.2 اللازمة تعوض قاعدة. على
< بقوة محدودة< بضعف محدودة> إن بالقول3.2 اللازمة نتيجة

(weally bounded=>strongly bounded)فصل انظر .)
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:3.2 للازمة" "ثوي نص لدينا

 بأن نفرضG٠' من جزئية مجموعةB' لتكن و لبناخ فضاءG ليكن-.4.2 لازمة

(٠٤45١ >في عدودة<B->«. ><لا الجموعة+٤G لكل

 إذن

(6) 'P·محدودة 

،K(- مع12 البرهنة نطبق- إثبات. Eو'٤ B-1لكل. 'Bنضع €ا 

T()-<b,>,

\b,a>/ < caا> 

c>/ا bا/ 

(،€G- E)

 بحيثc ثابت يوجد بانه نستنتج و

b €B', Va€G.
 الثويً النظم تعريف )حسب إذن

Wb € B'.

 ت

 الغلق البيان مبرهنة و الفتوح التطبيق مبرهنة.3.2

 بنا إلى التالية الأساسية النتائج تعود

H' l و )- ليكن Open mapping theore ' • الفتوح التطبيق مبرهنة.5.2 مبرهنة
c  ثابت يوجد إذن•+ إلى/ من غامرا و مستمرا خطيا مؤثرا1 ليكن و باخ فضاءي

 بحيث
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(7) T(M(0, 1)) - BM(0,c).

 مجموعة إلى± من مفتوحة مجموعة كل تحولT بأن(7) الخاصية تستلزم.4 ملاحظة
 ؟E من مفتوحة مجموعة ا لتكن بالفعل، ، المبرهنة! هذه ام )حيثH' من مفتوحة

• ao€// =vo مع € إن بحيث'٥ T() ()T ليكن مفتوحة. جموعة  بأن لثبت

B(a,r) ا بحيثr>0 ليكن cأي B(0,r) cU،إذن لدينا٠ +م٤ 

٧a+ T(B(0, r)) C TIU).

 لدينا ،(7) عى بناء لكن'

T(B(0, r)) B(0,rc)

 بالتالى و

B(٠, rc) c T().

 الآى:5.2 البرهنة من مباشرة نستنتج

 ا من تقابليا و مستمرا خطيا مؤثرا1 ليكن و بناخ فضاءيH و± ليكن-.6.2 لازمة ه
• H !T إلى/' من مستمر  إذن٨٠ إلى

 فإن ،//Ta <ا/c بحيث €،E لكل أن عن(7) العلاقة تعبر-.6.2 اللازمة إثبات
 على نحصل بالتجانس• اادا<1

1 al ا/ <-/Tا/ 
C

V4 € E

D !T مستمر  فإن بالتالى و

 فضاءh بأن نفرض· ا/ا2 او ا بنظيمين مزودا متجهيا فضاءh ليكن.5 ملاحظة ه
 بحيثC>0 ثابت يوجد بأنه نفترض .كذلك ا ا٥ و ا ا النظيمي من لكل بناح



 /اa د/<C ا/

 اa ا<c ااa ا
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٣4 € E.

 بحيثc>0 ثابت يوجد إذن

٣4 € E.

 مع6.2 اللازمة تطبيق يكفي متكافان، النظيمان أخرى، بعبارة

. TId -F و (E, ( ا و/ E- (E, (/ ا ا

 مرحلتين· على الإثبات يتم- ،5.2 المبرهنة إثبات

 >ء0 ثابت يوجد .إذنh إلى± من غامرا و خطيا مؤثرا1 ليكن- الأولى. الرحلة
 بحيث

(8) T(B(0, 1)) B(0,2c).

،

.@١I نضع إثبات-  بيم توطئة بفضل و -ل(١ فإن غامر2 أن 'مما٠-1

,IntL بحيثM يوجد أنه نعلم  بأن يستنتج#0٠

ItT(B(0, 1))] 0.
 بحيث لا€H وc>0 ليكن

(9)

(10)

B(٧a, 4c) C T(B(0,1)).

 لدينا بالتناظر 'وT(B(0,1€٧٥)) بالخصوص

((.T(B(0, -٧ م1€

 على نحصل(10) و(9) بجمع

B(0, 4e) C T(B(0,1)) ١ T(B(0,1)).

,T(B(0)) ان ما اخيرا،  فإن محدبة جموعة1

T(B(0,1))1 T(8(0,1)) 2T((0, 1)).

 ا٠(8) على نحصل بالتالي
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 لدينا إذن•(8) حققا وH إلى/ من مستمرا خطيا مؤثرا1 ليكن الثانية. الرحلة

(11) T(B(0, 1)) (0, c).

٥l مع لا€F لنثبت إثبات <cبحيث ،€± عن نبحث: ا 

(12)

. T- ٧

• /ا٧-e/>T٥ و

 و

1
 مع ا=ا<5

 /اد/ا<1

-٤€E

 أنه نعلل(8) موجب

Ve> 0

 /»«مع عل محصل ;ءد نختار

l<5ة5 و ا> Tا٥ •
a €/  على نحصل لا(و;-ء'فإننا عن عوضا1٧ ة مع الطريقة لنفس بتطبيقنا

 بحيث

1c
• (/ا٧-T٥)Tz -<ا و ا٦ -<اد

 بحيث اما متانة بالاستقراء نتفن مكنا، و

• و,5> ٧/٣٨- T( ٥l ة٠٠١١ /)ة<5, ةا
 و١ ا<1 لدينا'+٨ لتكن كوي. متالية هي+٦ ء+٠+٦ إذن

D T مستمر. - أن مما٧ Ta

H E و ) ليكن-٠ Closed graph theorem ، • الغلق البيان مبرهنة.7.2 مبرهنة
 ب له يرمز الذي ،T بيان بأن نفتضF٠' إلى+ من خطيا مؤثرا1 ليكن بناخ: فضاءي

(G(T'في مغلق 'Hxh•إذن 

 مستمر·1'

 خطي( غر أو )خطي تطبيق لكل أن مما صحيح العكس أن الواضح من-.6 ملاحظة
 مغلقا. بيانا مستمر'
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 النظيمين ا على نعتر. ة اللاحظة نطبق-.7.2 البرهنة إثبات

alE + /TalM/-ااا aو ا Eواا /ا/ا= aا •

 أخرى جهة من لبناخ فضاء هو /ا.ا"١ بالنظيم مزودا+ فإن مغلق،G)( أن ما
 إذن. ا[ا<c اl ي بحيث >ع0 ثابت يوجد متكافأن: فالنظيمان عليه و: اl و/ ا<

D ٠ //T/ > م c a ا E/ ا

 على اليمين من للقلب قابلة مؤثرات طوبولوجي: مكمل.4.2·
 اليسار( من التوالي

 التي و بناح فضاء في الغلقة الجزئية للفضاءات الهندسية الخصائص بعض بوصف لنبدأ
 الفتوح التطبيق مبرهنة من تستنتج

 بحيث مغلقين جزئيين فضاءين ا وG ليكن بناخ: فضاءH ليكن-.8.2 مبرهنة

G-+L·مغلق 

 بحيثC>0 ثابت يوجد إذن

(13)  الشكل علل تحليلا يقبل ء٤»١١ ى ا
aمع-١٧ L ،a€6€ا/٦ ا'٧ C>ا/٦ اا و ااد/ا C>٧ ا/•

 بالنظم مزوداGxL الجداء فضاء نعتبر إثبات.

l/١ /د ا-]/a,  ]/ا0

· (graph norm) " البيان بنظم النظم هذا يسمى
٢٠٠٠·٠٢٠٠
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 ب العرفT:GxLG+L التطبيق إن•E بنظم مزوداG اL الفضاء و
a[ب,د]١٧= T'ثابت الفتوح' التطبيق مبرهنة موجب يوجد' غامر· و مستمر خطي 

c>0كل أن بحيث Gl€2٤</٢ معlالشكل على يكتب ، ا aمع-=١٧ 
a€G/'4+ عنصر بالتجانس،كل٠ ا±ا ا+٧ ا<1 و٧٤Gيكتب ة 

aمع -ة١٧ L 'a€G€ا\ ا-<٦ ا و٧ y/اااا •
C

 ت

 بحيثC ثابت يوجد إذن8.2٠ البرهنة افتراضات نفس نتبنى-.9.2 لازمة+

(1) dist(4,G ») < C[dist(a, G) dist(a, )] V4 € E.

 بحيثb€L €»وG يوجد >ء·0 و€l ليكن إثبات·

,e١(dist(,G>ا\ه -aا/ .dist(,L) e>/ا bا٨/ 

'b و €'هG يوجد بأنه -ةa- ا على(1) الخاصية تطبيق يبين €Lبحيث 

a- b- ,٨'١ ا -C//a ,ا/ b>٥. /'ه/ا-Cla>'/ا٧/ 
 و-» €'هGL بالتالى

dist(4,GL) < /a- (a- /(' ه < //a / ااه ه\+
< -ا +-/هC/a-٥ ا -ا< ١-ا/هC-/( -اه١/٠-b )ا

< (1١C)[dist(a, G) ١ dist(a, L)](1+ 2C)e.

 ت٠0 نحوe بتوجيه )ا( نستنتج

 محققين مغلقين جزئيين فضاءين ا وC كان إذا صحيح:9.2 اللازمة عكس.7 ملاحظة
( [EX] G انظر مغلقا يكون L  فإن(1) ل

L GcE جزئيا فضاء بأن نقول· ا بناخ فضاء من مغلقا جزئيا فضاء  ليكن تعريف·
 إذا:G ل طوبولوجى مكمل هو'l من
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 مغلقا ا كان ا
G»L-{0} E-٠C١١( ب)  و

'L€٧ كل يكتب الحالة، هده يي a€6 h€ مع +ة٧ وحيد بشكل2
 مكن مستمران. خطيان مؤثران اة+٧ و٦ ا+a الإسقاطين بأن8.2 البرهنة من يستنتج

 الطوبولوجيي( الكملين تعريف ف الخاصية هذه تفيد أن

 أمثلة.

 قاعدةe,e ,د٠٠٠٠6٨ لتكن بالفعل، طوبولوجي مكمل البعد، منتهG جزي فضاء لكل(1

 إلى6 كل بتمديد نقوم٠,=)(/+ ونعرف -ء لae 'نكتب٨٤G ،لكلG ذ
i=1

 بالتحديد أو- تحليلي شكل بناح،- هان مبرهنة «بفضلh على اي مستمر خطي دالي

• G  طوبولوجي مكمل هو -ا)('-)( بأن بمبولة نتحقق (،2.1 اللازمة بفضل

 بالفعل' طوبولوجي مكمل منته'codiension مصاحب ببعد مغلق' جزئى فضاء لكل(2

 البعد(. منته أنه مما تلقائيا مغلق )هو جيري طوبولوجي مكمل أي اختيار يكفي
 إذن•P بعده جزئيا، فضاءcE٨' ليكن الحالة. لهذه موذي مثال يلي فيما

<f,٥>-0 ٢٢٤٨}G-{a€E;
• P  الصاحب بعده و مغلق

 بحيثe٥,٠٠٠e,1€ ر€ يوجد إذن•N ل قاعدةf,f5,٠,.f, لتكن بالفعل،

</٠,e>- P٠ -ز1,2,..٠٠,Wi ز,ة

 ب العرف :ةE«٣ التطبيق اعتبر[

«€E١»6() (<f,>,</٥,,>٠٠٠٠<f,,a>)٠
- هان مبرهنة بواسطة ،-&(a2,a١,٠٠٠ )ه,0 إيجاد استطعنا إلا و غامر- ي التطبيق

 بحيث الثاني(' الهندي الشل بناح

€Va ««/«ة»0 E,
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] معقول غير هذا و
linearly خطيا مستقلة مجموعة(e)1 ر<< بان بسهولة نتحقق independentبان و 

• G -  ل طوبولوجي مكمل هو تولده، الذي الفضاء

(2.5 الفصل انظر> طوبولوجي مكمل هلبرت، فضاء في( مغلق جزي فضاء لكل(3

 تمتلك لا مغلقة جزئية فضاءات بناء مكننا الانعكاسية، الفضاءات في حتى- ،8 ملاحظة

Lindenstrass[ باللاحظة جديرة نتيجة هناك طوبولوجي: مكمل أي Tzafriri  تؤكد1]

 جزئية فضاءات لديه هلبرت، فضاء معisomorphic تقابليا متشاكل غير بناح فضاء كل بأن

 طوبولوي مكمل أي بدون مغلقة

 بأن· الفتوح التطبيق مبرهنة تبين•H إلى ت± من غامرا و مستمرا خطيا مؤثرا1 ليكن

• ١a/ > ا CIfI/ Ta-f و €٨- بحيث E ، ٧٢€F

/ إلىF' منS مستمرا خطيا مؤثرا نكون أن مكنا كان إذا عا نتساءل أن الطبيعي من
. T S اليمين على معكوس -ToS بأن إذن نقول٠ Ir  بحيث

 التاليتان الخاصيتان•F إلى من غامرا و مستمرا خطيا مؤثرا1 ليكن.-10.2 مبرهنة
 متكافئتان:

(O9ل Tاليمين· على معكوس 

-N(T))١ )ب( T'(oفي طوبولوجي مكمل !•

 بأن بهولة التحقق عكن ، د+ اليمين علل مكياs يكن وب، ،
. M(T) -R(S) طوبولوجي مكمل S(F)

L طوبولوجيا مكملا CD4: ليكن P( ب) E ابه على (T) لإسقاط نرمز•٨
R2بإعطاء (، مستمر خطي مؤثر €fب ،نرمز a1 المعادلة حلول لأحدa- fنضع و 

P-Sبأن 'نلاحظ٢ Sبأن بسهولة نتحقق· اختيار عن مستقل Sمستمر خطي مؤثر 
D ٠ ToS- I  بحيث
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 تملك لا غامرة مؤثرات و انعكاسيةH' و ا لفضاءات أمثلة بناء مكننا.9 ملاحظة
 طوبولوجي مكمل بدون مغلقا جزئيا فضاءGcE مثلا اعتبر اليمين: على معكوسا

-F ملاحظة E/G'  القسمة فضاء لتعريف.F على± من القانوني الإسقاطT و8
.( [EX] E/G مثلا انظر خصائصه، و quotient space

 من مستمرا خطيا مؤثراS كن إذاT ل اليسار على معكوسS بأن نقول ماثلة، بطريقة
. SoT- Ide H بحيث± إلى

 الخاصيتان•F إلىH من متباينا و مستمرا خطيا مؤثرا1 ليكن-.11.2 مبرهنة#
 متكافئتان: التاليتان

(DTاليسار· على معكوس 
• H -R(T) في طوبولوجي مكمل وله مغلق T(E) Gب )

٠ ع

 بولوجي طو مكمل٨/s) بأن و منقM) بأن التحقق البل من ب، أ،
 له·

 أن }ما٢eH ليكن•RT) على± من مستمرا إسقاطاP ليكن:O04 ب(
(PfeR(Tيوجد ،فإنه E€بحيث وحيدا Pf- Ta•نعرف Sf- aالواضح من٠ 

SoT أن Ide'ت٠6.2 اللازمة بفضل مستمر5 فإن أخرى ناحية من 

 التعامد علاقات.5.2

 بناح فضاء ليكن ترميز:
 نضع متجهيا" جزئيا فضاءMcX كان إذا
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 نضع متجهيا' جزئيا فضاءNcX' كان إذا

٢٢٤N}٠
A4 متعامد هوN التوالي علىM' بأن نقول «rtogoal2٨ التوالي على·)

( التوالي على2' من مغلق جزي فضاء(٨ التوالي على لاM' أن لنلاحظ

 لسطة: نتحة لنداً

 لدينا إذن متجهيا. جزئيا فضاءMc٢ ليكن.12.2 قضية ه

٨١١١
 لدينا إذن متجهيا. جزئيا فضاءNc ليكن

٠١٠٠

 .سوف]EX في مثال إلى انظر'(N ا)N أن يحدث أن المكن من-.10 ملاحظة

 إذا بأنه نرى سوف عموما.(N)'٨ فإن انعكاسياX كان إذا بأنه3 الفصل في نرى
N إغلاقة مع يتطابق ا)( فإن كيفيا بناح فضاء كان closureللطوبولوجيا بالنسبة 

· a(',)

 فإن مغلق، ا)ا( أن مما وMc ا)ا( أن الواضح من-٠12.2 القضية إثبات
. M c (M)

 يوجد بأنه لنفرض و بالتناقض لنبرهن.(Mr)cM أن لنثبت بالعكس،
(M)€م aبحيث M¢م aإذن :نفصل }o{و Mإذن مغلق. مستو بفوق فعليا فصلا 

 بحيثaCI €{وX' يوجد

(15) <f,><a<</,٠o> V € M.

aeM بأن نستنتج جزي' فضاءM أن مما <fa>-  بالتالى و€٨ إذن٠+0
o>- •(15) يناقض وهذا,/<-0
 ا٨c(N٠) بالتالي و٨c ا أن الواضح من كذلك
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N !N) أن على للبرهنة سعيا الإثبات مواصلة محاولة الفيد من ،11 ملاحظة
 فصلا و}fo{ إذن نفصلf٤A٠ بحيثfمe(N) يوجد أنه بالتناقض، لنفرض،

 بحيثa€IR و €وX يوجد .إذن' ف مستو بفوق فعليا

o) Vfeص٨) >f)<aم) 
" "صدفة وجد إذا إلا الواصلة مكننا لا ولكن٧fc٨٠ -)(ص0 كذلك لدينا

o Cبحيث 

VfeX'(f)- </,٥>

 انعكاسيا!، يكون عندما بالضبط يحدث ما )هذا

 لديناH٠ من مغلقين جزئيين فضاءين ا وG ليكن.-13.2 قضية

(16)

(17)

١٤-٢-٠١٠
١٣-٠-٤١٠

c) أن الواضح من٠(6) على البرهنة إثبات. ('LGكان إذا بالفعل'١ 
GL+€١ واLا feGفإن، a>  وGcGlL لدينا بالعكس،.,<0
٨3٢٨٨4 فإن٨٨c كان إذا أنه لاحظ(Gl ا)اcG -اG بالتالي

(Gا١ L)cGL . إذن (Gا +) L  ذاته النحو على
D ٠ بديهية٠(17) على البرهنة

 لدينا٠ من مغلقين جزئيين فضاءين وا6 ليكن.14.2 لازمة

(18)

(19)

(G»L)ا (Gl١ Ll)

(Gا L)- GIL.
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 ت13.2٠ و12.2 القضيتين طبق- إثبات.

 عمقا: أكثر نتيجة الآن لدينا

 الأتية الخصائص•X من مغلقين جزئيين فضاءين ولاG ليكن.15.2 مبرهنة
 متكافئة:

00١+Gفي مغلق 

 في مغلقG±١١ اG )ب

G١L- (G»1 ( ا ج(
.G١Lا - (G>L) ( ا6 د

 إثبات·
·(17 ل) نتيجة ><جا: )ا
 بلG »ب )د(
٥ هG وب »)د0 على البرهنة إذن يبقى

(GL بأن نرهن أن(6) بفضل يكفي:6 +)د(0 !+L).إذن ليكن 
، a€G+L G١L: ليكن التالية. بالطريقة م +R f€(G) التطبيق نعرف٠

-a ا+ أن بحيث aمع a€6و L.نضع €ا 

٠<f,aم)(=> 

 ممكننا (،8.2 مبرهنة أخر جانب من خطي ص بأن و تحليل عن مستقل م بأن نلاحظ
 عليه بناء و اa ا/<C ا/ بحيث تحليل اختيار

/(a ا/ < C//a)ا٩ V4 €G١ L.

 على هكذا .نحصل على معرف ؟ خطي دالي إلى ص نمدد

· 4c Ll / مeG و ٢)-/ مع 6)١6

 بحيثC ثابت يوجد بأنه ،9.2 اللازمة بفضل نعلم،:G0< )ب(



(20) dist(ي ,G! Lا ) < C\dist(f, G) + dist(f, L)]
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٢eX'٠

 لدينا أخرى ناحية من

(21) isnfG)- P ا5 <٢٠٠>
a//<1ا/ 

٢e٣'٠

<f,> ٤. على11.1 المبرهنة طبق ()- Ie(a) -(-) و -)(ص ر,/
 لدننا كذلك

(22) dist(٠L")- 5"P </٠>
a//<1ا/ 

٢fe٣

 و

(23) dist([,Gا L)- dist(f,(GL) -( ا sup </,a>
a€G-L

a//<1ا/ 

٢fe٣'

((17) «بفضل
 على نحصل(23) و(22)(21)(20) بين بالتنسيق

(2) sup<,a> < C[ sup <f,>١ sup <f,a>]
a€GFE aeG aeL

a/<1ا/ a/<1ا/داا1 /ا> 
٢eX'٠

 بأن(24) من يستنتج

B(0,1) أ + HL(0,1) - //n(0,1).

 مع4a46 يوجد -أنه بالتناقض- لنفرض بالفعل،

•al/ و ا٦> o ٤ B(0,1)1 BE(0,1)

,B,(0) و}o{ فصل إذن بإمكاننا  'فيوجدK ف مغلق مستو بفوق فعليا3(0,1+)1
f€Xو a€Iبحيث 

(25)

<f,><a<</,٠> V D(0,1)+ BE(0,1).
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 على نحصل عليه، بناء

sup <j,>١ sup <f,> <a<</,٨>
€G aCL

a//<1ا/ a/<1ا/ 

•(25) على برهنا قد نكون إذن•(2) مع يتناقض هذا و

-E الفضاء نعتبر أخيرا، GxLبالنظم مزودا 

}lا /ا, max{la,ا[ب aا/[ 

• بنظم مزوداLH-6١ الفضاء و

T:E التطبيق +Fالعرف +T([a,0])- aبأن نعلم(25) مقتضى و مستمر خطي 
}
,T(8M(0. )ج 1)) - rالتطبيق )مهنة .ة2 البرهنة إثبات إلى انظر[ نستنتج٠ 

 بأن] الثانية الرحلة الفتوح(،

1T(HE(0. 1)) - Br(0.).

٥٠C١١ G+i F أي  على± من شامل1 الحصوص، على

 القرين تعريف الحدودة. غير الخطية للمؤثرات مقدمة.6.2

 كل+ إلى± من محدود غير خطيا مؤثرا نسمي بنا: فضاءيh و ا ليكن تعاريف.
A:D(A)cE خطي تطبيق »Fمتجهي جزني فضاء على معرف D(A) chفي ،قيمه 

F٠)(Dنطاق هو Aثابت وجد إذا محدود ، بأن .نقول c>0بحيث 

 المصطلح محدودا. محدود غير مؤثر يكون بأن يحصل أن المكن من إذن-.12 ملاحظة

 غموض أي إلى يؤدي ولا شائع العموم، على لكنه، و كثيراء موفق غير

 الهمة التعاريف و التداوين بعض لنوضح
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r ٣٢ ا,لإ٨»٨-٨ بان

 -ا,لإ-٨٨ مى
. E { Au= 0  ؟€{()AN()D نواة

· ExF G(A) فى مغلقا cosed) كان إذا operator)  مغلق« مؤثرا بأن نقول- تعريف·

 متتالية نأخذ التالية. الطريقة عموما نسلك مغلق،« مؤثرا أن على للبرهنة.1 ملاحظة ه

 بالتحقق ذلك بعد الأمر يتعلق٢ في٨u م /و/ في م"« بحيثD(٨) من)(
 بأن

< DtA)

·f- Au  ب)

 مغلقN)( فإن مغلقا،A كان إذا.14 ملاحظة

 نطاقها و مغلقة سنصادفها التي المحدودة غير المؤثرات معظم التطبيق' -في.15 ملاحظة
• h ()D ف كثيف

A:D(A)cE ليكن٨٠ القرين تعريف »Hكثيف. نطاقه حدود، غير مؤثرا 
c' محدود غير مؤثرا نعرف سوف F' +E(٨)A :Dنضع يلى كما 

٠}٣€ D(A) (٤F"} D(A'0=<ااك بحيث ></w,Aا> 

A0 "F الآن سنعرف٠ D(A) من متجهي جزي فضاء • أن الواضح من eDtA)
D(A) التطبيق ،نعتر€D(A) بإعطاء +IRب العرف :و 

g()<u,/u>, € D(A).
 لدينا

 ه.،بد لثي،تلم لني-مي0/ بله +،
f:E +Iبحيث 
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lf(u)/ < c V ا/هاا € E.

 كثيف.D(A) وh على مستمرf أن مما وحيد و تمديد بأن نلاحظ€.H بالتالى

 نضع

4٠٨١ /٠انا بزين٨ ه مر بوً الوز يسى خطلي -، أن الواضع من
: A  و٨ تربط التى التالية الأساسية العلاقة لدينا عليه، بناء و

w, />p،=<Aw,u >E,E٣ <ا€ D(A), ٣e D(A).]

 يكفي· و لتمديد بناح- هان مبرهنة استدعاء الضروري من ليس.16 ملاحظة

 مستمر و الكثيف،D(A) على معرف و أن ما و" بالاستمرارية" التمديد استعمال
· Choquet [l] RR في ة الفصل من1-20 المبرهنة مثلا انظر تام(  و بانتظام

 مغلقا؟٨ كان لو وF' في كثيف غيرD(A) أن يحصل أن المكن من-٠17 ملاحظة+

H" ()D في كثيفا يكون A فإن مغلقا، . كان إذا أنه يرهن أنه إلا [EX]  في مثالا انظر
H [EX] كن إذا بالخصوص و٠ a(F',F) انظر ،3 الفصل في العرفة  للطوبولوجيا بالنسبة

 القطع انظر' بالنظيم المرتبطة العادية للطوبولوجياH" في كثيفا يكونPA فإن انعكاسيا"

:A ليكن.16.2 قضية٠ D(A) CE »H٨ إذن كثيف. نطاقه حدود، غيم مؤثرا
G(A) في مغلق '٤٧٠h أن أي مغلق،

c) لتكن إثبات. P(Aو« ف""+ بحيث± v"٠ ف٨hالأمر يتعلق 
 ب

ve على بالبرهنة D(A) D)٢ وب-A0.لدينا أنه غير 

< w,,/>-< /w,,u>

<w, /u>-<f,u>

٣ € D(A).

 الهاية عند ينجم عليه بناء

٣u € D(A).
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c) فإن بالتالى D(Aتعريف مقتضى (D(Aو) ٤-Aت٠ 

 التطبيق لنعتبر بالفعل' بسيطة. جد تعامد بعلاقة مرتبطان٨ و٨ بيانا
"١E'xF'J:F'xEبه العرف 

1(/٤٠f\)- [/٠٧\٠
D(A) محدود، غير مؤثرا« ليكن c E +H:مع٨ D(A)-L•لدينا إذن 

 ا٠e٨-aم1
[f'E٧' ليكن بالفعل، eإذن',]٤ 

[,/] €G(A) <» <f,>-<w,٨>٣€D(A)
V€ D(A)<,u>١ <w,/>- 0<

<٠ [f,٥€G(A)ا 

-X الفضاء إدخال الملائم من ExFبحيث "E'xF'-الفضاءين اعتبار و 
-G) الجزئيين G(A}و Ex{0وصف -افى.مكننا )(RA)، N(A)' Nو 

·L G و R(A) بواسطة
 بأن بسهولة نتحقق

N(A)x{0}- G>L

E x R(A)=G١L

{0} x N(A)- GLا 

R(A)xF' G!١L.

(26)

(27)

(28)

(29)

 )ب(
 )جب
 )د(

N(A)- R(A)
N(A) R(A)
N(A) R(A)
. N(A)ا - R(A)

• D(A)- L :A مع مغلقا، محدود، غير مؤثرا D(A) cE+  ليكن-.17.2 لازمة ه
 لدينا إذن

0٥

 لدينا(29) على بناء- ،G0 من التحقق إثبات.



65

((16) )بفضل
((.26) )بفضل

GL (G١Ll)
N(٨)x{0}

R(A)/٧{0)

 لدينا(27) على بناء- ب( من التحقق

((17) )بفضل
((.28) )بفضل

cL- (G+L)
{0} x N(A)

{0} x RA)

 ثم التعامد استعمل'G ب التوالي على2< استعمل- و)د(، جا من التحقق
 ت12.2٠ القضية طبق

 وG إدخال بدون وب(G ا مباشر إثبات عن كتمرين' نبحث، سوف-٠18 ملاحظة
· [EX] L' انظر

 خطيا مؤثراA كان ولوN(A ا) و )د أن يحدث أن الممكن من.19 ملاحظة+
 إثبات مكننا(10 الملاحظة راجع2 أنه إلا.]EX[ في مثالا انظر ،F في± من ومستمرا

 كان إذا وبالخصوص'a(H',E) للطوبولوجياR)( إغلاقة مع دائما يتطابقA)N ا) أن
. N(A)- R@A5] E دائما لدينا انعكاسيا،

 مؤثرات غامرة. مؤثرات الخلقة. الصورة ذات الؤثرات تمييز.7.2
 محدودة

• D(A)- h A:D(A) مع مغلقا محدود، غير مؤثرا CE-+H # ليكن.-18.2 مبرهنة
: متكافئة الأتية الخصائص

G0R(A)مغلق 
R(A) )ب Gمغلق 

Gج )R(A)- N(A)ا 
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. R(A)- N(A) ( د)

 يكون هكذا و6.2٠ القطع في أدخلناها الذي التميز نستعيد إثبات

«G+L(27) راجع في مغلق)

((29) راجع>' في مغلقGL« ب

-G١L)< )جا (GL(28) و(27) راجع)

!(L»6 )د GlLl)»(29) و(26) راجع

D ٠ 15.2  المبرهنة بفضل الطلوب إلى نستخلص

A:D(A) ليكن-.20 ملاحظة cE »Hإذن مغلقا. محدود، غير مؤثرا (R(Aإذا مغلق 
 بحيث( ثابت وجد إذا فقط و

dist(u, N(A)) < C/٣ ا € D(A);

• [EX]  انظر

 الغامرة· للمؤثرات مفيد تمييز التالية النتيجة

.D(A)- l :A مع مغلقا" محدود، غير مؤثرا D(A)cE +H  ليكن.-19.2 مبرهنة
 متكافئة: الأتية الخصائص

C0، RA)- F A أن أي غامر
C ثابت يوجد  )ب( أن بحيث0<

(WveD(Aا C/Aا٧ /ا<٧ 
{0 )ج G{(-٨)N(و N(A·مغلق 

< )ب الاستلزام نستعمل غامر، ، مؤثرا أن إثبات بصدد كنا إذا عمليا،.21 ملاحظة
C > مع ا٧ Cll ١ بأن نثبت '/€/و مع0- العادلة نعتر الآتي. النحو على <D
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apriori) الأولي التقدير بطريقة التقنية هذه ·تسمىf عن مستقلة estimate)نهم :لا 

-A المعادلة كانت إذا ما معرفة fو العادلة، لهذه حلا بداية نأخذ لا أم حلا تقبل 
 نظيمها· تقدير عاى نبحث

 إثبات·

·18.2 للمبرهنة و17.2 للازمة مباشرة نتيجة هو ج»)جا:(

 كوثي( متتاليات استدل بدبي هجا: )ب

G±+L -GlL بأن و {0} »( بG: بأن(29) و(28) بفضل نعلم Gج )
 بشكل ءcG'+L ا كل يكتب بحيثC ثابت يوجد'8.2 البرهنة تطبيق مكننا مغلق.
 الآتي النحو علىG ا١ -ا}0{ أن ما وحيد

aا مع -ة٥ beLl ، a€ G، ٥ ا/a\ < C٥ ا و ا/C>/ا bا/ •

 مع-=+»b يكتب -ء]A,0[ إذن ،€D(A) ليكن

u] €Ll,0[ا- . -a و /A, ]cG

 إذن لدينا

 /اb =ا///٣/<C ا\٦ اC/A"٧ .ا
 ت

 تحت- نبين أخرى: بطريقة »بGD الاستلزام كتمرين، نثبت،.22 ملاحظة
;()D{ المجموعة بأن- ا الافتراض /Avl <  مبرهنة بواسطة±" في محدودة}1

 ستايهاوس- بناخ

 لدينا بالتناظر

• D(A)- h A:D(A) مع مغلقا، محدود، غيم مؤثرا CE +H # ليكن-.20.2 مبرهنة
 متكافئة: الأتية الخصائص

G0، ٨tA)- E  أن أي غامر٨
 أن بحيثC ثابت يوجدG )ب



٣ ااه/ا<C/A ا/ € D()

}N(A)-  مغلق·R(A و)0}
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 )ج

D :  كتمرين التفاصيل كتابة للقارئ ممكن•19.2 البرهنة إثبات مع تماما متشابه إنه- إثبات

dimF أن أو هimE< بأن افترضنا إذا.23 ملاحظة <oلدبنا يكون فإنه 
 التكافؤان:

Aمتباين 
Aمتباين 

Aغامر >

 غامر٨

 مغلقين· وإذن البعد' متبيN)( وA)R) يكون الحالة، هذه في بالفعل'
 الاستلامان فقط لدينا العامة، الحالة فى

Aمتباين 
Aمتباين 

< غامر/

 غامر/

 الآتي المثال يبينه كما صحيح، غم العكس

٣-E- Fم( نرفق-»>)+( ،٥٤/ 'لى،( A٨- أن بحيث
 غامرا غيم4 التوالي" عى> لكن متباين( التوالي لاعى٨"
 مغلقة· غير كثيفة، صورة ذو(A التوالى >على٨

 المحدودة للمؤثرات تمييز إلى أخيرا نشير

E-+H • ليكن.-21.2 مبرهنة D(]- h D()c: مع مغلقا" محدود' غير مؤثرا٨
 متكافئة: الأتية الخصائص

G9)D(A)- E
 محدودA ب(
Gج )D(A) F
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 محدود·A )د(
 لدينا الأحوال هذه في

E(r/,Eا٠ Aرم.= /ا A//c(Eا 

 المغلق البيان مرهنة طبق +)ب(:C0 إثبات.

. D(A)  تعريف طبق <)جا: ب(

 الغلق· البيان مبرهنة و16.2 القضية طبق )د(:G4 )ج

OD )د+ <  ليكن بالفعل، مغلق،D(A) بأن أولا نلاحظ تعقيدا. أكثر:6
)(D€في+٧ مع "Hلدينا 

//A"( u)/ < c/w٨-l/:
€ و D(A) ، A مغلق (u"«) أن مما ي. نهاية نحو تتقارب f٥-٨٠ بالتالي

-X الفضاء فى ExFالجزئيين الفضاءين ،نعتبر (G- G(A'و L- {0}xHأن بحيث 

. G!١L E'xD(A) -G١L و D(A)xH

G فإن بالتالي +Lأن باستنتاج1 .ق2 البرهنة لنا تسمح٠' في مغلق G +Lمغلق 
· إذن D(A)- E ، بأن نستنتج @A)- E (A) أن مما مغلق.2

 لدينا٠ ا٨//e رم.-//A-/Er. بأن الآن لنبرهن

< u, />-< /,u> ٣u €E, V€ F.

 إذن

 <اw ا>,</A /اه////ا/

,sup]<w ا>< اA /ه// Aا/ا 
 /ا٥<//1

 و

 لدينا عكسيا• /اA///<٨" بالتالي ،4.1 اللازمة بفضل
 تعريقف

\/.vا>< //ا sup]<,A,<ا- sup/<Aا Aا/ 
 <إ/ه/ا1 <//ه/1

 ت٠//٨//<٨/ بالنتيجة
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 الثاني الفصل حول تعاليق

 مكمل أي تملك لا التي الغلقة الجزئية الفضاءات بعض وصف بوضوح مكننا(1

/ في طوبولوجي مكمل أي علك لا» المثال، سبيل على طوبولوجي

، IR ' في المحدودة -»،)( التتاليات لفضاء يرمز/ بأن نذكر De Vto 1]  انظر

 تحقق التي للمتتاليات الغلق الحجزي الفضاء هوc و -اااsuPl ا«- بالنظم المزود

 فى أو 'ا من جزى فضاءRuai2] في أخرى أمثلة نجد• -#ج0
]Kbthe Beauzany[ و1] (·٨٦2'/ من جزى فضاء1]

، locally conve ( محليا محدبة فضاءات Frkchet  فضاءات إلى تعم2 الفصل نتائج أغلب(2
، Sehaefer [1] ). مثلا انظر مكنة؟ تعميمات عدة هناك complete metrisable تامة و  ممترة

]Ibthe [1] ' Tteves [1], [3] ، Edwards [1] ، orvath  التعميمات' هذه حوافز من1٠]
distribution التوزيع نظرية theorانظر ]L. Shwartz  الفضاءات من الكثير حيث(1]
 الجزئية التفاضلية العادلات نظرية على للتطبيقات بالنسبة بناح: بفضاءات ليست الهمة

، Hrnander [1] ، على الاطلاع مكن theory of partial differential equations
Treves [1] [2] [3

•5.2 القطع لنتائج التوسيعات بعضIato[] في نجد(3


