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L/  فضاءات

 نفرض•»r ليبيغ بقياس مزودةm" من مفتوحة مجموعة إلى ؟ يرمز سيأتي ما ى في

 و القيوسة الدوال'itegreble الكمولة أو للتكامل القابلة الدوال مبادئ القارئ إلمام
، Neveu [1] ، Malliavin [1] ' Marle []  إلى مثلا انظر الصفري القياس ذات المجموعات
Chae [1] ، Kolmogorov Fomin [1] ، Dieudonn6 [2] ، Guichardet [1] ، Rudin [2]

']Wheeden Zygmund [1] ، Hewitt- Stromnberg  لفضاءL(9) ب نرمز إلخ·1]

 نضع•K في القيم ذات8 على للتكامل القابلة الدوال

١/٢1 -ء/١٨(

 و٠/,f(+he± عوض/٢ كذلك و) بدل ا نستعمل سوف الغموض، انتفاء عند
 إلا- تقريبا كان حيثما حدات متساويتيL' من دالتين بين نسوي العتاد هو كما

( صفري قياس ذات مجموعة على

- ب نذكر للفائدة،

 جيدا معرفتها الواجب الكاملة نتاخ بعض.1.

Beppo ل الرتيب التقارب مبرهنة1.4 مبرهنة• Levi•لتكن (f٠)دوال متتالية 
• s»/f< ٥ بحيث 'ا من تزايدية

 ذلك إلى بالإضافة ؟f)( ب لها نرمز متتهية نهاية إلى ؟ على ت ح تتقاربf)( إذن
• /f٠ f/٥١ L€ و0٢



108

 من دوال متتالية(٠١ لتكن-( لليييغ الرج أو الميمن التقارب ميمنة2.4 مبمهنة•

 بأن نفرض
١)(a) +f(a)f٤ على :ت٠

/(a لكل بحيث و€Ll دالة توجد ب( < 9(a) ' n)fا٠ ؟ على ت ح:/٠ 

• ١f٠- f//٨١ »0 eL(0)/ و  إذن

 بحيثl' من دوال متتالية(f) لتكن-(.Fato فاتو توطئة1.4 توطئة

(1)

(2)

 ؟، على ت٠ حf٠>)(0'٨ لكل

• /ه٢٠ »ه
• f() - lز yf،()  نضع ، ؟€ء لكل

 وfeL)( إذن

/١+١ /تهنا٢٠

 أن أي ، الراصة الحوامل ذات ؟ على المستمرة الدوال فضاء إلىC(9) به نرمز- ترميز·
(C(0)}- C,(0€٢'H f()0\0€حيث hc9مقاص {·

 أن أي'I)(' في كثيف0)C) الفضاء(-_ الكثافة مبرهنة33.4 مبرهنة

· (f "٠) للدوال كمول علوي حد و بأن نقول
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e>٨١/f fا • ، تfeC(0) بحيث \e> 0 ٢٢e و L()

c« لتكن RN» ، 0c Iلتكن و مفتوحتين جموعتي0 و IR+و F:0x0دالة 
 قيوسة(. للقياس قابلة

 بأن لنفرض(-Toeli تونيللي)4.4 مبرهنة

€ 0 / لكل ح.ت /H(٤٧</٥
22

 بأن و

»->٠٠l//عه/ /
052

. HeL(ر x 0  )و إذن

• Fe L'(0, x 0) )- بأن لنفرض Fwbini  فوبيني)5.4 مبرهنة
 ت':€»8 لكل ، إذن

• / H(٥av < L!()
2٥

·/ F(+w\4 <L!٨)
22 ر

 و

 و

F(a, 0) €L},(8)

 ت ح:٧€٥ و لكل كذلك،

F(a,0) € 1!0)

 لدينا ذلك إلى بالإضافة

١٠//٣٠٠١،/ »-/F،إ / 02x909٥92٥02١ ر٥
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L/  لفضاءات أولية وخصائص تعريف24

 ؟نضعp>1< معP€ ليكن تعريف:

·{\f٣ e Ll() {f١٢٠٥I و قيوسة L(0)

 نكتب

o2 ا٠ "ها/]

· نظم ا م بأن بعد فيما نتحقق سوف

 نضع- تعريف·

(L(0}-ثابت يوجد و قيوسة١١٢٠٥ Cبحيث C>ا)(/ :٠}٥ على ت ح

 نكتب

٠/١f-a)/<CC} inf9 على حدات (/ا·{

• نظم ا =ا بأن بعد فيما نتحقق سوف

€f)( كنت إذا.1 ملاحظة Lلدينا فإنه 

/-f>/٨ على حدت /)(ا·

C/٠ بحيثC, متتالية توجد فإنه بالفعل »/fلكل و C,، n>ت حد /)(ا 
/(a, إذن٠ ؟ على < Cلكل (/ا ,a0\Eنضع صفري قياس ذات مجموعة,± مع 

 لكل وM لكل/)(]<C لدينا و صفري قياس ذات مجموعة ا أن بحيث± ،±لا

Eفإن بالتالى ءء.٤ ا -l>(٠/) اfلكل ا E\٤9ه •

 -,ام١ أي دم المرافق للأس ب انرمز١<«<5 ليكن- تعريف.
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 مع٤١٢٥ و١٤١ لتكن-»١5l4/sii مولد, >متباينة@4 ·منة

 و و./eL إذن

(3)

M أو 1 p<o>1. يكون عندما إثبات  بأن إذن لنفرض بديهية. ،فالنتيجة م
2Young's inequality  يونغ بمتباينة لنذكر

() 1 ٠1ab <-٥3١-١ p'p Va > 0, b > 0;

 لدينا فإنه =.زl على لأسفل مقعرة اoo الدالة أن ما بديبي)( على المعان
loو (-a+٧) > -log =b وlo+" ه logab.p'pp'p

 بالتالى

•٠€٥ ·ت
١11

(٠٥/)١\-٥\(٠/)٣f>-/(/٠)0(/\/ا٠/) 
Pp

 أن و/eL' بأن نستنتج

 )ة(

(6)

/١٢ ا%<٨٠ ا;+٠%٠ Pp

 على نحصل )ة( في>f(0) بهf بتعويض و

،1٨8-1
Pp ا/٥١ -ه١٢١ ا راواتي

 إذن نحصل أصغريا(6) من الأمن الحد ها نجعل بطريقة-//f ا/7 ا± "/%او نختار
 ت٠(3) على

< « c •" 'اء الشكل عى أيضا أحيانا سنستعملها التي c- P ء  آ مع ا»
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 الدوال لتكن هولدر: لمتباينة جدا المفيدة النتاج إحدى معرفة يحدر.2 ملاحظة

1111
l>إ.١٠٠٠١ 

pHP2T1p  مع

f٨,...,f, fبحيث ،٥ 

1<i<k feL()

 و )(ا إلى ينتمي -ل//٥٠٠٠٨ الجداء إذن
f٠«//<... /ا٤/٨٠٠\fا/ 

fcL() M<4<o> ،فإن1 > مع L(0)>L(9)  كنت إذا الخاصة الحالة في و
hgwol lse ،٧ الاستكمال متباينة لدينا و٣4٢40 لكل

</f//%,/f/ -(a<1>0) م 4p٢ ء٠ را١f٠ إن حيث ا

• [EX]  انظر

L و متجهي فضاء -.7.4 >p>1· مبرهنة o r/ لكل نظيما تشكل ا ا

-P الحالتان إثبات. (·1 اللاحظة استعمل) بديهيتان =مo و1
 لديناl€f٥٠ لتكن و1<٣<o بأن لنفرض

(//(.9(a\(/٠//)١/)2>(/("٠٥)a) + \g)(/ا٠٥)+٥(٠/)<\(٢ 

 لدينا أخرى جهة من٠/١٥٤L بالتالى

١ /ا %ا»٠-/٥٣١٨١'١٥١١٨/<١١١١٣'١/١١١٥٣١٨١'٧٠

 على محصل هولدر متباينة بفضل و ا/ol-!eL أن بيد
 /ا٥١٢"%//٠<٥١١٢,%/\١٥/٠٥/٠١/١١١١١٠

 أن أي /ا+٥//٠<////١٠ /و/١٠٠

 ت

·1<p<o I لكل بناخ فضاء -( Fiseher- Riesz • راين- فيشر)8.4 مبرهنة

 إثبات·
h> 1 . طبيعي عدد بإعطاء L (f) في كوشي متتالية  لتكن. -م ه بأن أولا لنفرض(1

 بحيثM يوجد فإنه
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• m,n > N,,
1
٦>f٠/١٠5ا٠ 

 بحيث صفري قياس ذاتEA مجموعة توجد إذن

(7)
1

,,V€0\E ا6٠-)(/)( م< Vm,n > N}.

، ،«e9\E E لكل بأن نلاحظ (، صفري قياس ذات مجموعة E-[  ل بوضع أخيرا،

 بأخذ.»E\c٨ لf(٠)٧)( لتكن (،K في لكوشيf)( التتالية فإن
o»»على نحصل(7) في 

1
,E\0€٨ ا٢(٥-)(٠ م</) Vn > N.

.1
f//١١٠0 <n+ بالتالي٠ N¢ f f/ •٣- ج< </و١ إذن ١

 النتيجة على للحصول• "ا في كوشي متنالية(f) لتكن٠1<٨<o أن الآن لنفرض(2

١ في تتقارب جزئية متالية بأن نبين أن يكفي
 بحيث(fم) جزئية متتالية نستخرج

1
 /اf٠٠-f٠٥ ا١٠<5أ>1

f<5 بحيثM يوجد كالآتي: ذلك و fلكل /ا٠ ,<mنأخذ بعدها و 

nج< بحيث >ه; f- fلكل ا »n/,<.متقاربة)( بأن سنيين] 'إلخ 
 لدينا يكون بحيث'f٠ عوض ،f نكتب التدوين' لتسهيلI٠ فى

(8)
1
<Wk +/ا١-f١«<5أ 1.

 /،» ا{١/-٠١
 بوضع

 على نحصل
 /ء@ا1«<1٠

 منتهية نهاية نحو ؟ على ت حدا تتقارب9)(, بأن الرتيب التقارب مبرهنة من نستنتج

m > n >2 (=)o لكل لدينا أخرى، جبة ·من "/€و مع  ب لها نرمز
lf٠() f()/ < /f() f-(a)/ + ..٠\f٠(٠-)/٠(a)/ < ٥(٠) 9٠١().
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 ب لها يرمز نهاية نحو تتقارب كوثي متتالية هي(f٠))( ،9 على ت حدا فإنه بالتالي
)،( f، ؟ على ح.ت لدينا 

(9) • >2 (٠)a)/ < 9)a) fا٠/) 

lf٠(٠)- f(٠٥)// »0 ' لدينا بالفعل f٠- f/٠ »0 feL. أخيا  بأن نستنتج
f(٥)// < g/() D و حدات -(a)f٠ ليبيغ مهنة بفضل نختم كمول: علوي حد ا

• /f٠- f/٧١٠0 I€/ بحيث I و (f) من متتالية  لتكن.9.4 مبرهنة
 بحيث(f), مستخرجة جزئية متالية توجد إذن

(f() C0+)(f؟ على ح:ت٠ 
Gب )/f()/ <h()• hel h مع ؟' على وحات٣

)( أن مما٠1<p<o بأن إذن لنفرض• -م بالنسبة بدية النتيجة إثبات.
•(8) تحقق(f) جزئية متتالية استخراج و8.4 المبرهنة إثبات إعادة عكن كوفي، متتالية

 يرمز نهاية نحو ت حدا تتقاربf)( بأن نرى ،8. البرهنة إثبات في هو كما بالتابعة،
(9) بفضل لدينا ، بالإضافة• )(إ" ب لها

(9(a>)(/f٠)(-٢\H،+ مع'٥ على حات lو€ •

-/٢ بالتالي (، ليبيع لبرهنة استنادا2 فيf٠ بأن وeL٢ بأن نستنتج

 ت٠٨-٢١ و نأخذ أن يكفيG )ب على للحصول(. نستنتج ومنه حدات

 "ا ثوي للفصل: قابلية انعكاسية..3.4

 حالات: ثلاث دراسة تميز سوف
( p<o>1( ا

p-1 ( ب)

p- 0. ( جب)

.0 عل حاتf٠ )(إf)( بأن وL فيf٠« بأن :نعرفf وf بين التفريق ابتداء يجب أ  ثا ، ،٧٧٠»٧٠٠
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٠1<٥<o١L  دراسة ا.

• L I مع يتطابق ا ثوي و للفصل قابل انعكي،  إن حيث الحالات أفضل إنها

·1<٨<o- I انعكاسي .10.4 • مبرهنة

 مراحل ثلاث إلى العهان يقم

 لدينا}o>»>2 ليكن(- الأولىCar «ا متباينة2 الأولى الرحلة

(10)
Pp

١ "ا"و;"/+ /إ+١n٤ ا» pp
٧,/٥ € I.

 بأن نرهن أن يكفي فإنه بالطبع إثبات
Pp 222 ا"إ؟/ %/م ا"٤ إ٨ ا٧٠8٤٣١١٥٣

 لدبنا
a١ < (e2 ١ 2)/2 Va, > 0

 على متتايدة(2+1/)12 الدالة بأن ولاحظ8-1 حيث الحالة إلى عد

 عل محمل "ج"ا-م و ا"لإ"ا-ء بأخذ»o اه

/'/٥/(٤١٥-/4 "ز/(٥")"/٠! ،  ا22 ا ة2 ا5/ ا5
 ت٠]٨>2 لأن ا /«عا2 للدالة التحديب خاصية عن ناتجة الأخيرة المتباينة هذه[

. 2<p<o L انعكاسي بالتالي و بانتظام، محدب .  الثانية الرحلة

 أن نفرض ثابتا. >ء0 ليكن بالفعل،
1>٠\1 ،/f>٠/glو ا e<٨/gا •

 بأن(0) من نستنتج

2L»2L»2 ا٩٢±/ ء١» ومه [4ج±/ ه١ ")ي(-
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 مع
p 1/pع 

٥-١(-١-(%)") >0

 ت29.3٠ البرهنة بفضل انعكي بالتالي و بانتظام حدب1 إذن

·1<٨<2 انعكاىL الثالثة.- الرحلة

T) الؤر نعتبر٠1<٣<2 ليكن- إثبات. :L (Lكلآى: العرف 

 ب له نرمز ا، على مستمر خطي دالي<L ه/+ا التطبيق مثبتا'<١ ليكن

/«>- /٠٢ ٢eL٣.
Tبحيث 

( هولدر متباينة على بناء) لدينا
,lflء T,f >/</ulا> 

 بالتالى و

(11) ».lر< ها Tulا/ 

·( u()0 o()0 إذا
 نضع أخرى' جهة من

fo(،)- /u(a)/A-2()

(12)

، f e L» • لدينا <Tu,>- Il, o/ و ",% ءا- ا٣ ا
 إذن

٤

<Ta,fao>  اT هl =رو /-نمر٣.«/
.0

 إلى من تقايس1 بأن نستنتج: /ا1 /ة -رءن«"/ على نحصل(12) و(1) مقارنة
 و( الثانية المرحلة> انعكي ا لكن.')( من( كامل ا لأن2 مغلق جزي فضاء
 و انعكيT)( فإن(17.3 قضية لا بالتالي انعكاسي:')( فإن(18.3 لازمة2 عليه

 ت١٠ كذلك

 لهذا نستعمل٠1<٨<2 حالة في بانتظام محدبL« بأن أيضا نثبت.3 ملاحظة
Clarkson الصالحة الثانية p<2>1: متباينة الغرض

١ "إ"'+ {/ء44/%±
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 أو]EX[ مثلا انظر الأولىClankso« متباينة مقارنة ما حد إلى الإثبات صعبة المتباينة هذه
]Hewitt Stromberg Morawetz[ انظر قليلا، مختلفة لمقاربة و1٠] [1] ، Diestel [lو 

[Ex]

• م(LA') وليكنo>>1 ليكن- )رايز( التمثيل مبرهنة11.42 مبرهنة•

-e١->/٠
 بيث وحيد€I يوجد إذن

٢€L.

 لدينا ذلك إلى بالإضافة
.l(1»yر,ا[ه/ا وا 

/ على مستمر خطي دالي أي بأن تبين فهي جداء هامة114 البرهنة.4 ملاحظة ه
 خطي مؤثر هو ام"« التطبيق• ا من دالة بواسطة تمثيله ،مكن1<٨<o مع

 بشكل سنستعمل يلي فيما• الفضاء مع "ً ثنوي مطابقة من مكننا غامر، و متقايس
 المطابقة منتظم

(Lh)' L٣.

:١T)( المؤثر نعرف- إثبات· Lب 

-7w٨/->٧٢٤١٠٢
 على نحصل عليه و

//T/ ٣ رمم= ء/ا € I

 نتحقق أن علينا يجب (،10. المهنة إثبات من الثالثة الرحلة في التبعة بالطريقة اعمل
E E أن نبين أن لنا يبقى مغلق' جزي فضاء . أن مما E- T() T نضع غامر:  بأن

<Ta.h>-0 L بحيث] انعكي -«L لأن 1٨c()"  ليكن.')( في كثيف

-h بأن لنتحقق' هeI لكل  لدينا.0

we٠/wh- <Tu,٨>- 0

-h بأن نستنتج  ت٠ -ه-///"h باختيار0

·1<٨ ه< لI(9) في كثيفC(0) الفضاء٠( )كثافة12.4 مبرهنة
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 توطئة. و بتعريف لنبدأً

 إذا١(9) إلى تنتمي٢:٥+R دالة بأن نقول'M<o>1 ليكن- تعريف·
• H8 > متراص لكل/1٨ L(0)

 بحيث٢l(٩) لتكن ،2.4 توطئة

(13) /٨٠-٥ Vu €C(0).

-f إذن • ؟ على ح:ت0

 مرحلتين· على نعمل.-2.4 التوطئة إثبات

/0 و</fcL)( لدينا أنه إضافة لنفرض(1
J) يوجد معطى' >ع0 C(9١١<٤ بحيث\f jلدينا(1) بحسب ا.١ 

(1) Vu /ا٨ ا ه٠٠٠ € C(0).

 ليكن

I١- {a€0, f() > }
hو -{a€02, f(٠) < e}٠

-Tietae مبرهنة بفضل مكننا فإنه منفصلان، متراصانh ي وh أن ما Urysohnانظر 
]L.Schwart [2] ، Dieudonn& Yosida[ أو1]  بحيث مC(9€) دالة إنشاء(1]

٠ ء٨إ +إ;إ إ٠
 وh1€ إذا

• ،€9 /()uo/ لك <1
 و

-F اh2 بوضع Iعلى ،نحصل 

/٨٧-/ 6٧//+٩٠٠ H٢\H02

(1) بفضل إذن،

 لانهائيا./A/ يكون أن المحتمل من'٨ لقياس]A/ ب نرمز قيومة،Ac9 "لتكن
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/١5 -ا//١٨٠٣/٨٠٠٠4٤١ /ء 02\H٢2\HK٤

 بالتالى

H٢2\HH02\02 -اا//١٨١٣٠٥٠٥/١٤١٤٠١٥/١٨

 لأن ذلك
٠02\H  اf</٤ على

 إذن
/.2e+ 2e/9>١١/f+/١/f f>/٨١\fا/ 

=f بأن ،نستنتج >ء0 لكل محققة المتباينة هذه إن حيث و ·٥ على حات0

8 مفتوحة، مجموعة ،؟ إن حيث -؟ ل(9 نكتب العامة. الحالة إلى الآن لنتطرق(2

٤/}٤<٨ وdis+(«,c ا)% -{دع،0, مثلا خذ[c9,8 متراص'
0٢ بأن نستنتج و9 على ت ح.٢-0 أن 'نرىfa. و9 على سبق ما بتطبيق

 ت٠٥ على ت حد

 بأن إذن لنفرض.L)' ف كثيفc)( بأن مسبقا نعرف-.12.4 البرهنة إثبات

 كن إذا أنه نتحقق أن يكفي ،)(+ في كثيفc) أن ،لإثبات1<٨<

')(he L٧) لكل -ا/0 بحيثcC,(9٨) لكن.٨-0 ،فإنe L}9أن مما 

-h بأن لنستنتج2. التوطئة تطبيق إذن عكنا و///h>///1٨ /ا٨// ه<  ح0
D ٠ ت

L(9) مبرهنة - •1<٨< لكل للفصل قابل13.4.

 ذاتR المجموعات من المؤلفة للعد القابلة العائلة إلى(Re ب لرمز- إثبات.

١٤٨ و»٥ ف»± مع-«1l'4 أ الشل
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 الخطية التوافيق أي«1 بالدوال الولد و@ على المعرف التجبي الفضاء إلى+ ب نرمز
 أن لنبين للعد. قابلاE يكون حتى ذلك و'16, الدوال من المنطقة العاملات ذات المنتهية

Eفي كثيف (L(9.ليكن (f€ L(9ليكن مثبتين: >ء0 و )(f€ Cإن بحيث 
٢٨<٤/f[بحيث محدودة و مفتوحة مجموعة٥' لتكن(.12. مبرهنة) ا 

Supf c02'0.أن ما (f€C(0دالة إنشاء بهولة ،ممكننا f€ Eبحيث 
Su c0أ,م, و >)(/fا)(- بتغطية نبدأ9 على حدات Supf٠ بعددp(/٠٠٠٠٠٠•

 و يساوي أو من أقل يكونR, علىf١ تردد مدى إن بحيثR ، المجموعات من منته

(D «fl-٠٤١٢-٥ ا٨٠<2٤ بالتالي و ا <  ء أن ذلك عن ينتج

 فضاءH كان إذا مسألة استعمال أيضا بالإمكان كن13.4 المبرهنة لإثبات.5 ملاحظة
.( Dieudonn4 [1] (7.4.4) C(H) مثلا انظر للفصل قابل  فإن متراصا مريا

. L  ب· ا دراسة

 بحيث وحيد€L يوجد .إذن €ب(L) ليكن- ،14.4 مبرهنة•

<>-/٧٢٠٢e١٠
 لدينا فإنه ذلك إلى بالإضافة

 =اه/ا= .ا/

 دالة بواسطة مثل 'ا على مستمر خطي دالي أي بأن1 المبرهنة تؤكد.6 ملاحظة ه
 يلي فيما.L و)'( مطابقة من مكننا غامر، تقايس هو ام+u التطبيق.L من

 الطابقة منتظم بشكل سنستعمل
(L')'- 1.

، Hc8 c متراص لكل أنه بحيث L()  دالة نختار• وجود بإثبات لنبدأ إثبات.
R>0><على حدات h]مثلا خذ كهذه: دالة وجود الواضح من ,w(a)- aل 

1' ،ac0+٨>//>nأن بحيث ه>0 الثوابت بتعديل وق ")(Lه [
• L <uf, ا<٩%L> على مستمر خطى دالى هو  التطبيق
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-p مطبقة11. البرهنة بحسب و  بحيثL4€ يوجد فإنه(2

٢e ١->/٠٢»+-.%١(15)

 قيوسة ه و»e8 لكل )«ا»>0 أن ما معرفة هي التي' إ"الي=)ء(، لنضع

 لدينا(1 )ق بحسب: =ا/ا/<l رد أن و€L أن لنثبت

٢e (16) ا/٠١/<١٤١ ا٠/١٠/١٨.%١

 المجموعة قياس بأن لنبين.C>/l د ليكن
A- {a€0; /u()/ > C}

 كان إذا بالتناقض. لنستدل (،/vl =ا ص/<l رد أن وeL فإن بالتالي «و صفري
 لنستعمل.A/<o>/0 أن بحيث قيوسةAcA مجموعة توجد فإنه صفري غير ا/ قياس

 الدالة(16) ف

- f(٨)

u()>0 ٨ +إذاa€1 و

u()<0€ إذا1  و

0€\ إذا0

 يؤدي ما ,/»،٠ ا<٣l٧",/ بالتالي او,/٠ا٠ ا<٣/٣l"/, عى نحصل

>»/0 أن ما نناقض إلى

 كذلك و اه/ا ص/<l دy بحيث<L(0) دالة أنشأنا لقد لنلخص:

٢e 1%.٠f/>(17) ->»ض

 يستلزم هذا و

(.C(9(18) >دي</٣٥ €و

 عكن (وعليهSuo على> >ء0 أن ما ي م±cL فان9€),C) إذا بالفعل
 أن(18) من الاستنتاج عمكن ، ا في كثيفc0) أن وحيث٠(7) في/ تعويض

'٣eدي</١٧<- 
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 لدينا أخيرا،

٥l١٧/-٨l>\ا>و,ص<ا/١٧٨> 'cL٣ و

 فهي الدالة وحدانية أما• -اله//gl ينتج مما صاl رد/<l أن ومنه
D ٠ 2.  للتوطئة مباشرة نتيجة

. 0e0 Ll.7 أن( للأفكار تثبيتا2 لنفرض بالفعل، انعكاسي: غير فضاء  ملاحظة ه
 يكون حتى الكفاية فيه ما كبير« الطبيعي العدد حيثf٠- ه1 ري, المتتالية لنعتبر

 انعكسياL' كان لو٠ ا٠ ا١-1 إن بحيث ،ه ,ا وار"B@,±)co لدينا
 الضعيفة للطوبولوجيا ،±f بحيثfe١' ودالة(f) جزئية متتالية لوجدت

=(a(L1,L.إذن 

(19) / ٠/٢٠ Vq€.

\9{ تكون عندما {0)٤Cص،0 بأن نرى ض٠- h /fمنه و الكفاية. فيه مما كبير٠ 

 بأن(19) من ينتج

/٧٩٥٨ec٠\+0H
٨}\0{ على القصورة٢ الدالة على8}\0{ المفتوحة المجموعة في2. التوطئة لنطبق

 جهة من• ؟ على حت =ي0 إذن٥٠}\0{ على حداتf=0 أن على فنحصل

 تناقض إلى يؤدي /-ما١١ إلى نصل(9) في ا=، أخذنا إذا أخرى،

• L • دراسة
 بعض عتلكL الفضاء فإن هذا من.L-')( بأن(14 مبرهنة) رأينا لقد
 بينها· من٠" "الحسنة الخواص

,a(1)!+ الضعيفة للطوبولوجيا متراصةBr= الغلقة الوحدة (كرة1)٠ Lمبرهنة 
( 15.3

 في متقاربة جزئية متتالية استخراج ممكننا ،L في محدودة متتالية(f) كانت إذا(2)•
=Iالضعيفة للطوبولوجيا +(a(1, Ll(13.4 مبرهنة و25.3 مبرهنة.)
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tfeLمع٣ Llه€ ·

 بأن علما18.3 للازمة نتيجة انعكاسيا سيكونL ا فإن إلا و2 انعكاسيا ليس ر أن غير
( كذلك ليس١ ا

-(Ll= أن ماL' يحوي ا ثنوي L)خطية داليات توجد فعليا" منه أكر (وهو 
 النوع من ليست =ا على ص مستمرة

-e١->/٠
C(9) لتكن و0c9 أن لنفرض•" واقعيا" مثالا لننشى +R:ب معرفة٣ 

(o(f)- f(0ل )(C€على مستمرا و خطيا داليا «ص تكون بحيث٠ (C(8للنظم 
 له نرمز/ على ومستمر خطي دالي إلى صo يتمدد بناخ'- هان مبرهنة حسب: =ااا

 لدينا٠ ص ب

/cC().(f>- f(0>(20) ,م

 بحيث€Ll دالة توجد لا أنه لنبين

VfeL.-e١->/٠
 لدينا لأصبح وجدت الدالة هذه أن لو بالفعل

}.0)\{eC٠/٧0/له 

02}\0{ على حت -ه0 على محصل٨{}0\ على مطبقة2. التوطئة على اعتمادا
 بالتالي8٠ على ت ح-0 يستلزم مما

f>-0 VfeLم<٣, 

 ت٠(20) يناقض وهذا-

 يشبه" ماذا إلى التساؤل فيمكننا ، ا مع يتطابق لاL ثنوي كان إذا_ ،8 ملاحظة+
=("L).نعتم الغرض، هذا أجل من (L(0;Cى Cمثلا انظر تبديلي بناح جر 

]Rudin  مع متقايس و تقابليا متشاكلL(0;C) فإن ،Gelfand مبرهنة بحسب ،1]

.( L h جبر طيف هو أدق بصورة و ماص طوبولوي فضاء ( إن حيث C(K;C)
 بقم«h على(Rado« رادون) قياسات فضاء مع يتطابقL=(9;C)')) فإن لذلك نتيجة

[ R ((I: في بقم± على( رادون> قياسات فضاء مع يتطابق(=(9 C)[ و  في
Rudin[ انظر التفاصيل، من لزيد Yosida[ أو1] ·118 ،صفحة1]

 الى استعمال اللائم من الأمر، هذا لإثبات للفصل. قابل غيرL الفضاء.9 ملاحظة
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 بحيث(0 ر), عائلة توجد أنه لنفرض بناخ، فضاءE ليكن-.3.4 توطئة

•(G لكل h i€l', من خالية غير مفتوحة جموعة0

• i  كان إذا0>0-,0 ب(
 للعد· قابل غيرG1 )ج

 للفصل· قابل غيرE إذن

 متتالية(u مes لتكن للفصل. قابل بأن نفرض و بالتناقض لنرهن.-3. التوطئة إثبات
• ه٨ ر€0, بحيثn)( ونختار0}>,٧٨,٨N{٧٠ieI .لكل± في كثيفة

=n(i))( أن إذ متباينi اni) التطبيق mمنه و مه ر€00, يستلزم 
 ت ج. يناقض ما هو و للعد قابلI فإن بالتالى ز-ة.

>٢a)% نثبت ،e8 لكل للفصل. قابل غير= أن الآن لنبين dis(«,Cنضع 
(ua- 1B(a,raو 

v -٠-}0١١٢٤١٠.{٠ ا لإ<
 )جا وG ا،ب تستوف(O )م٨ العائلة بأن عناء بدون نتحقق

3 القطع في التقيناها التي1 لفضاءات الأساسية الخواص الآتي الجدول يلخص

 سى الشتوي الفضاء للفصل قابل انك الفضاء
L٣ نعم نعم«1

1 <p<o
1o بعم لا ر1

1Aلا لا 'Lيحوي فعلا -
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 التنظيم و الملفوف44

·23. واللازمة17. القضية في ماعدا -دI« نأخذ الفقرة هذه في

>f)"( لتكن15.4٠ مبرهنة• 1l)"(و L>01<٨<0 مع·
€a" ل إذن R،الدالة ت، ح )(g\٠٨-٧/)على( للتكامل قابلة كمولة٧ ا٧ "•

 نضع

 وf+٥€L٣)"( إذن

١١٠٨ا٨4ا-ءادل

-M إذا بدية النتيجة إثبات. o•لتكن و-«1 أن أولا لنفرض 

F(a, -( ب f(a- u\g().
 لدينا حات، ج€ ر ل

١/\l()l <a/١٢(٠٥/s- -+d/\ ا٥ /)ا/١٢(٨-٥

 و

/ ا/4/٤4٤٧-+١\/٥l ا<
)HcLl)« بأن نرى(• مبرهنة تونيللى مهنة بتطبيق x.مبرهنة بفضل 
 على نحصل(5. )مبرهنة فوبيى

€ ي]٨ ح·ت /(٣٧/d٧ <«

 و

١\٠١/٥/٠>eا/+»/٤(٥٧١\٧ 
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15. المبرهنة استنتاج مع تماما هذا يتطابق

 فإن مثبت ح:تaeI« ل أنه نعرف سبق .مما1<٨<o بأن الآن لنفرض
 أي'M" عى كمولة الا-(//«٧\/)٥/)( الدالة

 ا٢(٠-٥)(\/'/)<1.)"(%

 أن هولدر متباينة من نستنتج فإننا ،/f(٥//)eL٣; أن مما

}cL(//-٠//)(٧-/)١٢-(٥//'/)٥/٥/)٠9(//٠٤-٥)fا 

 و

!٢«("٠l١٢>)/l/ا/٠6 ا 
 أن أي

٢\/٠(./a/()٢\+/٥)\>(/"ا١+٥()٠) 

-M الحالة نتيجة بتطبيق  بأن 'نرى1

f و ا١%//»+٠<١ /ا١٥//٥%//٠١٢%/ ٩g€ L٨

 أن أي

١٠<////١٠٠/g+ا// 

 ت

• ترميز: f()- f()  نضع ، ي دالة بإعطاء

٠ he L'(R")و٥ € LA(R")، ٢€ Ll()  لتكن16.4٠ قضية
 لدينا إذن

/١١٠٠-/٠١٠٨-

-H(#,v)(٠-٧)h()9)( الدالة إثبات. fإلى تنتمى "(L'(R xRلأن ذلك و 
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/٤١/(١١(٠)(٠<<
 هولدر لتباينة و15.4 للمبرهنة نتيجة
 بالتالى

/٧١٠٥٠\٠٠ -ء /ء/٢-«+ /ه/٢٢٤٥١٠-/٠\٥٠١٠/٥١٠٠٠
 ت

 اللفوف في الحوامل

 مجموعة لأكبر التممة المجموعة هو و معروف جد مستمرة لدالة الحامل مفهوم إن
{a; f() 0} f المجموعة إغلاقة هو أخر معنى أو) معدومة  الدالة علها تكون مفتوحة

G.حيثما معرفة الدوال هذه لأن حذرين نكون أن يحجب القيوسة الدوال مع تعاملنا عند 
 الدالة باعتبار بذلك الاقتناع عكن[ صالحا يكون لا السابق التعريف فإن عليه و- تقريبا
 التالى: هو الحالة لهذه الصائب التعريف ]،1

0c" لتكن- الحامل: وتعريف17.4 قضية Iلتكن و مفتوحة مجموعة fمعرفة دالة 
 لكل بحيث ا<٨')( الفتوحة الجموعات جميع عائلة .نتبرl في بقم و ؟ على

 نه ادل( نضع• اا على حت5-٥٤٤٤١

f إذن • نه على ح،ت0
• Suppf= 0\  سه فإن بالتعريف

.10 ملاحظة

Suppf- Suppf» -f فإن ؟ على حات f ذي بحيث دالتين f ذ و  كنت إذا ا(
 صنف في نختاره مثل أي توضيح دون ،f€L% دالة حامل عن التحدث إذن مكننا

 التكافؤ(
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 التعريف مع يتطابق التعريف هذا بأن بير نتحقق ، ؟ على مستمرةf كانت إذا ب(
 العادي

 و للعد. قابلة ليست1 العائلة لأن نظرا ه على ح:ت ي0 أن واضحا ليس إثبات.
: التالية بالطريقة العد قابلية حالة إلى الوصول مكننا لكن
 -، مذل( بحيث متراصات متتالية )س( لتكن

n

[{/٤\ < n "dist(«,R و \ >a: ا>)د { سه h, [ مثلا خذ
m

 /،/ مع م#< اال( ليكن ، ه ا من منته بعدد مذ يغطى'« لكل ذلك، بعد

 دلاه لدينا( للعد قابل لاد /لا-ر بوضع منته.

D. f ه على ت حد -ا0 بأن نستنتج' اه على حدات 0  أن مما

€f)"( لتكن.-18.4 قضية ه L"(و IRإذن٠ €و 

 انظر كمولة٧ ا-(/+ )تg)( الدالة تكون بحيث مثبتا ،aeR ليكن إثبات:
 لدينا•15. البرهنة

.w\(d٤)otl/ f(١+٥-)((/ \ت
(a Suppf)>Supp g

Supg ا f) كن إذا ٢٥)()- 0 -،) و Sumpf) Supp Suppf =و0 فإن ،٢
 إذن

Suppf+SurP)) على  )و ت٠ ح

٠ على حدات 1٨٤C(uppf+Sup  )و

(f 9)(a)= 0

(f +g)()= 0

 بالخصوص و

D ٠ Supp(f ( و C Suppf Suppg ا  فإن منه و
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f + f و فإن ماص' حامل ذات و و  من كل كانت إذا الحال بطبيعة.11 ملاحظة ه
 لا+g فإن متراصا، فقط إحداهما حامل كان إذا العموم على و ماص: حامل ذات تكون
 متراص· حامل ذات تكون

 إذن٥٠<Ll و)"(/eC)"( لتكن- ،19.4 قضية

f+٩€ C(").

 وK" على كمولة٧ ا+f-(٥)o)( الدالة فإن ،٣ac لكل أنه أولا ننبه إثبات.
،c ٣ لكل معرفة (f +9)()  فإن بالتالي

«a لتكن +aلنضع و 

H'(0)= f(٠ \9(0)
F()- f(- w)g()

()H)( يكون حتى +Fعلى حدات "I•ليكن أخرى، جهة من hمثبتا متاصا 

(Sup أن بحيث ch)-لكل n•إذن f(- »)-  فإن بالتالي و٧h ل0

 أنن ليبيغ مبرهنة من نستنتج كمول علوي حد ،/H ا)(</f/-1()l9 ا)(

(١+٥\( /E(٥٧-»/F\\٠١٠\)٥-١١٣٥
 ت

k ("c الرتبة إلى ؟ على الستر للاشتقاق القابلة الدوال فضاء إلى  يرمز- ترميز:

c()(\c)

c() c()c)
C()- c()C()

C() ) أو2(9) الرمز الراجع بعض تستعمل2 C  (ج8) عن عوضا
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€f)! لتكن.20.4 قضية• c)"(و Lو€ Hطبيعي عدد )"إذن 

f .(١N)Ch€٩ و D%(f +)- (Df) ٩ و

•٢٩ وc=(R)" فإن ، €وL </و)"(c٣(R)" كانت إذا بالخصوص،

• k- 1  الحالة إلى مباشرة نعود الاستقراء باستعمال- إثبات
 بأن" وa عند للاشتقاق قابلة و«ي أن لنبين مثبتا؟aeR" ليكن

٢(٢+9)()- (Vf+0)(a).

 لدينا (،0 إلى يؤول لأن مقدرh//<1 مع/eR" ليكن

 اf(٠١h -)بf(٧)٨V/(a- /)ب

"e// weR>//ا sا٢(٥١١٥٨-١١٢٢-( /)ت/ 

h مع h عندما /(ء0 »٣ علل بانتظام مستمر٢/ أن مما0/2+
+a أن بحيث كاف بقدر كبيرا مثبتا ماصاh ليكن B(0,1) Supf c Iلدينا٠ 

f(٠-h ٧)- /(a ٥) h\/( ٧)-0 ٣٧€h, Wh€ B(0,1)

 منه و

(.I, Whe B(0,1€(٥)٣٧h\e(/h/)1r/>(/٥-a)(٧)٨٢-f(-٥-h١aا/) 

 عنه ينتج مما

 الجزئية المشتقات من مشتق أي إلى هناD% يرمز"

.(c]=c١-/ c/ -٠٠٠ ١ c٨ <k  مع
1 8a2 8aN

f ا{[ ،، 3ع د @ رخ ..a? / ر=,5
 و' م'

6

٣(-3٢"8,٨ ر/
b1 ba 8N
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)(/.٥/\(hle(/h/>(ا a()٥//+a)- h()٢+٥)(١hا+٥()٠)/ 
K

(Vf+ D )()و و عند للاشتقاق قابلة و«ي فإن عليه و ٢٠(٢+g)(a)=

 النظمة التاليات

 الدوال من ا>)ء( متتالية كلMollifiers تنظيمية أو منظمة متتالية نسمي- تعريف·
 بكيث

1
R" Sum٨٤' على٨٠>)-(0/'٨-1 (0,=) (٣(c٠€ م٨'

m

 منظمة متتالية إلى للإشارة )م( الرمز منتظم بشكل نستعمل سوف فصاعدا، هنا من
 مع €مC%(R)" دالة نثبت أن يكفي إذ منظمة. متتاليات توجد بأنه نلاحظ

(C B(0,1Sup٨'0مثلا لنأخذ' >م/0 و" على >م 

 دبا إس ، «م)
 ادا.>1 إذا0-٨

• مع')ء/( م٠(C٠٠١"٨) نعتم ثم

• K" (")feC من متراص كل عللى بانتظام م٤٢« إذن  لتكن.21.4 قضية

e h و «HcR ب )متعلق5>0 يوجد' >ء0 لكل مثبتا. متراصا  ليكن إثبات.
 بحيث

e(/>٠/)(-٧)-fا V4 € H, V٧€ B(0, 8).
 لدينا

(٠+/)٨٠)- f()- /٢٠-٥١-/(l٨.(»-/ 'f(٥-٧)f(hl.(
B(0,±)
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1، a€I -<n و ٥ ء وإذن

١(٨٠ +3١(٠٥)f\٥ /ء</)٨-٤

 ت

/• لتكن-.22.4 مبرهنة >M> إذن٠1 (")L(")LH مع/٤ f+ في8٠

-f أن بحيث مثبتةfeC,(H) لتكن و >ء0 ليكن- إثبات. fl <eانظر 
f بأن نعرف ،21. القضية بحسب(12.4 البرهنة »fمتتاص كل على بانتظام #م 

18 القضية انظر لدينا أخرى جهة من

Iمثبت· متراص 
1، Supp@, #f) C B(0,-)+ Suppfi CH
m

 بأن نستنتج بالتالي،

//٨٠ +f١ f/٢٨-0.
 نكتب الأخير فى

8٨٠[#/٨+(f6)]+ \+f١- f]+\ f\;
 إلى نصل ومنه

f- f/١٠/٨٨ +f- f\٠ < 2/f- f/٠ ا/٨٨
(15. البرهنة على اعتمادا

 إذن لدينا

limsup /p, #f f\» <2e Ve>0

lim /p +f- f/٠- 0.  أي

 ت
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2c لتكن.23.4 لازمة ه Iكيفية· مفتوحة مجموعة ؟ 
·1 له<<L)( في كثيفc)( إذن

f و)٤>L'/>0)( لتكن- إثبات،" €C(0بحيث 

١٠٨١<٤٠\f- fا 
 بالآتى العرفة5, الدالة نعتبر

€0
a € IR\0

)(fإذا 
 -ا٦٠ إ:ا٥ً

0G. مبرهنة و),€L(R)« أن بحيث f ر«/«22 fجهة من· ا٨٠ 
 أخرى

n1 الكفاية. فيه ما كبيرSupp@, %)C B(0,) Suppfi 9
m

 ذلك إلى بالإضافة وw م€C)( الكفاية، فيه ما كبيرn إذن،٠ -م(4f.8) لتكن
 /اu٨-f١@«/«0 فإن

 تfu٨/٠/٠)<2e الكفاية' فيه ما كبير« ل إذن،

 ذ في القوي التراص معيار.54

 في نسبيا متاصةL(9) الفضاء من دوال عائلة تكون متى نعرف أن الهم من إنه

(L(0نفس على نحيب التي أسكولي مبرهنة أولا نذكر القوية. للطوبولوجيا بالنسبة 
 ماص متري فضاءh حيثC(h) في السؤال

· Friedrichs Leray و " طرف من بالملفوف التنظم طريقة أدخلت
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 جزئية مجموعة٨ لتكن و متراصا متريا فضاءh ليكن-( أسكولي24.4 مبرهنة•
• C(K)  من محدودة

 أي بانتظام؟ الاستمرار متساويةK بأن نفرض

Ve>0/f(١)- f(٥)/<e<d(0<5(21) ,ر٥<)8 بحيث د ٠fc

• C(i) K في نسبيا مقاصة  إذن

، Choquet [1] ، Dixmnier [1]  لإثبات بالنسبة مبرهنة مثلا انظر أسكولى،
]Yosida [1] ، Dieudonn&  "لبرهنةL "نسختا هما( ولازمتها) الآتية المبرهنة.1]

 أسكولى

 ترميز·
h f ب -()(/+) إنسحاب f( h)  نضع(1

0c" لتكن(2 Iو {؟ فى بقوة محتواة ا مفتوحة مجموعة بأن نقول مفتوحة جموعة 
 ماصا· تة كن إذا و تاc9 إذا اcc9 نكتب

M.Riesz مبرهنة• Fr&chet- Kolmogorov)  مجموعة ؟2cRA (لتكن25.4.
• ه٥C لتكن و مفتوحة

 بأن نفرض٠1<n<a معl(9) من جزئية مجموعةF لتكن

5>0C) Ve>0>)بحيث5 ,س 
//- fl(٧٤ ر<٤<F h]<6/ و 'h€R مع٧

• )ن(« في نسبيا مقاصةJ_ إذن"

٣ في ا إغلاقة إلى ترمز نه8
h فإن/hl<6<d ,اC)' وac ا إذا أنه لاحظ" f(a) فإن بالتالي وa ا€8 +h.(22) الفرضية معرفة

(21) ب مقارنتها مكن ؟" "مكاملة استمرارية تساوي شرط هي

(22)



135

 نضعf< ل٠ محدودة ؟ بأن الافتراض دائما مكننا إثبات.

٠f()«c ٨ إذا  /{»إواء\دوء.١
 نضع

،

F-{f;٢€F}
 خطوات ثلاث نتبع•L1) في وL(R)" في محدودة تكونF إن بحيث

 لدينا(١

1. ٣n> fcF و ج /٨ +f f\()<e

 لأن ذلك

/(٨٠+f() I()l</ ١f(٥٥) F()e.()
MN

/(<١-٠-٢٠٣ ")ا.
M Nر

١(٨٠(+٤)-f(٤/,</)١١f(٥٥) f(٠/)٨(\d.B(0,-)
m

 منه و

 إذن

f(٠\/"a+ <e/١٢-\٥١f(aM٣/,<١٠(\e/٠٦١/٥١٠)١
B(0,) 'ه

m

((22) لي>«بحسب

 لدينا بالفعل أسكولي مبرهنة فرضيات'٨ لكل تحقق،3+(-5 العائلة جا

lfl <Cء l/.>-)»ر /f+٢ /ا٨٠€F.

10v٢ eF، V٥,aد € R"  لدينا أخرى، جهة من

p»(z2)l 1o(-1\)1 //ا ,ا/ ةlT$[٣ا 2p-

 ة#رت2 ة]1 ة2\



/(٨)()(-٩٨٠+f)(و ) fl/اام/ a»ll>ا 
< C/a- a٥/.
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C() • في نسبيا متراصة3 فإن وعليه L(  )ن في بالأحرى و

٠1 ٠٠٠ م• ء٠٠ ه بحيثm-> نثبت ،>0 بإعطاء البرهان. خلاصة(

-(f ر(«/<٤ f٢ (/ا٨٨€F.

 ع قطرها نصف الكرات من منته بعدد7 تغطية ممكننا ،)( في نسبيا ماص# أن ما
 ماصة5 بالتالي•5. إذن تغطي2e قطر النصف ذات القابلة الكراتL)( «في
 ت٠)( ف نسبيا

 من محدودة جزئية مجموعةJ لتكن و مفتوحة مجموعة9cR" لتكن.26.4 لازمة ه
·1<٨<a l(0) مع

 بأن نفرض

(23)
(c9)ن, d>5بحيث 

VfeF h\<5/ و
-5>0 Wن Cc9 We>0

N -٦٨f ر(/<٤ f/٢heIمع ,
(2) ٠٧feF ٤>\(f//Lبحيث /ا٠ cc0سد Ve> 0

• L(9)  في نسبيا متاصة إذن

 بحيث اCc٥ نثبت معطى' >ء0- إثبات·

.F€٢ /اf ر\«/<٤

 بعددJ تغطية إذن مكننا.L )نه( في نسبيا ماصةF_ أن نعرف25. البرهنة بحسب
 ليكن.)( فى ع قطرها نصف الكرات من منته

g € L(نه )  ي "إإء مع
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 نضع(.1) في مقررة الكرات هذه

€ ٠٦e}-()g()6 سا ٨ ه\
DI(9) < في مقررة الكرات هذه ±c  ا8.2 ء بأن بهولة نتحقق

( [EX]  مثلا انظر2 صحيح.26.4 اللازمة عكس.12 ملاحظة

 تحققM<0>1 معI)"( من محدودة جزئية مجموعةF لتكن.13 ملاحظة

Ve>0• ٧٢€F h]<6/ و h مع٣ /mf-f/0<8٠ <ر«(٤ بحيث

• بأن القول مكن فقط ؟L)"( في نسبيا متراصةJ بأن الاستنتاج مكن لا عموما
·( [EX] . في مثالا انظر R" )L في محدودة ه مفتوحة مجموعة لكل  )د في نسبيا متراصة

·25.4 للمبرهنة مفيدا( لكن بسيط أخر بتطبيق لننه

G)( لتكن-.27.4 لازمة eLlلتكن و مثبتة دالة 

F- G+B
·1<po (")Lh مع B من محدودة جموعة إلى ترمز  حيث

• I" F من يا محدودة مفتوحة مجموعة لكل )س(ا في نسبيا متراصة  إذن

 مع-/G+٧ كانت إذا أخرى جهة من•L)"( في محدودةJ أن الواضح من إثبات-
w€Bفإن 

)»(.G G//E4,٦٨G G)+ulr»(») < C/nا٦٨-/\٠ -ر«((/٨ 

 ا بفضل النتيجة إلى نصل

€C)"( لتكن.4.4 توطئة Lمع a>«>٠1إذن 
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li G, ا٦ G\/r«(»0ر- .
h-0

· /G G/<e  بحيث

 لتكن و معطى >ء0 ليكن إثبات:

G١€C(RN)

 لدبنا

٠/GG٠+//١/G Gl,٦٨+/»Glr,G G/ < /mG nا٨,٦٨/ 
< 2e١/٦٨,G١- G/.

-Gl أن البدي من أخرى، جهة من 0-7Gإذن ومنه ااجم١ 

lim sup \7,G- G/r٠ < 2e.
h٨0

 ت

 الرابع الفصل حول تعاليق

 النتاج بين من الكاملة. لنظرية الأساسية المبادئ ببعض بالتذكير1. القطع في قنا لقد(1
 ا بينها من نسرد' ذكرها، يم م التي الفيدة

Fgorov مبرهنة ٤ من قيوسة دوال متتالية(f) لتكن٨/٠/< بأن نفرض-28.4٠
 إن بحيثK إلى

( ت٠ ح (/ا٠/)<a مع

 بحيث

 ؟ على حدات

Ac0قيوسة 

f٠(a) +f()

Ve> 0

 إذن

•٨ على بإنتظام//« A/<e\0/ و
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، Chae [I] ، Yosida [I] ، Marle [1] ، Malliavin [1]  مثلا انظر للبرهان، بالنسبة
Hewitt- Stromberg [1] ، Dieudonn€ [2] ، Friedman [3]

. Wheeden Zygmud [1]

• أ! في التراص ضعيفة مجموعات٠ ؟ على القياسات فضاء(2

,a(L)« للطوبولوجيا نسبيا متراصةI(9) في المحدودة المجموعات أن رأينا لقد Lلا 

 فضاء ليس )(!ا أن إثبات مكننا حتى و انعكي غير9)L) لكن٠1<M<o يكون

 ضمن للتراص خاصية أية تملك لا1)( في الحدودة المجموعات بأن هذا من يستنتج ثويا:

 الفضاء أكبر: فضاء في ('ا8) إغمار مكن" العائق هذا لتجاوز" و ضعيفة طوبولوجيا أي
(M(08 على رادون لقياسات•

-E) الفضاء نعتبر الغرض، هذا أجل من C(0بالنظم مزودا /")(/pنرمز• اا-5 ا 

 أجل من•M(9) جزئي فضاء مع )('ا نطابق .سوفM9)'± الثوي فضائه إلى
T) التطبيق نعرف هذا : 11() +M(96:لآي 

C(9) التطبيق فإن معطاة،feL)' ل »/fعلى مستمر خطي شكل هو٤ 

(C(0ب له نرمز Tf'أن بحيث 

<7٢٠ >هe -ء./٤٠

 بأن وM(8) فيL(9) من خطي تطبيقT بأن بسهولة نتحقق

4 [Ex] ١ /ا//,إي انظر2
 بفضاءL)(' مطابقة مكنناT بفضل.9)M) إلىL'(9) من تقايس هوT أخرا معنى
 بالنسبةM)( في نسبيا متراصة تكون )('ا في الحدودة المجموعات.M)( جزي

 من محدودة متتالية(f) كانت إذا بأنه نرى كذلك،5٠(M,C)+ الضعيفة للطوبولوجيا
(L'(0مستخرجة جزئية متتالية توجد فإنه (f٠)للطوبولوجيا س قياس إلى تتقارب 
(c.٨4)، أي 

/٧٣٣٨٠٠٧> Vu€ C(0).
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 نسا التاصةLl(0) من المجموعات هي ما الأتية: العويصة المسألة إلى نشير أخيرا
 ؟(L1,L) للطوبولوجيا
 با يعطى الجواب

-Dunford مبرهنة Pettis ) 0c" لتكن(29.4 Rمحدودة مفتوحة مجموعة 
F) لتكن (، للتبسيط) c L(9محدودة· جزئية مجموعة 

,e(L1) للطوبولوجيا نسبيا متراصةF إذن  لدينا كان إذا فقط و إذا1%

 مع ا.٨</65

 بحيث
VAc0

 د5>0

 و

٢e> 0

fcF /
، Neveu [1] ، Beauzany [1] ' Dunford- Schwartz [1]  مثلا انظر للرهان، بالنسبة

[EX] -Dellaeherie أو( الأول الفصل Meyer [1]

 متجهية قم ذات دوال(3

;L(02) نعرف بناح: فضاء ليكن وI" من مفتوحة مجموعة9 لتكن Eللدوال كفضاء 

) /١(٠)//"d ٨< بحيث توضيحه، بحب معنى 'القيوسة± في بقيم' ؟ على العرفة

-P الاعتيادي التغيير مع o)3 و.2.4 القطعين في رأيناها التي الخصائص معظم إن

 على( انعكي أو للفصل قابلEE على ملامة فرضيات إضافة شريطة صحيحة تبقى
 مع يتطابق ثويه و انعكي1(E;0) فإنp>1<٥ و انعكاسياE كان إذا المثال سبيل

'(I'(0;Eمثلا )انظر ]Sehwartz [5] ' Edwards Marle[ و1.1]  فضاءE كن إذا1]
Evolution equations  التطور معادلات نظرية فى هاما دورا تلعب الفضاءات هذه هلبرت(.

،( IR « من مجالا يكون ؟ فإن الحالة هذه فى

hnterpolation Theory  الاستكمال نظرية(4

 النظرية· لهذه البداية نقطة تمثل مثيرة نتيجة لنعرض
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«M.Ries مبرهنة# Thorin, Marcinkiewic )  مجموعة ؟2cR" لتكن٠(30.4
 بأن نفرض مستمرا. و خطيا مؤثراT:Ll(0))« ليكن )للتبسيط( محدودة
=)(T:L=() »L•إذن (T: LH(0) +L(01<٨<٥ لكل·

، Stein Weiss [1] ، Dunford Schwartz []  مثلا انظر للبرهان، بالنسبة
]Reed Sion [1] ' Bergh- 16fstrom  نظرية طورت لقد.]EX[ و( الثاني الجن،1]

Stein طرف من الاستكمال ، Calderon ، Peetre ، Lionsمفيدة جد وسيلة تعد غيرهم و 
 مثلا انظر الجزئية، التفاضلية العادلات نظرية في خاصة و التحليل' في

· Lions- Magenes [1]

 يونغ متباينة(5

 معL€9 و)"L(R/€%)) لتكن-( يونغ31.42 مبرهنة#
1 1 1

·=١1>(
r p 4 o>٧>1 و 1<p<o

 إذن

١٠//g>//٠ //ء//g٩fا • L(RN)€٥+f و

. [EX]  مثلا انظر للبرهان، بالنسبة

L.Sehwartz[ انظر التوزيعات إلى معمما الملفوف مفهوم إن(6  دورا يلعب(1]
 إمكانية إلى ذلك، بين من هذا، مرد الخطية. الجزئية التفاضلية المعادلات نظرية في أساسيا
-P(D) العادلة حل عن التعبير fإن حيث (PODثابتة بمعاملات تفاضلي مؤثر 

fundaental) الأساي الحل هو ا إن ،حيث -هE+ الشكل على solutionل) 

(P(Dمبرهنة Malgrange- Ehrenpreis')الأول. الفصل من ب2 التعليق انظر 


