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 صوبوليف فضاءات
 لسائل تغيراتية وصياغة

 البعد أحادي فضاء في حدية

 حافز.1.8

€f)[ بإعطاء الآتية. السألة لنعتبر C([a,b، دالة أوجد )(تحقق 

 ,م]b[ على
(1) "١ - f٠٠٠ ا

(1) تحقق,]b[ علىC" الرتبة من دالة هو(1) للمسألة- قويا حلا أو- كلاسيكيا حلا إن
 بسيط، جد حساب بواسطة مباشر بشكل(1) حل ممكن فإنه الحال بطبيعة المألوف. بالعى

 الأولي الثال هذا على الطريقة نوضح حتى الأمر من الجانب هذا نتجاهل سوف لكننا و
C'([a,0])) نضرب  ذلك عن ينجم بالتجزئة" نكامل و €ص1)

.a)- (b)- ٠//-٠/,٣eC'(a,b) (ص0
 أن تفترض التي)( )بعكسC'([,6) تكون أن مجرد معنى(2) أن نلاحظ

/" مع 'ه,"<L1(a,0) لدينا يكون أن حتى يكفي إنه الحقيقة، في مرتين(' للاشتقاق قابلة
• توضيحه .جب معى
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·(1) ضعيف حل هي(2) ل عققةC المرتبة من دالة بأن مؤقتا( لنقل
 الجزئية العادلات نظرية في التغياتية للمقاربة العريضة الخطوط يصف التالي البرناج

 التفاضلة:

 صوبوليف فضاءات إدخال على تعمل الأخيرة هذه الضعيف الحل فكرة نحدد أ. مرحلة
(Sobolev Spaces)الأساسية. الوسائل من هي التي 

 مبرهنة طريق عن التغيرتية بالطريقة ضعيف حل وحدانية و وجود نثبت• ب مرحلة
 ملغرام- لاكس

 حول نتيجة هذه )مثلا:c% المرتبة من الضعيف الحل أن على نرهن-٠ ي مرحلة
 الانتظام.

 حل هوC2 الرتبة من ضعيفا حلا أن نثبت الكلاسيكية. الحلول إلى العودة د. مرحلة
 كلاسيكي

-()u)[ أن لنفرض بالفعل، بسيطة. جد د الرحلة u(b)=0' € C%([a,bتحقق و 
 على نحصل بالتجزئة،(2) مكاملة.(2)

//-٠+٠-٥٨٥ b)-  €C'([a,bً,) (صa-) (ص0

 بالأحرى و

/٢-٠+٠-٥٨٥ 9€ C!(a,b0).

 ح.ت+"-f فإن بالتالي و(23.4 لازمةa,b)%L) في كثيفC!(a,80) لكن
e مادام كن حيثما الحقيقة في C4ه )

Il(/)  صوبوليف فضاء.2.8

1<p<o €p بحيث I ليكن و محدودة غير أو محدودة فترة  لتكن
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 ب' معرفWl)( صوبوليف فضاء إن تعريف·

·{٢4ec! )(I() '€I()}- Wl€=0, بحيث و

 نضع

١-٩5٠ا
.2-٥ ،نكتب١l(1c) لكل

 السواء على مكننا اختبارية. دالة بأنW4 الفضاء تعريف في نقول ،1 ملاحظة

 فإن €مC( كنت إذا أنه مما الاختبارية الدوال كمجموعةC( أوc)(! استعمال
)(qeCفي٨٨٩٩ و كاف بشكل كبير ل« +م 'cالقطع انظر 

(l  خارج0 ب ص بتمديد نبدأً م٨9 التكاملي الملفوف لتعريف بالطبع

/' L() ()"eC كنت وإذا L(D)  كنت إذا أنه الواضح من- ،2 ملاحظة
 العادي المشتق فإن لذلك .إضافةWl)( فإن(u العادي المشتق هو 'ه هنا2

 فإن محدودة، ا كانت إذا بالخصوص و•Wl ممعنى مشتق مع يتطابق
')(C()c W1<٨< لكل·

 بأن: تحقق كتمرين،٠١-١-١٠١١/ لتكن_ أمثلة.

()A« لكل H-' ا٥ ا+) الدالةv()-±(1) إلى تنتمي >M> بأن و1 • ء2
 حيث

0<<1 إذا١1

-.1<٥<0 إذا0
}-«

 إلى تنتمي أ' من أجزاء على المستمر للاشتقاق وقابلة أ على مستمرة دالة كل عامة بصفة
·1<M<a Wlh(T) لكل

٠1<٨<a )'w لكل H إلى تنتمى لا  الدالة(2

١13)( عن عوضاWl3 نكتب سوف غروض، أي هناك يكون لا 'عندما

•2.4 التوطئة بفضل وحيد د معنى الكتابة لهذه أن لاحظ
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 التوزيعات نظرية لغة استعمال أيضا مكنناWl الفضاء لتعريف.3 ملاحظة
Distribution Theoryانظر ]L.Schwartz  معى مشتقا تمتلك€L)( دالة كل (،1]

e)( بأن نقول•p'0) الأكر الفضاء من عنصر هو الذي و التوزيع Wتطابق إذا 
• L ٣ من دالة مع ،2'0) الفضاء في التوزيعي' المشتق هذا

 بواسطة صوبوليف فضاءات تعريف كذلك ممكننا ،٨-2 و -اI يكون عندما
. Malliavin [1] Lions أو Magenes [1] Fourier مثلا انظر Ttansforn  فورييه نحويل

 الوجهة· هذه إلى هذا موضوعنا فى نلتفت لن

 بالنظيم مزودW' الفضاء- ترميز:

( [/٧,%/+١a' < ""[,ا الكاف بالنظيم 'يزود1<٣<٥ كن إذا أحيانا،
 السلمى بالجداء مزودH' الفضاء

 المرافق النظيم
1  ا/ا٣(v\١١a١٦ ")ء2%

. w  لنظم ماق

 انعكاسي"Wl الفضاء٠1<p<< لكل بناخ فضاء هوW'3 الفضاء.1.8 قضية
-o>٨>1للفصل وقابل -M<o>1الفضاء. Hللفصل· قابل هلبرت فضاء 

 لكوشي متاليتان هما)( و )م( إذن'! في كوثي متتالية)( لتكن أ- إثبات.
 لدينا• ا في ،" و+ او في""+ بالتالي• ا في

/٠٥/٠٠ c c(),

، Calculus of variations . التغيرات حساب مسائل في نفضل' Wl  للفضاء هاما امتيازا الخاصية هذه تعد
(20.3 اللازمة انظر2 انعكي غير هو الذيC! عن عوضاl استعمال
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/ /٠ c c!().

 النهاية عند و

-,u«0 و 'و=ه€Wl إذن ul/wا١٨/ •
·1<٨<o W1 انعكاسي ٨ ب(

-E)( التجي الفضاء بالفعل، L() xLA:١1 المؤثر انعكي »E:Tب العرف 
• b T(l) في مغلق جزي فضاء هو ' إذن E 'W في ، من تقايس Tu- [, w']

. W13 (TTlA هو فكذلك بالتالي و- انعكاي  بأن(17.3 قضية نستنتج

· 1<p<o WlA للفصل قابل  ج)
-E) الجدالي الفضاء إن بالفعل، L(D) LA(Dإذن للفصل' قابل »(T(lللفصل قابل 

W D بالتالى ،22.3 القضية انظر كذلك .  للفصل قابل

 متتالية )م( لتكن: الآتي بالأمر السابق الإثبات من نحتفظ أن الملائم من.4 ملاحظة
ac إذن•L في ما نهاية نحو تتقارب' و/ في ما+u بحيثI' من Wlو 

0»lwيكون عندما> -,ا ه٠ o>٨>1'تبقى )'ه( بأن نعرف أن يكفي 

( [EX ' انظر e w boude بأن نستنتج حتى ا في  محدودة

 بشكل. ا لدوالantiderivatives مشتقات مقابلات" إجالا" هىW«' دوال إن
 لدينا أدق

c) لتكن.2.8 مبرهنة Wl(1'دالة توجد إذن )(C€بحيث 

/ على  هd ت•

 و

iا -)اة/٠- (
9

V2,٧ €i.

 فإن ، €هWlA دالة كانت إذا أنه أولا نلاحظ.2.8 المبرهنة مدى لنوضح.5 ملاحظة

w  إلى أيضا ا'تنتمي على حدات- تحقق دالة كل
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 دالة توجد أنه أي )وحيدا( مستمرا مثلا تمتلك١'4 من دالة كل بأن2.8 البرهنة تؤكد
 يكون عندما حد:ت:- إذا م للعلاقة بالنسبة تكافؤ صنف إلى تنتمي مستمرة

 كذلك نرمز التداوين' نثقل لا حتى و المستمر ممثلها منتظم بشكل ،سنعوض مفيدا" ذلك
 الخاصية عن "مختلفة مستمرا مثلا "تمتلك الخاصية بأن أخيرا نلاحظ المستمر. للممثل ب
'. ح·ت مستمر"

c C!() >' فإن ه C() € وإذا W'  نت6 إذا أنه الواضح من-.6 ملاحظة
( و ه بين ميذ لن سابقا ذكر كما ،ولكن ةecl) أدق بشكل

 ا نستعمل ،سوف2.8 المبرهنة إثبات عند

 بحيث٢€lD) لتكن-.1.8 توطئة

(3) /٠١٠ c c().

 ت· -ح.C بحيثC ثابت يوجد إذن

 €صC( توجد €اC( دالة /.لكل1 بحيث<C( دالة مختار إثبات.
 بكيث

،--(/،)
 أن مما او في محتوى متراص حامل ذات مستمرة، سه-« )سا/( الدالة بالفعل،

h-  بأن(3) من نستنتج ماص: حامل ذو )وحيد( مشتق مقابلh /،فإن0

/\- (/،)] ١٠٤١٠
 أي

//٢/}٠١/٠-٠ ٣€C()

· Va€I ()  معنى لإعطاء المثال، سبيل على
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 مع حت٨c أن احدت،أي/(f)-0٠2١ توطئة لا بالتالي و

٢»/١

 نضع! في محدد٥el}(1) لتكن-.2.8 توطئة

/«٠٠١/٣
 و€"C)( إذن

/، /٠ e C!().

 لدينا إثبات.

/،//٠/٨/٠0٠"/"/--٠///٨
 بأن نستنتج فوبيي' مبرهنة بتطبيق

/.٠ "/-4/٠٤ ا ا٠"/٠١
/

 ت

• نحدد-.2.8 المبرهنة إثبات ()- /+(d I€ نضع و٧٨
 4ب، د

 لدينا2.8 التوطئة على بناء

/، /٠ e C!().

 ت· ح-C بأن1.8 التوطئة من نستنتج٠٧ec)(/ -'و)ت0 إذن
c D للدالة . + الطلوبة الخصائص -ة ة
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Hl.7 ملاحظة  إلى ينتمي ا من و لدالة مشتق مقابل بأن2.8 التوطئة تبين

 محدودة· ا تكون عندما دائما الحال هو هذا و-L تكون أن مجرد

 متكافئة التالية الخصائص٠1<٨<a مع€"l لتكن.3.8 قضية

€ ١l (1)

 بحيثC ثابت يوجد(2)

Cel٧ ا،/ا»٠,€C٣().

C مفتوح لكل بحيث /h/( ثابت يوجد(3 < dist(له ,C) R€/ مع /c لكل و ه
 لدينا فإنه

/.lL»() < C/h٦ هuا 
•)( و(2) فيC- «/'ا اختيار ذلك، على زيادة مكننا،

- إثبات.

 بد·(2<)(1)

 الخطي الدالي إن(1»)(2)

«ec0٠ /«'
 إلى يتوسع فهو إذن• ا لنظم بالنسبة مستمر ، ا من كثيف جزئي فضاء على العرف

 بالاستمرارية التوسيع أو بناح- هان مبرهنة )طبقL على± ومستمر خطي دالي
L. مبرهنة و11.4 مبرهنة رأيز) تمثيل مبرهنة مقتضى يوجد' ،(  بحيث €و14

<٣ ->ص/٥٠

/« /٠

'.Iو€ 

٣cc٣

 بالخصوص نستنتج
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. c Wl  إذن

€ ست ،ل2.8 البرهنة مقتضى لدينا،(3)4(1)

،٠١٨-٠-"/٠/٢١٨١-٨'/٠٠٠/٧٠١
0a

 إذن
1

/u(١٠٤h) u(a)/ </h //(٥١ sh)/ds.
0

 هولدر· لتباينة بتطبيقنا.1 <م<o بأن إذن فلنفترض بديبي' فالاستنتاج -مo كان إذا

 على نحصل
1

/u(١٠ h)- w(٠٥)/ <h//٣ً('١\ sh)/as.
0

 النتحة

//٠«١٣٤٠٣١١ /"/،/٠ ا٠ ة/+

 ا'/ا٠ ا/٠١٠١٠
 لدينا ،s<1>0 لكن

a»/0٠>//"0+اا/ ا/ا 
•(8) نستنتج بالتالي

,Sup سه بحيث اcI مختار€C!(D) لتكن(2)4(3) Cلدينا٠ h€ IRمع 
/h/ < dist(يا ,C/)

.rks)١-٣)-ls(+s- /4(+i")+-أ/+١) 
 على نحصل)( و هولدر متباينة باستعمال و

h ا«((<ClhlI وl .-ا wا/ا١٠) 

h »0  ا النهاية عند نستنتج
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-M يكون عندما.8 ملاحظة+  صحيحة تبقى الآتية الاقتضاءات فإن ،1

(1)>(2)<>(3).

 الدوال هى ،W دوال أي ،(1) المحققة الدوال إن محدودة.I بأن يلي فيما لنفرض
• بالخاصية كذلك مميزة إنها مطلقا. الستمرة

/٠٤t٣'0<8ء منفصلة فتات من متهبية متالية لكل بحيث د e>"}
• ELf@1- ft«a/4 ، فإن EIi،- «  <ا5 محقق! من

 محدود تغير ذات دوال هي-«1 مع])( أو[(2) المحققة الدوال بينما
bounded variationطرق: بعدة الدوال هذه تمييز يمكن ؟ 

·/ على مستمرتين( غير أنهما احتمال )مع محدودتين متزايدتين دالتين فرق هي-

 للخاصية: المحققة الدوال هى

 بحيثC>0 ثابت يوجد

١ من0١٠٠٠٠ مالة نلأء٠ ا ءء ا
 محدودا قياسا التوزيعي مشتقها يكون التي<Ll)( الدوال -هي

Kolmogorov Fomin [1] ، Hewitt- Stromberg [l]  مراجعة مكن الموضوع' هذا حول
• ا

· Che ]  أو

C ،4.8 لازمة ()w ثابت وجد إذا فقط و إذا (/)L إلى  من دالة تنتمي
 بحيث

 م( )م

l,4 €لا• -(،)u/ ث حد· u(0)/ < C/-  اب
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-٠p مع(]3(<)1[)3.8 القضية طبق إثبات oت 

 بأكملهR على العرفة للدوال بالنسبة فقط معنى التحليل في الأساسية العمليات لبعض

 دالة تمديد نستطيع أن الفيد من فإنه إذن إلخ(، فورييه، تحويل الملفوف، المثال سبيل )على
a < W'(Tدالة إلى (W1(I>الانشغال· هذا على تجيب الآتية النتيجة.4 ه 

 توسيع مؤثر يوجد٠1<<o ليكن التمديد( أو التوسيع )مؤثر.5.8 مبرهنة
)(١١l(H: W1(Tبحيث ومستمر خطي 

٣ € Il(T) P,- u (1)

٣ c ١l2(T)
٣ € Il(T)

(lr») < Clul»)  /اP ا2)
//P/١1 () ء < C/ulw») (3)

/I ب مرتبط( إن )حيث < o/5.)فقط 

 ب المعرفHefeetio« بالانعكاس التوسيع بأن لنبرهن وI-/0 أ+, بالحالة لنبدأً إثبات·

>0 إذا)(  ع

٨<0 إذا()  ا٠١-٣٠
 السؤال على بجيب

• ر-ا<2 اul «ا لدينا البداية في
 لنضع

>0 إذا)('

<.0 إذا )(ه
٤

 -ز
 بأن و٥€Lh)( بأن بمبولة نتحقق

(3.8 المقطع انظرR)w) إلى عموما تنتمي لا علمها المحصل الدالة فإن ،I خارج0 به ه مددنا "إذا

)( فيc=4 ا( ){م و(2) فيc ه= أخذ "عكنا
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()- u(0)- /٠(٧٠٤٣.
±a) فإن بالتالي eI1(R2ر و٤ الملاحظة انظر w2 هl>١ ا٧/-٦١ رء•

 دالة نحدد.I-/0,1٢ الحالة إلى دائما نرجع أن مكنناI محدودة فترة حالة الآن لنعتبر
)(٨٤Cl'n<1>0بحيث، 

٤ اذا1 ا
1«<٦

3 اذا0

1
>٦

0<<1

• >1

 ع اذا

٤ اذا

f(a)

0

 نضع ،M0.1 أ على معرفة دالةf لتكن

 -إ٠
 إلى محتاج سوف

• (١-')١+n'
 إذن ،Il٤( لتكن.3.8 توطئة

 وW(0€١, )ه

,C!00) لتكن إثبات.  لدينا ض0

/«٠/٣ /'٠٧٠٠ «e

 إ٠٠'٠ ب
 «ا(/

0ec!(0.1D)  أن مما

 ت
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c) تعطى-5.8٠ البرهنة إثبات نهاية Wl(1.نكتب 

- m١(1 n)u.
w إلى بداية ٣R الدالة توسع n إلى توسع ثم(3.8 التوطئة بفضل2 ol, ب/0

 بحيث وm توسع€W'(R) دالة عى هكذا نحصل بالانعكاس:

»(w1) < C/\/wا/// 
( /n/- ( ب يرتبط( حيث

 على0 [بa,1] إلى(m)u1 البداية في نوسع ،أي(1-) مع ماثلة طريقة نتبع
 دالة على هكذا نحصل1 النقطة حول) بالانعكاس إلى تمدد [ثم,<0[
(Wl4(I€ي vتوسع (m-1و) بحيث 

2llr»0>ه/ا/( 

lra0/2>»ا// /«ه/ا ر»( w1»() < Cا/ا/ 
 ت السؤال. على يحيبPu- «+ه إذن

 مثلا انظر)Ml لدوال بالنسبة ساريةC' المرتبة ذات الدوال خصائص بعض تبقى
density "  الكثافة بواسطة" الخصائص هذه إثبات الملائم من (،10.8 و9.8 اللازمتين

 الآتية. النتيجة باستعمال

€u مع W(1) (,v)• لتكن )كثافة( ،6.8 مبرهنة p<o> متتالية توجد إذن٠1
٠ W3() C في ر"+ بحيث ٣)( في

-I بأن دائما الافتراض مكننا إثبات. I١1)(+ من دالة إلى ه بتمديد بدأنا إلا 'و
 و(C الدوال يرجع الذي) الملفوف أسابا مهمة تقنية نستعمل5.8٠ البرهنة بفضل

 متراصة(. حوامل ذات الدوال يرجع الذيTruncation البتر

 ملفوف أ(

 ا إلى محتاج سوف
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 إذن٠1<<a مع٣€I1٣(H) لتكن و €مL)( لتكن.4.8 توطئة

'%p(=و )م • w) و € Wl3(R+م 

 €صC)(! لتكن٠ +مL€0 بأن نعلم ماص. م حامل بأن بداية لنفرض إثبات.
20. و16.4 القضيتين بحسب لدينا،

/(-0٣-/٠٠e٦-/٠٠e٠٠١-/١٠٠٠)١-/٠
 بالتالى

#'o)'- pم( و · w) و € Wl3(R+م 

. ا فيP-«٨ بحيثC)( من )م( متتالية ندخل ماص، غير م حامل كان إذا
 لدينا فإنه سبق ما حسب

• (p, %o)'- p٨ %v' ,p و %w € Wl8(IR)

•22. المبرهنة انظرl2 في '#«م٨%٣' "/و في٨٧ م٩٧ لدينا أنه بيد

#'p)م+('= •  بأن و

 بأن الملاحظة بواسطة نستنتج

(٩w € Wl3(Rم 

 ت

 بتر ب(

 وG<1>0 بحيث€(C)( دالة محدد

() • m- 1,2, ...

 ا]<1 إذا1
٤

 -إ٠ ءا.>2 إذا0
(»١- )ي(

m

 التتالية نعرف
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1<M<a f€I مع  دالة كانت إذا بأنه الرج، التقارب مبرهنة بفضل بسهولة، نتحقق
• L «G فى  فإن

 استنتاج جا

 فى" إلى تتقارب =مG .م(+u) التتالية بأن لنبرهن· ).م( تنظيمية متتالية مختار
W1اا«0 لدينا ىء كل قبل٠» uلنكتب بالفعل• -مدا 

]u]+ [Gu u(-٨٨[)u- Gه 

 بالتالى و

.Gu \L» «r ا«ا /ا0« < //(p, %u) uه/ا /ا,- 
 ،.8 التوطئة بفضل لدينا ذلك بعد

 =مهG(٨٨)#+G(p% .)'ه

 فإن عليه بناء

 -'ه/ا «اه</G ,م('#u«/) /اG(p.% )'ه «ا'ه
C

«r' ا'ه٨«0 + \/Gه ا/'ه'( ٩p٠+/)»ا/-<١ 
m

-٠C ه/' حيث /gت 

6.8 البرهنة فيC )/(ج من(u) متتالية اختيار مكننا لا العموم، على.9 ملاحظة
١'٣(1 في كثيف غييC(? أخرى، بعبارة (،3.8 القطع انظر الموضوع هذا حول
٤١-١ &ن إذا إلا

 بحيث فقط( اo>1 ب )مرتبطC ثابت يوجد-.7.8 مبرهنة•

٣ اu /ا١)(=<C//w)« )ة( € Wl3(T), ٧1<p< o,

·1<M<o ()W٣ لكل مستمر بتباين cI=()  فإن أخر بتعبير
 لدينا يكون فإنه محدودة، ا تكون فعندما ذلك، إلى إضافة

o(6)>٨>٠1 لكل متراص()wl(cC التباين
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(٦)٠1<٥<٥ لكل متراصW1(cL)( التباين

-I بالنسبة(5) بإثبات نبدأً إثبات. Iالتوسيع مبرهنة بفضل العامة الحالة 'تستنتج 
-(s نضعM>1<٥ كان إذا'€R)!C) لتكن (،5.8 «مبرهنة /s/'s)تنتمي٠ 

 وc)( إلى-G)( الدالة

'= G'()' p\/-1.
IR  ل لدينا إذن

G((ء/٨١٠١١٣'٠٧٨((- ,
 ت

 على نحصل هولدرا متباينة باستعمال و
1 ».١٣١%,7lا/ p>(/ا٥) 

 بأن(2.4 القطع انظر يونغ متباينة بفضل نستنتج عليه، و

(8) €٢e /ا0 اC>=1 /ا//١ م C!()

 عام" ثابتC إن حيث
 مه«u إن بحيث )مه(€C)({ متتالية توجد'eW' لتكن بالكثافة. الآن نستدل

 بالتالي• ا في لكوشي متتالية)( بأن نرى(8) بتطبيق68 مبرهنة>(«K) في

u»ة( على نحصل عليه ±و م"في( •

 لدينا<F٠1<M<a معW(' في الوحدة كرةJ لتكن-٠)(6 إثبات

/v() l() ت /' ا<١٠/'٥/٣١٠١٠ ا<٠-٥)w/ ا
9

• C() F في نسبيا ماصة  بأن أسكولي مبرهنة من إذن يستنتج

 ف نسبيا ماصةF أن على للبرهنة ،w( في الوحدة كرةF لتكن-٠(7) إثبات
(L4(Iمع a>٩>1(23). الشرط من لنتحقق•26. اللازمة ،نطبق•

>«/ م1@ el/ · ع أن لاحظ W>1

V,y €1٠
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[h ,ن(C و)'w€F ، ناCc/ لتكن < dist(3)3.8 القضية بحسب لدينا. ا

\.h/'/ E < /h[>٦٨ ا١ رu- uا 

 إذن

//( ١ h)- w(٤"/)٨ < - ")ر(//'٠+24٨) v()/r < CMhl
 لا لا

 بالتالى و

• /h/<65 £ اذا //(٨٠٤١ ")ء هc/١٨/٩ ءء
€F  ل لدينا.(2). الشرط من لنتحقق

 ه/اl ر\ا<Iul(=١ /رI ان\C\I>1/4 /ان\4<

D إنا يكون أن . \I ذلك يتحقق حتى ا نختار كف؟ بشكل صغيرا ا  شريطة

 لو حتى أبداء متراصا يكون لا ولكنه مستمرW!()cC(i) التباين.10 ملاحظة
 محدودة )ما( كانت إذا أنه بيد.]EX[ انظر أو ذلك من التأكد حاول محدودة، فرةI نت6ك

 تتقارب بحيث )م( جزئية متتالية توجد فإنه محدودة( غير أو محدودةl )معW)(' في
( [EX] Hely مثلا انظر ؟ acI مرهنة هي هذه2 ((),w) لكل

()W1)( التباين ،فإنp<o>1 و محدودة غير ا الفترة تكون عندما c I'مستمر 
 في حدودة)( كانت إذا أنه إلا•]EX[ انظر أو ذلك من التأكد حاول مغاص' غير ولكنه

(W(Iمع o>٨>1جزئية متتالية توجد ،فإنه )( يوجد و )م(Wl€بحيث 
L=(1) u فى م" • إن [EX] 'JcI مثلا انظر  حدودة1 لكل

 بأن بهولة نمهن ، )ة( بفضلo>4>1 و محدودة فترةI لتكن.11 ملاحظة
 النظيم

ulrا/ «ا'ه//+٠- lا// 
( [EX] ()WlA مثلا انظر  لنظم ماق

 لكل€L)( فإن ،€Wl)( كانت إذا محدودة. غير فترة1 لتكن.12 ملاحظة

l[.>أن ما €و 
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/٤١٠١٤/١٠-٤١٠١٤٠٠

¢ I%() ) فإن الغالب ف ولكن [EX] ,c/1 انظر42

 إذن٠1<٦<a مع"I'h٤)( لتكن و محدودة غيرI بأن نفترض-.8.8 لازمة
 لدينا

(9) l0")(-ي .
oا] 

 ف اما«u بحيث(u٨)€C!(I) متتالية توجد ،6.8 المبرهنة حسب- إثبات.

(W'(Iمن نستنتج٠ )(9) على نحصل فإننا عليه ا"و د/«0 بأن )ة•
 سد' اu- =له<٤ يكون حتى كاف بشكل كبيراn مختار ، >ء0 بإعطاء بالفعل

-(a لدينا الكفاية فيه مما ا]كبير ل أنه  ت٠/u(a/)< فإن بالتالى و(0

€v) لتكن- جداء(، )اشتقاق9.8 لازمة ه Il4(D",مع a>٨>1إذن٠ 
)(WlAو 

(10) '.uu')ه( 

 بالتجزئة الكاملة قاعدة لدينا ذلك، على زيادة

(11) //٠-٠(٠٠٠٠٠«١
wلا 

V2,٧ €i.

· uv c eI فإن بالتالى و(78 مبرهنة  بأن بداية نلاحظ إثبات.

 لا ه الجداء فإنI إلى تنتميان و"w كنت إذا فعموما.L{ خصائص مع تتعارض النتيجة هذه أن "لاحظ
 بناح حلقةwlA بأن نقول.«! إلى ينتمي
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 بحيثC?(R) من متتاليتين(u و))( ؟لتكنp<o>1 حيث بالحالة نبدأً
L(1) u« "في«0 و ه • إذن WlA(1) u« في ,ا"«٧ و ر"

 لديناL٠)(/ في )/(/و في "مw أن ذلك من نستخلص('78 )مبرهنة

(u٨u,)- u',w٨-+ ut', ٧u'١ u'ف . L(I)

e)( أن ذلك عن ينتج Wأن و٣ 'v'+)('-2المتتالية على4 اللاحظة طبق 
.( uم u

·(10) مماملة(11) على نحصل أخيرا

e)( بأن الآن لنفترض w.إذن 

€ L(I)و • - u' € I(I)

 أن من التحقق يبقى

e C!()./-//٠0٠
Supp بحيث cI،1 مفتوحة فترة نثبت ذلك، أجل من C e)( إذن1٠ Wl,لكل 

oأن نعلم سبق ما على وبناء <م 

[،+- //0-٠/٠
 أن أي

/--//٠٠-٠/
 ت

 تركيب( اشتقاق10.8 لازمة
 إذن٠€١14)( لتكن و

4G(0)-0 ()GcCl بحيث  لتكن

Go € Il8(T)و • (Go)'- (G'o)u'

 يبقى لكنه] =م و محدودة غيرI تكون عندما أو[ محدودةI تكون عندما ضروريا ليس الاستثناء هذا2
·1<p<o I و محدودة غير  انت إذا ضروريا



224

C -G(0) ثابت يوجد فإنه 0 -M أن ما / l ه /G(s)/ ليكن إثبات. < Cls  ا بحيث
]١M,s€[-Mإذن٠ (Gou € L/(Dا/ أن ما Go/ < C/لدينا نفسها بالطريقة و٠ 
)(G'ou)/' e Lh)بأن التحقق يبقى٠ 

(12) /{»e'--//٢٠٠¢ c c().

 في م"«u بحيثC2)( من(u) متتالية توجد .إذنp<o>1 بأن بداية لنفرض
)(Wlفي و٣ )(L•بالتالي Gou Goفي =)(Lو 

('G'ou.)', +(G'ou)في I/(1لدينا أنه بيد٠ 

/«o'- /(٠/٠١٠٥ € c!().

(2) نستنتج بالتالي
 ت9.8٠ اللازمة فى كما الهج نفس نتبع'-« ه للحالة بالنسبة

W"(I)  صوبوليف فضاءات

 بالاستقراء نعرف حقيقيا: عدداp<o>1 و طبيعيا عدداm>2 ليكن تعريف·
 الفضاء

M8(T) {€ w-1(/), ٠{()12-e١ ه

 نضع

H"()- M/(p).

0١٠٠٠٠٠9٨ € L٣(D) m دوال € وجدت إذا فقط و إذا W()  بأن بسهولة نتحقق
 بحيث

٧5-١٠2٠٠٠٠٠/،+- (//٠4 ٧+4C/
c)( عندما. ص ز الرتبة ذي للمشتق يرمزD, إن حيث Wnاعتبار إذن، ،مكننا 

...، p% ، D m به إلها نرمز أو  المرتبة حتى-9 ,ر-')'(٥ د... المتتالية المشتقات
. D»ر 
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 بالنظم مزودW"4(D) الفضاء

/«»E١ا/٠/٩-٠-١٠
c=1

 السلمى بالجداء مزودH" الفضاء و

.Y/0pe٠٠٣٠-(٠ ء٨٨)
c=1

 أدق، بشكل'///٣l-/١/٣l٠+/D اه"« للنظم ماق١١٠١ النظيم بأن نرهن
-m كان إذا بأنه نثبت ،5C ،فإنه1<5<1 We>02و ب مرتبط€ o)/>بحيث 

«D"/r «/ا/ + Cاا r» < eاهأ/ Dا/ V € p٠8

[EX]  مثلا انظر2
 سبيل على ؟Wl ل عبا المبرهن الخصائصwA فضاءات إلى تعمم للقارئ مكن

()W)( المثال cc-1مستمر تباين مع 

W"(/)  فضاء.3.8

.١1( فC)(! إغلاقة إلىW)( نرمزM<o>1 بإعطاء تعريف·
. 2H}()- W(  نكتب

 السلمي بالجداء مزودH الفضاء'Wl من المستخلص بالنظم مزودW الفضاء

 فهو ذلك من أكثر و للفصل قابل بناح، فضاء هوW"{ الفضاء•H' من المستخلص
 للفصل· قابل هلبرت، فضاء هوH .الفضاء1<٨<o انعكى

 انظرWl)( في كثيفR)!C) بأن -ا،نعرف٣ تكون عندما.13 ملاحظة
. W"(I)- ١l()  فإن عليه بناء و6.8 مبرهنة

 بأن: بسهولة نتحقق )م( تنظيمية متتالية باستعمال.14 ملاحظة

H}(و W( {H عن عوضا W و " غالبا نكتب
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• w0 )c في كثيف (1)
· € M( € فإن Wl() C(D) ( إذا(2

: w()  لدوال مميزة خاصية التالية النتيجة تعطي

 على -ه0 إذا فقط و إذاW٤(" إذن ،=W(' لتكن-٠11.8 ممهنة•

 أن إذ.W الفضاء يلعبه الذي الدور أهمية مدى11.8 المبرهنة تشرح-.15 ملاحظة
· boundary conditions  حدية بشروط ترتبط الجزئية( التفاضلية )أو التفاضلية العادلات

 مفروضة·Dl عند قيمة أن بذلك نعى

 ى"٨« بحيثC}(1) من )ما( متتالية توجد ،فإنهW إذا إثبات
al • على-0 فإن بالتالي و أ على بانتظام مه+٣ إذن W()

w'٨ لتكن عكسيا، € Wعلى-0 بحيث bl.دالة نثبت ')(GeCبحيث 

1>/١/ ع اذا0 -ا

tم ا22/١ اذا 

 و

/G(١)/ €٠t لى/> I

u بحيث -ه مG)( نضع <W10<أخرى ناحية من(108 لازمة 

/u(a) ,Suppu{-< ا C {a€1;
m

 و&I على-0 أن مسألة استعمل في حتواة متراصة مجموعةSuu فإن بالتالي و
(1 اللاحظة انظر1,2)W) بالتالي (،€»I' ا/« عندما)(«0

 تw٠ في مد« بأن الرج التقارب مبرهنة بواسطة بهولة نتحقق الأخير، في

[EX]  مثلا انظر"« لدوال أخريتين خاصيتين إلى نشير-.16 ملاحظة
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C e ثابت وجد إذا فقط و إذا w"( ، إذن € L(D)1و <M<o ( ليكن(1
 بحيث

c /ا٣ ا4٢8٠ C!().

 ب ة ،نعرف€L و)(p<o>1 ليكن(2)

u()€I  ع إذا

.٨€٣\I  -ز إذا0
e)( إذن Wإذا فقط و إذا )(WlAة¢ ·

 محدودة·I بأن نفرض.-Poincare بوانكاريه )متباينة12.8 .قضية
 بحيث/( مرتبطC2 ثابت يوجد إذن

(13) /'/»C>»wاه/ا١/ € W;().

٠ w' ، لنظيم ماف w(  عى نظيم هي ا'+ا/٠ الكمية أخرى، بعبارة

e)(- إثبات. Wلدينا 

()u /ا-ا)d(a<١٧ ا٠ v(e//)ء(/- 
D د< ا'ا : wl هولدر متباينة بفضل(13) نستنتج' ا  إذن

 وH على سلميا جداء,'(v«)' الكمية تعرف محدودة،I كانت إذا.17 ملاحظة
'H أي- يرافقه الذي النظيم /w لنظيم ماق- اا

 الفضاء ،نعرفp<o>1 حقيقي وعددm>2 طبيعي عدد بإعطاء.18 ملاحظة
"/)(W3ك{غلاقة ?)Cفي )Wبأن لثبت٠ 

·{8l ...-D- على p"-1-0 '€ W»(D)}- W}/(T)

 بين التمييز بنا يحدر
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{ol - على D-0 € ه W%(T)}- W/(T

 و

{8l e على-0 ه' W%8(T)}- W%()» W()

• [EX]  انظر

w" + ثنوي

 لثنويH(' (وn<o>1 معW0 لثويW (ا نرمز- ترميز:
• H()

 ثويه معH{ نطابق لا لكن و ثويه، معl ش نطابق ،5 الفصل من1 للملاحظة وفقا
 الاحتواءان لدينا

H] c ١%c H-١

 كثيفان و مستمران التباينان و

 فإن محدودة،I كانت إذا

1<٨<5 لكل ١1 c 1% c ١-1»0

 كثيفان· و مستمران التباينان و
 فقط لدينا فإنه محدودة، غيرI كانت إذا

1<p<2 %L لى cW-1١10 ع

12 الملاحظة انظر كثيفان و مستمران التباينان و

-W عناصر تمثيل مكن  لدينا أدق بشكل'I من دوال بواسطة1٣

Jof توجد إذنW1€٤٠ ليكن-.13.8 € Lقضية بحيث 
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-٤٠>/٨٠١/٨٠ e W

 و

٤l« ءf/1 .{ر,/ max{Ifolrا 

• fa 0  أخذ عكننا محدودة،1 تكون عندما

. h- [h, h]  حيث

E الفضاء نزود إثبات Ixبالنظم 

//»h/+/ا» h/-/ا hا 
G T(") "W نضع•± في ae: من تقايس هو7 I;"١+[,] < h  التطبيق

S-T1:G و ،E من المستخلص بالنظم نزوده و W•التطبيق 
<F, Sh>٧h€Gعلى مستمر خطي دالي هو١ G•مكننا بناح هان مبرهنة بفضل 

 مبرهنة مقتضى• وا١Hl=lE مع» ب له نرمز± على مستمر خطي دالي إلى تمديده
,f يوجد بأنه نعلم لراين التمثيل cLبحيث 

-٦-/٤١٠/٨٨ Wh€ E.

• ا6 ا٣-max{Iol,/l {ء بأن التحقق السهل من
 نطبق(.12.8 القضية انظر2 'اl« بالنظمW نزود محدودة ا تكون عندما

-E مع السابق الاستدلال Iو L١١ <ه"Wه٤ Tت٠٠ 

 وحيدتين غير وf الدالتان.19 ملاحظة

 التوزيع التعريف حسبfم/1 بالتوزيع+ نطابق أن اعتدنا.20 ملاحظة

< c  على/٤+/٨٣ الخطي الدالي هو٨-4

 على المستمرة الخطية لداليات بالنسبة ساريا يطل13.8 القضية استنتاج-.21 ملاحظة
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 حدية لسائل الأمثلة بمض.4.8

 المسألة حل ليكن

(1) I-/0,1/ ١" على - f
٠-»٠١٥ ا

 الحدى الشرط يدى ،L"(1) في ،أوC(3 في مثلا2 معطاة دالة إن حيث
.( homogeneous Diriehlet's التجانس condition -( ديريكليه بشرط(0 u(1)- 0

Classical« الكلاسيى الحل تعاريف. solutio)(دالة هو %)(C€(1) تحقق
 تحقق€H( دالة هو(1) لا الضعيف الحل العادي(. بالمعنى

(15) €٧e /-/ا+«ا١٠ H}().

 الكاملة قاعدة بفضل بدبى

1.8 القطع في حددناه الذي البرنامج بتطبيق لنبدأً

 هذا ضعيف. حل هو كلاسيكي، حل كل أ. الرحلة
•9.8 للازمة بالتجزئة

 الضعيف: الحل وحدانية و وجود·- ب الرحلة

•(15) ل€H{ وحيد حل 'يوجدfeL% لكل.14.8 قضية ه
 طريق عن" على محصل ذلك، إلى إضافة

٠ //إ}٤/٠{٠ II€H;

 يليه· دير مبدأً هو هذا و
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 فضاء في فريشيه(- لرايز التمثيل مبرهنة ببساطة أو ملغرام- لاكس مبرهنة نطبق- إثبات
-h هلبرت Hالخطية الثنائي الشكل مع -

«(v0)-/٠/٠٣١<-٠٠>٠

٠٥ ب٠٠ ا/٨ الخطي والدالي

 توجد بأنه فريشيه- لرايز التمثيل مبرهنة حسب ،نعلمFeH' بإعطاء.22 ملاحظة
}H€بحيث 

< u,u ,F>- ر< w>-1,H} ٢v< H}.

 نعتم أن مكنا.H{ على' من فريشيه- ل)ايز التقابلى التشاكل هوF ا المؤثر إن
• "١ - H  للمعادلة معي حل ه بأن

 الكلاسيي· الحل إلى عودة و انتظام ود· ي مرحلتا

 فإن ضعيفا، حلا€H; نت6 إذا و€L% نت6 إذا بأنه البداية في نلاحظ
%H.€لدينا فإنه بالفعل 

/٠٠١١/٠٠ ecC

/€ C() • كانت إذا بالإضافة و c H% eL أن أي (،٢- ه > أن مما) ه H'  إذن
c)(' بالتالي و)(ec) أنه .إذc2( إلى ينتمي الضعيف الحل فإن Cانظر ه 

 حل إلى€C%(B ضعيف حل من الانتقال يتم<.C)(% ذلك على بناء'6 الملاحظة
18 القطع في كما كلاسيكي

€f)( كانت إذا.23 ملاحظة Hمع hبسهولة نتحقق ،1< طبيعى عدد 

. m/( < إلى ينتمى(15) الحل بأن بالاستقراء(

 بعض إلى نشير السائل: من كبير عدد مع تتكيف و مرنة جد أعلاه الموصوفة الطريقة إن
 بالنسبة فيه نعمل الذي الدالي الفضاء توضيح الضروري من تتكرر: ما كثيرا التي السائل

. مسألة لكل
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 المسألة حل ليكن٠ التجانس( غير ديريكليه شرط1 مثال

(16)
I-/0,1/ ١" عى - f««-٠٠//

 معطاة. دالة] و محددان /,م€l مع

a,8 وfL)(% بإعطاء.-15.8 قضية ه €I، توجد %)(H€محققة وحيدة 
 طريق عن على نحصل ذلك إلى إضافة٠(16) ل

:..,t/ /:)
• € C%(D) ، فإن /< C()  كانت إذا فإنه ذلك، على علاوة

 مكنتين. طريقتين إلى لنثر- إثبات.

 بتغيير نقوم و"a (م1)/ وv (م0=)a بحيث م منتظمة دالة محدد• الأولى الطريقة
 يحقق ة -'فإنo الجهول

f١ w%- uo٥
 (ت0-)0(1-)0.

 ة بالنسبة السابقة المسألة إلى عدنا قد نكون إذن

 الغلقة الحدبة ،المجموعةHl فضاء في نعتبر. الثانية الطريقة

F- {٧€ H'(D; (0)a, w(1)-8}.
 لدينا يكون فإنه(16) ل كلاسيكيا حلا ه نت6ك إذا

/٠/-/٠/+٠٠-/٢٢-٠ V € E.

 بالخصوص لدينا عليه و

· affine function l0 تألفية دالة م مثلا اختر
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V€ E.(17) /٧٢-٠/­٠٥٠٠/٠
٤(17) ل محققا وحيدا،'€h يوجد(:6.5 مبرهنة ستامباكيا مبرهنة إذن نستعمل

 طريق عن يحصل ذلك على فضلا

 /ة، ث//
 على محصل و ا<H8)/( مع-"u سا±(7) في نختار الكلاسيكي، الحل إلى للرجوع

(.H}(D€ا،//١٠ ا/، 
 'إلخcH)% يستلزم هذا

Sturn ليوقيل- شتورم مسألة2 مثال+ Liouvile6.المسألة هذه حل لنعتبر 

-(p')' g- /I-/0,1 على -،٠ ر/
(18)

 مع معطاة دوال€/L%(D و)C()،McC€4)( حيث

V4€ 1.
 فإن(18) ل كلاسيكيا حلا كن إذا

p(،) c> 0

e€ H})./٠٠٠/+٠/-٠
 متناظر و مستمر الخطية، ثنائي وكدالي دالي، كفضاءH)( الفضاء نتبى

«٠٠١-/١/٣٠/٠
 )مبرهنة إذن (،12.8 قضية) بواناريه متباينة بفضل إهليلجي الدالي فإن ،٥>0 كان إذا

 بحيث وحيدا<H يوجد ملغرام(- لاكس

e€ H}().٥ /-ء(٠
 طريق عن" على يحصل ذلك، إلى إضافة

;ICH/ إ» -ا//{ي})/
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e! أن الواضح من n٨! إذن' مeفإن بالتالي و'« م،إ %eH+إذا الأخير في٠ 
•(8) كلاسيكيا حلا ه يكون و+eC%0 فإن٢eC)( ن6

 التالية الأعم السألة الآن لنعتبر

(19)
I-]01/ ٠٠٠/١ إ/-

· u(0)- u(1)- 0

٠ rcC() A و سبق كما نفها هي9 و  على الفرضيات
 لدينا فإنه(19) ل كلاسيكيا حلا كن إذا

 على

/٣/٠٠٠/٠/٣٠١/٠ ٢v< H}(D).

 ومستمر الخطية ثناي وكداليH(1 الفضاء دالي، كفضاء نتبنى،

«»-//- /٣٠/«
 و >و1 كان إذا المثال سبيل على إهليلجيا: يكون الحالات بعض في متناظر: غير الدالي هذا

aو)('>»1 كن إذا أو <شم C/€بأن لاحظ-/٣ ا<2 مع 

٢ec /إ-،/٠ H}(D).

 إلى لنشر مرافقة. تصغير مسألة توجد لا لكن و ملغرام- لاكس مبرهنة تطبيق إذن ممكننا
 ;ونضعh مشتق مقابل ندخل الخطية. ثنائي دالي إلى بالرجوع لنا تسمح وسيلة
٥٨G -G. ب الضرب بعد(19) المعادلة تكتب

p" Gp'w'+ grw'١G- Gf

• (٢'٨١G٣-0  دام ما آخر بشكل أو

(Gp')'+(«u- G/٠
 التناظر و المستمر الخطية، الثنائي الداليH{ على إذن ندخل

«»-/٤٠/٧٣١
 بحيث وحيدا€H يوجد فإنه بالتالي و إهليلجيا يكون(»u,0) فإن ، >و0 كان إذا

«»- /6/٠ e€ H}().
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 طريق عن" على يحصل ذلك، إلى إضافة

;H€ ر»{}»+»/ ة/٨{٠ I I

,C([0)[ ن6 إذا بأنه و €هH" بأن بسهولة نتحقق  حلا يكونC(0,1€)[ فإن1€
.(19) كلاسيكيا

 المسألة حل ليكن- التجانس(Neuuran نيومان )شرط3 مثال

(20)
I-/0,1/  -ه"f على

٠0، /

.1120) يحقق وحيد€H)(% يوجد'I)%feL) لكل.16.8 قضية ه
 طريق عن يحصل ذلك إلى إضافة

 وي، »/لم} ،/٢٠{
I٤H 2 ٢

· e c%( (feC، فإن  إذا

 فإن(20) كلاسيكيا حلا كان إذا إثبات.

(21) t0 /ا+«/٨/٠ € I(D.

 أن على نؤكد سبق كماH)({ في ليس وH)(' هلبرت فضاء في العمل إذن يستحسن

(u(0مجهولان هما(1) و .)لراين التمثيل مبرهنة أو ملغرام- لاكس مبرهنة نطبق قبليا -

 الخطي الدالي ومع-«(»/٧٣١/w الطية الثنائي الدالي مع فريشيه(

 من شيء كل قبل نستنتج•eH(21))(' وحيد حل على :نحصل ا:ص//«٦

 بأن ذلك بعد و €هH)% بأن(21)

(0)(0)- 0/("١)٤٢١١١٠(١٤)(22)
1

t0 € I(D.

 لدينا كن لو و معى:(0)= ('ه1=)0 للشرط يكون بالتالي و€H()=ccl( أن لاحظ1!
 معى له كن ما ه€Hl فقط
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€v({ باختيار ،نبدأ(22) في H(22) إلى بالعودة ح.ت:"/- على محصل و
 على محصل

'(1)(1)- d'(0)(0)= 0 t0 € H().

 ت٠ -)(/ه -)('ه0 بأن نستنتج كيفيتان، قيمتان(1) وw@0) أن ما

 المسألة حل ليكن-٠ التجانس( غير نيومان شرط4 مثال

(23)
I-/0,1/  على

'(1)=/
"١ - f،٠}

/,a مع € Iمعطاة. دالة{ و معطيين عددين 

 يحقق وحيد<H)( يوجد' €/,مI ولكل/eL)(% لكل.16.8 قضية
 طريق عن" على يحصل ذلك إلى إضافة (،23)

}8٨٠١٠٠-٠oم}١/١١/)" ،/ lI€H

 فإن(23) ل كلاسيكيا حلا كن إذا إثبات.

(2) //«/٠/١٢٠+٥٠١ ٣ e H'().

 الخطية الثناي الدالي معH( الفضاء في ملغرام- لاكس مبرهنة تطبيق إذن اللائم من

 الخطي والدالي-» ه/»/
 ص٠٣١/+٢٠»٠(٥١١٠0١٠

 المثال في كما الطريقة نفس نتبع ذلك بعد (،7.8 البرهنة بفضل مستمر الخطي الدالي هذا

 ت٠ ('ه1-)8'(0) ه أن لإثبات3

 المسألة حل ليكن. مختلطة( حدية شروط5 مثال
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،٨}fعلى" -ه I-/0,1/
· (ه1-)0

(25)

 فإن(25) ل كلاسيكيا حلا ن6 إذا

٣e /ا«/٠/-٠ H()(0) مع- 0(26)

 البلي الفضاء في العمل الملائم من

H- {٧e H'(); (0)- 0}.
• الرناج بقية مباشرة للقارئ يرك

 السألة حل ليكن.- ثالثة( حدية شروط6 مثال

]I-/01/- على ا"ه
(27) -)،0'٠٠١- ا-ر+

€k حيث I4 معطى".
 لدينا فإنه(27) كلاسيكيا حلا كن إذا

/٠٣/+٨/١٧٠e H()مع . (1)- 0

 الهلق الفضاء في ملغرام- لاكس مبرهنة تطبيق إذن يستحسن

H= {٧eH'(D); (1)- 0}.
 التناظر المستمر، الخطية الثنائي الدالي مع

٧٣١/٦١4oت(»/١٠٠- 
. 13H> 0  يكون عندما إهليلجي الدالي هذا

 الحدية الشروط اعتبار مكننا أعم بشكل!2

.od'(0)- pou(0)=0, a1'(1)B1u(1)=0ه 
,w) الدالي يبقى ف،6 بشكل صغيرة]h ا و سالباH كن إذا ا  توجد أنه يبين صريحا حسابا أن بيد إهليلجي،(»0

[EX] f انظر حلا تقبل لا(27) بحيث k ودوال  سالبة قيمة
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 المسألة حل ليكن.- دورية( حدية )شروط7 مثال

(28)
I-/0,1  أ على

(d'(1(-0ه') .
"- f -٨ ا

 لدينا فإنه(28) ل كلاسيكيا حلا كان إذا

(29) v(0)= w(1) ٣e مع H() /»-/٠/-٠
 الهلي الفضاء في ملغرام- لاكس مبرهنة تطبيق إذن اللائم من

H= {٧e H'(D); v(0)= w(1)}.

 على نحصل٢<١)(" يكون عندما٠(»v -)ت. ه/١٣"/ الخطية الثنائي الدالي مع
e)(% حل H٢)\ كان إذا ذلك، إلى إضافة(28) ل هcC، يكون الحل هذا فإن 

 كلاسيكيا.

 المسألة حل ليكن-٠(R على حدية مسائل8 مثال

(30)
R على

 ا/«o عندما
"١-f-}

•٢١)(% مع

 ضعيفا حلا إن المألوف بالمعنى(0) تحقق€C%(I) دالة هو(30) كلاسيكيا حلا إن
 تحقق€H'(R) دالة هو(30)

(31) t0 +«،/ /،إ/٠ € H(R).

 ضعيفا حلا يكون فإن(30) كلاسيكيا حلا كان إذا بأنه ثي، كل قبل لنرهن

c)( أن من الأمر بداية في لنتحقق بالفعل،(.30) I:إثبات في كما)( متتالية نختار 
 على نحصل بالتجزئة بالكاملة و(Gu) ب(30) بضرب (،)( الصيغة6.8 البرهنة

/٠/(٠١&٤/٠١»/٢
I

 عليه و
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(32) /٤/ ه/-+٨٠/{٣٠ MI

 لكن

C- //g"  مع ر-ا
Cةة،/:" ا 2ربع/ 

 م د- و.إ+إف
 ف الباية إلى ر #&/إ»ما/إ»ما/نم أن إمى،"عد فى

 فإن(30) ل كلاسيكيا حلا كان إذا أخيرا،٠(٨+o عندما(2)

/٠ _/-،/ا٠ ٣ee C!()

٣e) بالكثافة و H'(IR(0) ل ضعيف حل هو 'إذن.
 فضاء في ملغرام- لاكس مبرهنة تطبيق يكفي ضعيف' حل وحدانية و وجود على للحصول

 ذلك، إلى إضافة وH4)( إلى ينتمي الضعيف الحل بأن بسهولة نتحققK٠)'H) هلبرت
• € C%() ()eC ،فإن٢  كان إذا

<()f€1%)( ليكن: خلاصة Cالذي و(0) وحيد كلاسيكي حل يوجد فإنه 
H()  إلى كذلك ينتمى

 المسألة دراسة ممكن لا.24 ملاحظة

R  على
o»ا،ا 

"f
, عندما)(«0

H1()  في إهليلجيا ليس=)",»/ '+د الخطية الثنائي الدالي لأن السابقة بالطريقة

 المسألة حل مكننا أعلاه الطريقة بنفس-.25 ملاحظة

M0.<  أ على
 [ا« عندما

f"ه- 
«)(0 و  {ء،

,L%(0) مع o€[.معطاة 
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 العظمى النهاية مبدأً.5.8

 لدينا ؟١/-0.1/ لتكن

 ديريكيه مسألة حل€H)(% لتكن و/1)cL4) لتكن٠17.8 مبرهنة•

a(0)- a -٠٤ إ
 و

1 على
(1)- p(33)

 لدينا" إذن

V 1.min{a,8, inff} < u(a) < max{a,,,supf}
1 I

(3)

 لدينا لستامباكيا(، البر )طريقة إثبات.

٢ec H}(D).(35) /ا+«/٨/٠

 بحيثGcCl)( دالة نحدد
,0/( أ +ol G على فعلا متزايدة

Gب ·te] o,0] G(t)-0
-I{ ليكن nax{4,,supfأن 'نفرض o>بأن لنبين٠٨ h>على ح:ت ·/

-)G) لتكن I-بأن نعلم ؟ 'eH، أيضا لدينا إنه بل }e H+لأن ذلك و 

(0)- F-a- h<0و · u(1)-H-8 E<0

 على نحصل(5) فى" بتعويض

/،e«i/٠t٨-/r-٨
 أي

f وإلى ه+= أنه المحتمل منf لspess إلىi مم وsPf يرمز" ifessأنه المحتمل من =
· infessf = supess(f) C>(٠)f حات}و 'C} if = supessf o). بأن نذكر
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٨-/،"«"¢- ٨//+٨٦C ٨٦-//٨٦٢G-
-)G (وH)<0 أن غير I)>0، بأن نستنتج بالتالي 

/( ٨٦G@- i١<٥

٣tcH أن ما و tG(t) -)K)G بأن السابقة التراججة تستلزم'0< F)-  ح--(0
D٠-u h> به" بتعويض)( إثبات نبي ت: حد  بالتالي ت·

 بطريقة(3) إثبات ومكننا€C)(% ،فإن٢cC)( تكون عندما.26 ملاحظة
a- 0 a كانت إذا• آ على العظمى نهايتها عندها تدرك التي النقطة €l  لتكن مختلفة.

 ، )(ه-0 بالتالي وa<1>0 فإن ذلك غير كن إذا•<H لدينا فإنه -ء،1 أو

 بأن(33) العادلة على بناء نستنتج')("<0

(o)= f(-) + ( مa)" ه < f(ao) < K.
 العامة. ليوفيل- شتورم مسائل إلى التعميم إمكانية ميزة الطريقة لهذه

:17.8 للمبرهنة المباشرة النتائج بعض لنستخلص

(33) ل حلا ه لتكن-.18.8 لازمة ه
/· على>0 فإن /، على5>0 وإذا8l على >ه0 إذا)(

• ه/اl ا١-<l/ فإن ،fcL)( وإذا&l على-0 إذا(2)
f إذا)( • ر/ه/ا<//ul ر= /'فإن على0

 نيومان· لشرط بالنسبة ماثلة نتيجة لدينا
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 قضية

I على

s-.، اساة حن٠٤« نكن و /ا<+ ابتن 

٠ /"أ،»
 إذن

V4€1.inff < u() < supf
I I

(36)

 لدينا إثبات.

t0 € I(D.(37) /ا+«/٨/٠

-)G) في ندخل K) -h حيث37٥) spفي كما الطريقة نفس نتبع ذلك بعد 

 ت1.8٠ البرهنة إثبات

c% ،فإن٢cC)( إذا.27 ملاحظة Cاللاحظة في كما(36) إثبات ومكننا 

 مدد"<0 فإن ،0 ف مثلا ،8l على العظمى نهايتها ه أدركت إذا أنه لاحل.26
(.0 يسار عن انعكاسيا

f) .لتكنR-1 أن لنفرض-.28 ملاحظة L"(Iلتكن و (H%(D«€حل 

" - fعلى • IR

 إذن

V€ IR.inff < u() < supf

[EX]  مثلا انظر2
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 طيفي تحليل و ذاتية دوال6.8

 لدينا٠١/-0٠1/ لتكن

 توجد إذن٠ €وC /و)( على >مa>0 معC€8)(' لتكن.20.8 مبرهنة•
 وC€c٨)(% بحيثD)%L) ل(e ا>), هلبرتية قاعدة و ا>)«( حقيقية أعداد متتالية

(338)
I +'(,'pe) على 4e,- eه-٨( ،.« 

• ٨ »o  عندما« فإن ذلك إلى بالإضافة

٨u- (')' «u egenwalu التفاضلي للمؤثر  الذاتية القم هي)( ال بأن نقول

 المرافقة. الذاتية الدوال هي(e) ا أن و ديريكليه شرط مع

+C>0 C بحيث  ثابتا اخترنا إلا ،و >و0 بأن الافتراض الأحوال بكل مكننا إثبات.
 إذن ،توجدfeL)(% لكل•(38) المعادلة في«٨١C« تعويض إلى يؤدي وهذا

(H(D) » H}(I€ل محققة و وحيدة 

(39)
I '('p)- على qu­  ن٠-٠/
. 15L%()  في ("ا1) من كمؤثر العتر ي٧١ ه للمؤثر1 نرمز

 ،(9) بفضل لدينا، ماص: و ذاق قرين مؤثر7 بأن لنتحقق

/١١/٠/-١٠
 ثابتC )حيث ااا٨<Cll«/ بأن نستنتجal٠'/١ و%ا//<l»lul«/ فإن بالتالي و

 يكتب أن مكن الذي و فقط،a ب متعلق

(8.9 القطع انظرH{ فيH من +كمؤثر إلى ننظر أن كذلك عكنا ا
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١/T٢\٣ < Clfl/».

 من متعاص مؤثر1 بأن نستنتج حدود(1 >لأن مراصL)(" فيH(' من التباين أن ما

")Lأن على لنمهن٠ )"ن في 

//٨/-٠٣» ٧٢٠٥ e L%().

 فيكون'-T٥ و -هT/ نضع بالفعل،

(0)

(1)

- (p')'+ qu- f

(p')١q- g٠

 لدينا يكون فإنه بالكاملة و (به1 و)0 ب(0) بضرب

/٠/٨/٠٠٠/٠
 بأن أخيرا نلاحظ

(2) /(+-/٠//-٠٠/»٥٥ fe L%()

N(T){ أخرى ناحية من و -Tf كان إذا أنه ما0} -/·0 فإن0-
 ذاتية متجهات من مكونة(c ر>) هلرتية قاعدة علك("1) فإن ،1l.6 البرهنة حسب

(eigenvectors)ل Tخسب بالفعل، ر>0 لدينا• ج)مر( الذاتية للقم ،المرافقة 

-N(T{ أن ما ن#0 و٣>0 فإن(2) •0٣ أن نعلم و(0}

 بأن انرى٣٠e-Te, بكتابة

1 .=,« حيث
/

(pe',) 4e- ٨e٨

e)(% بأن نلاحظ أخيرا، c c٨)( لأن نظراe e Cي- 
c= D« إذا الواقع في (ecc( e». فإن'8

 على نحصل=0 و=«1 إذا.- مثال

n- 1,2... ، ٨٨221 =()e٨ و /2sin(nre)
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 الذاتية الدوال و الذاتية القم تمحضع التفاضي المؤثر لنفس بالنسبة.29 ملاحظة
 كما الحدية الشروط معA- "ه للمؤثر الذاتية القم إيجاد كتمرين مكننا الحدية. للشروط

·7 و6،5،3 الأمثلة فى

•7 الؤز تراص حاملإثيات بشكل" كدودةI" افتاض تدخل لقد.30 ملاحظة
 و' محدودة" غير ا ن عندما" صحيحة غير تكون20.8 المبرهنة نتيجة فإن العموم على
Continuous الستمر للطيف مهمة الجد الظاهرة نواجه فإننا عليه Spectru، انظر 

]Reed- Simon  حيثuT:f١ للمؤثر الطيف و الذاتية القم إيجاد كتمرين' مكننا،.1]
 من ذاتي قرين محدودا مؤثرTI على ا"ه-٢ العادلة حل هي€"H)( إن

· [EX] ، انظر( متعاص غير لكنه و I%() (I) فى4

 الثامن الفصل حول تعاليق

 التباينات بعض(1

 بوليف صو بنظم المتعلقة الهمة التباينات بعض إلى نشير

Poincar€- Wirtinger  متباينة ا(

 على/( «متوسط-«"/,, نضعeL٠(± بإعطاء معطاة. فتة١ لتكن
 لدينا

rا هااة /'ا<١/- tc M()

( [Ex]  انظر2

Hardy  متباينة ب(

( [EX] " انظر صحيحة20.8 المبرهنة نتيجة تبقى الحالات بعض في
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 و" ر<١0 إذن١٠-٣٣٣ مع<"١"0 لتكن و١-٠١ لتكن
 فإن ذلك على زيادة

،(a) C٠٧l«٣ .ا ,ازe W(1)

( [Ex]  انظر2

Gagliardo Nirenberg Iterpolation ل  الاستكمال متباينات جا

 بحيثC ثابت يوجد إذن٠1<p<o>4 وr<o>1 ليكن محدودة· فترةI لتكن

(43) ٣ /اv ا٤٠<Clwl /ا",{4 %ا٠ c ١l(T)

• /X]  !انطر را'(ه١) ب"ا معرف0<<١ حيث

٣-١ و٨-٠ نs إا أو د لته، &ن إذا باء ر«أ الباية من بالخصوص نستنتج
 فإن

(4) ٣ € Wl٠(T)
، We>0Cمحيث 

/c١٠١ ه٤/٠ ا/٠٠-١٠٠٠
·( [EX] ' انظر Compactness method  التراص بطريقة)( إثبات كذلك مكننا

Nirenberg[ في شمولية أكر أخرى متباينات نجد Ftiedman[ كذلك انظر1]  أو2]
]BT[، المتباينة نلاحظ ذلك، بين من 

121 2 ٣ ا «ا'ه<Clul .أ; اul مث € W%(T)

-haronie التوافقي الوسط هو م إن حيث vean«+ا. أن:)ارا/إ أي ، و 
٢2-= ء' 0p

 شمدت- هلبرت مؤثرات(2

c(% لكل يرفق الذيf١«0 المؤثر بأن نرهن محدودة، فترةI لتكن Lالحل ي 
 للمسألة الوحيد

I '('p)- على qu­«٠ ا-ر
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 >ب0 و>a>0 مع
· [EX] ! انظر L"() L2(1) ف  من غمدت- لهلرت مؤثر هو

 طيفية خصائص(33

 مع هu-')'(» ليوقيل- شتورم لؤثر الطيفية الخصائص من العديد نعرف
 نعرف· بيبا من. ز0,1] على ديريكيه شرط

 بسيطة، ذاتية قيمة كل بأن كذلك نقول:1 هو ذاتية قيمة كلmultiplicity تعدد ا(

 ل المرافقةc)( الذاتية الدالة فإن متتايد، ترتيب في)«( الذاتية القم نظمنا إذا ب(

e() /M0.1' الأولى الذاتية للدالة فإن بالخصوص و « على جذرا-«(1) بالضبط تملك
•/0,1/ على ثابتة إشارة

•0< نهاية نحوn عندما<" الكر يتقارب ج

، Protter- Weinberger [1] ، Weinberger [l]  مراجعة مكننا القضايا، هذه حول
. Agmon [1] Hartan و [1]، Coddington Levinson [1]


