
 المشتقة

The Derivatives  المشتقة

 الرابع الفصل

Ox+h, f(x+h)] ,x) و f()) ، النقطتين ونأخذ f(x)  الدالة منحني لدينا ليكن

 الشكل في كماk المحور على(x+h,0 و)(0) النقطتين بين البعدh يكون وعندها

 التالي:

(+h, f(+h))

: PO  المستقيم الخط ميل يكون عندها
f(٤+h)- f(x)

 [أ[ ح

 ماستا مo المستقيم ويصبح القطة+، من مقترب النقطة فان٨-0 وعنما

,P(x))( النقطة عند٤ الدالة لمنحنى f، النهاية: هو ميله ويكون 
. f(x+h)- f(x)m, =Li-- (y)=[

h٨»080

. f()  بالرمز النهاية لقيمة رمزنا وحيث محدود حقيقي عدد ا حيث
,x))«( النقطة عندf للدالة الأولى بالمشتقةf)( تسمى f)هندسي تفسير وللمشتقة 

 التالي: الشكل في كما مخططf نمطية لدالة البياني فالشكل هام.

,P(x))@ لتكن f)), Ou, fالخط وميل ،£ الدالة منحنى على نقطتين POالمار 
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 المشتقة الرابع الفصل

 كانت رذا f؟(-T() هو. النقطتين هاتين إحداثيات من والمستنتجP و0 بالنقطتين
(u- x)

.8 عند مستمرة الدالة

PO h، المستقيم والخط O ناحية المنحنى على ، تتحرك x u من  تقترب عندما فإنه

.P P، عند للمنحنى المماس من وتقترب  حول يدور
 كما منه يقترب جعله ويمكن المماس، ميل {منO ميل يقترب الوقت نفس في أنه لنفترض

 نقول: أن ويمكن ، نهائية عملية مجرد ذلك لكن ، من كافيا قربًا قريبة باختيار" نريد
 أن: إي إ(Po )ميل يساوى عند المماس ميل

. f ٢+h- f xLi PO=Li')(٠) F"(»)
٨0 ٨0 h

 النهاية هذه وجود بشرطP و0 بين الأفقية المسافة عن تعبرh حيث
(8 من الأكبر و من الأقل ب قيم الاعتبار في نأخذ أن )يجب

=y للمنحنى) المماس ميل هي عندR الدالة مشتقة أن أي f(8النقطة عند 

٠ (x, f(»))

P( x, fTn))

 بالنسبة موضع أي في الدالة تغير معدل تعيين فهي هام، فيزيائي معنى أيضا للمشتقة إن
. ب المحدد الموضع في الدالة لمنحني المماس لميل العددية القيمة تمثل أنها كما لمتغيرها
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 الرابع الفصل المشتقة

 مثال:

 السابقة. التعريف باستخدامa لأيf(a) فاوجد.f-)(٣ كانت إذا
 الحل:

h)- f() (x+h)%- x٤+٩)fا و 
fأ٢) )- [ = [

ha h ٨a h

h(2x+h)- 1;٣٠+2٣h+٨2- ٣ برم
[[{[ د [[[[ر

h6٥ha
= 2x

Lim2x= 2a
1-٨a

 المماس ميل هو هذا.f()=2¥ المشتقة لهاf(n=)٨ الدالة أن أثبتنا المثال هذا في

 عند المماس ميل يكون مثلا ،y= الدالة منحنى في,(x النقطة) عندy للمنحنى

. f()=2  هو(1,1 النقطة)

 النقطة تتحرك تزداد وعندماf(2)=4 (هو2,4) النقطة عند المماس وميل

(x,xلأعلى) 2 والميل للمنحنى الأيمن النصف طول علىxيزداد. للمماس 

y

١
١

١
١

١
١

(1,١)
-2 الميل

2x=  الميل

(x,x)

2 الميل=

-(1,1 النقطة) عند المماس ميل و ،f'(0)=0 تكونx=0 الأصل نقطة عند

 كل عند المماس ميل يكون(x<0) للمنحنى الأيسر النصف على للنقط وf'(1)--2 هو
 سالباً. نقطة
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 الرابع الفصل المشتقة

 تعريف:
 المشتقة فإن العدد تحتوي مفتوحة فترة على معرفة دالةf كانت إذا

,P=(x النقطة))( عندR للدالة الأولى fبالنهاية: تعرف 
f(x+h)- f(x)٠٠٠٠ ,f()=4inالنهاية وجود بشرط .

 عامة: ملاحظات

=x) النقطة عندf للدالة الأولى المشتقة.1 aالنهاية: (هي 
')٤ ٠)= 1;٢٠(a+h)- f(a)غ {{[[ر} 

٠(٩٠ fa)  النقطة عند٣ الدالة لمنحني المماس المستقيم ميل وتمتك
 موجودة: التالية النهاية كانت إذاa النقطة عند للاشتقاق قابلةr الدالة إن نقول.2

f'(a)= L;٢٠(a+h)- ٢(a)2}]]}]
h٨-»0

٤(a)٢[;٢ =)٤(' ٠(a+h)-]]}}
h-٨ ٠0'

 النهايتان: أن يعني وهذا
f(a)٢[;٤-)-(' ٠(a+h)-ر]](- ح} 

h٨-0-

 ومتساويتان. معرفتان
(a) f(a) العدد عند اليسرى بالمشتقة  وتسمى
(a) f(a") العدد عند اليمنى بالمشتقة
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 الرابع الفصل المشتقة

 مثال:

=g(x) إ +-،٠
- x2+x,

x<1

x>1

 كانت: إذاg)(' أوجد

 الحل:
u"-3u -)'١ ٠; (يg-(u)( إ,(0-(2+

 مر= {[إ=-[{[
-]u»ا -]u»ا- 

. u-2u-1 ٠=L\'ا)لا ا Lim(u-2)=-1
»1- u-] »١

+ .. ٤(u)-g (l) . (u"+ u)  ع )أ(-]-]0-
»١+ u-] ٥«١ u -\
.- u( -١)٠- [im= [I (-u)= -]

 ا«u-1 ا«

g)"(' إذن '()-gفإن وبالتالي (g'(1(1 وتساوي) موجودة-
 مثال:

 ومشتقاتها. الدالة رسم معf(t=2+3t للدالة التعريف باستخدام الأولى المشتقة أوجد
 الحل:

2- 2- 3٥٤)٤+2+3(t٥(٤)٠t)- f+f(t.ا- 
٦أ[[[[ د {)[[ل

/t٥١0٥t0٥ ا
2١3t+6t٨t+3(٨t)- 2- 3t°I;٠= u

.6t٥t+3 ٥t2. ٠ً٠١ذ٨١{أ ،»»٠٥١٠-»٠
٥t0٤/0٥ ا

50
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 الرابع الفصل المشتقة

 للاشتقاق قابلة كانت إذا (،a), المفتوحة الفترة على للاشتقاق قابلة٢ الدالة إن نقول.3
.a<c<b  في نقطة كل عند

 للاشتقاق قابلة كانت إذا ]،a[, المغلفة الفترة على للاشتقاق قابلة الدالة£ أن نقول.4

 أن: أي الطرفين عند ومعرفة المفتوحة الفترة على
! fT)= f(a) ي

[ f(8= (b» ي

=y) كانت إذا.5 f(nالتالية: بالرموز الأولى للمشتقة يرمز فإنه 
٣' ()= D,[fT)]= D,y= y
dy {[«] ه
dx dx

 بأنه: علما

=u بوضع x+hعندما فإنه h0فإن ux:وإن 
(٢)h)- f+٢)fا٠ f ( ٢) - [/

h٨-٥

 المعادلة: فتصبح

٤('٢)= n, f(u)- ٢(٤)
U- ٢

 مثال:

f(x) الدالة: مشتقة لإيجاد المشتقة تعريف استخدم = xومشتقاتها. الدالة رسم مع 
 الحل:

f(٤+h)=(+ h)'= x+3x4h+3xh2+h°
f (x+h)- f()- x+3x2h+3w°+h'- x= h(3x +3wh'+ A%)

. f(٤h)- f(٢)f (٢)- [I1
٨0 h

[, ٨(x+3د+٨ %)
3 {أ]

h-0 h

3x(-3٣+3 د-٨)ا -
٢'(x)- 3x
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-5.0

-50

5.0
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 الرابع الفصل

 مثال:

 ومشتقاتها. الدالة رسم معf\=)٠/x7 الدالة: مشتقة لإيجاد المشتقة تعريف استخدم
 الحل:

F'()- [ ٢(+h)- f(),]]))X
hh0

-, -7-اا=اذا٠5,-٦
 {[أ]

hh-0

١, قإ -٦-اابد٨5١-5 ٩-٤ذ,+7-ااردا,
 {أأل لأ

 تة٨ -اذا54٠٨٩
3(x+h)-7-(3x-7)L-

 ،٦ ا=,/,٩٨٠١٩
3x+3h-7-3x+7Li-

 ل+ ;،،,٩-ا-=٩3»

+ م،٢
 +7-45ا٠34-7-254٦
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 المشتقة الرابع الفصل

5.0

20.010.0

5.0

- 10.0

5.0 ١ 3
٤ح 2/34

20010.0- 10.0

 مثال:

.x=0 \fn)=/x فاصلتها التي النقطة عند للاشتقاق قابلة غير  الدالة أن اثبت
 الحل:

h0+h- 0- -٨+0@o٢١١٥)٣ ا[ا ,م ا[١ م rR0) [{[ د ))[[ر {{[[ر د= ,م ا/
hh"٨h»6"hآم«ر 

٢ . f@0+h)- f(0) ٠ /0+h/-/0 h ا, ا hf(()-[i-, ا =[im''''=[im'=[in =-]
٨٥- h ١٥ h ٨٥- h ٨-٥- h

x=0  عند موجودة غير المشتقة

 مثال:

 الدالة: مشتقة لإيجاد المشتقة تعريف استخدم

. f(n)-2x- 5x+x
 الحل:

f()[;٠ /(x+h)- f()
X (([[ر

h-0 h

(x+h)'-5(x+h) +(+h2,,م) 
 ر[أ[

h0 h

2r+6xh+6h +2h' -5x-10xh-5h' +x+h-2x+5x-xرم. 
= 1m

٨-0 h

R()- h(6x ,ر م +6xh+2h-10x-5h+1)
} ]]))

h»0 h

.• f(»)=6x-10x+1
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-20

-2.0

 الرابع الفصل

 .ء0

 مثال:

f(x)-6x+٢+5  الدالة: مشتقة لإيجاد المشتقة تعريف استخدم
 الحل:

F()=L. f(x+٥8)- f(x)X ]]])-
A٨»0 DX

[;٠ - 6(x+ Ax)+(٤+٥)+5
 أ3أ{ ه

٨٨»0 AX

- [;٠ -6x-12xAx- 6Ax +x+ Ax+5+6x-x-5
3 [أي

DX0هه» 

f()= (x-6٥x+1 ب٠4٨-(12;]
{ [{[[ر

٨٨»0 DX

.• f(»)=-12x+1

253



 المشتقة

Derivative Rules

 الرابع الفصل

 الاشتقاق. قواعد

First Derivative for Algebraic Functions :  الجبرية للدوال الأولى المشتقة

 عند مستمرةf الدالة فإن عند للاشتقاق قابلة دالة٤ كانت إذا إنه نلاحظ

 صحيح. غير والعكس

k f()=k حيث f'(n)-0 ثابتة دالة٢ الدالة كانت إذا-1 :  فإن ثابت مقدار
f()=2 مثلا:

f()-0

f'(n)= nx'  فإن: موجب صحيح عدد" حيثf-)(٣" كانت -إذا2
f(»)=x"

f'()=18xآ 

 حيث: أيضا للاشتقاق قابلة تكونk الدالة£ فإن للاشتقاق قابلة الدالة( كانت إذا-3

«٠٤٣-٤44
dxdx

 مثال:

f'() f(n-9x فإن  كانت إذا

 ه ودرء»
dxdx

f'()=9(2n)=18x

 أيضا للاشتقاق قابلة تكون٢+g الدالة فإن: للاشتقاق قابلتين دالتين'04 كانت إذا-4
ddd f\)+g(x)(f+g)()=
dxdxd

 مثلا:

f'(x)=15x"+7x+2x : f)=3x+x'+x، فإن  كانت إذا

 أيضًا. للاشتقاق قابلة تكون±£g الدالة فإن للاشتقاق قابلتين دالتين(8 كانت إذا-5
ddd(f-g)()= f()-g(٢)
dxdxd
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 الرابع الفصل المشتقة

 مثلا:

f(»)=x- x  كانت إذا

R'()=5x-2x :  فإن

 للاشتقاق: قابلة دوالf,4,43,٠٠٠,.f; كانت إذا

 تكون الدوا هذه فرق أو مجموع تمل التي+4١f+.+٢ الدالة فإن

 أن: نجد منها للاشتقاق قابلة
dddd

(٤+f+f +٠٠٠٠٠٠٠+ f\٤)= f(٤)+ f;(x)+...٠٠٠٠٠٠+ f,(8)dxdxdxdx
 مثلا:

g'(t)=6t+24t  فإن: (يt)=11-3t+6t كانت إذا

 )الضرب(: الجداء قانون-6

 فإن: للاشتقاق قابلتين دالتين٢,g كانت إذا
ddd f()g(8)+ g().(f٠g)()- f(٨)٠
dxdxd

 مثلا:

,(5x) كانت إذا g=(x-10-٣=)فإن:٤ 
d d-(/٠g)()=[(-5.(-10)]

dx dx

= (-5x)(3x)+(x-10)02x-5)

= 3x-15r+2x-5r-20x+50

= 5x-20x- 20x+50

 القسمة: قانون-7

 تكون ا"ا الدالة فإن (يn=0 وكان٢ عند للاشتقاق قابلتين دالتين,£g كانت إذا
8

 وتكون:٢ عند للاشتقاق قابلة
dd f(x)- f(٢.)٤(x)g(٢).
ddx٢d  ا {{أ] د

[g(r)]°d٤٢
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 الرابع الفصل المشتقة

٠•

١-x فن،m ام,=« كان إا
dd

X- ٢٢-]X- ٢K٢X--٢ ث "إ, ٣ا;وا43 0اي"١_٧١ ر»

(x-1)(-1)d٢٢-1
-1X-1- ٢
،

(٤-1)° (٤-1)٩

=y" كانت إذا-8 xفإن: موجبًا صحيحا "عددًا يكون عندما 

dy 1- /)ر٠١) X
dx

x 0  حيث

 فإن:f(n)=x° كانت إذا مثلا:
-2f'(»)=(-2)(x2ا(-- x-, , x٦0
x

٠٤ x'  "إ=-« فإن: ،-ر»«
2. f@»)

 كانت إذا-9

_ 1x(6x +5)
{ }

٥٧٠5٢٠54

 مد ب3/=:0 باخت د،
 ا]

٥٠٢54

y'= nأ f»)""x f( : )= فان لا f))"  كانت إذا-10

 فإن:y=(2r+2) كانت إذا مثلا:

y=3(2r+2»)(4x+2)

'((«r ا')٣٣)( فإن:y+/fi« كانت -إذا11 -"(rر=) 
n

 فان:I y=4ب,و_ كانت إذا مثلا:

y=(»+2x1)6
(2n +16(3s +4n+ر("٨- 

6

256



 المشتقة الرابع الفصل

Chain Rule Functions @  السلسلة )قاعدة التركيبية للدالة الأولى المشتقة

 المشتقة لإيجاد قانون على الحصول وسنحاول التركيبية، الدالة درسنا أن سبق لقد

 التركيبية: للدالة الأولى

 هي: التركيبية الدالة فإنu= (ي8 وكان) للاشتقاق قابلتين دالتينf,g كانت إذا

y=( fg)(8)= f(g(n))= f(u)

 ٠ه ه كلتلي: لشقاقي قابلة تكون
(fg)»)= f'(g())g'(n)=

du dxdx dx

 مثال:

y=1 كانت إذا
(x+1)

 ومشتقاتها. الدالة رسم مع '±؟ فاوجد

 الحل:

,"y أن نفرض = x+1لدينا: يكون منها 
u

٥y « dxdx أ إ٥ يد /ل1)4 ر( dudx du
dy515ر٥-٣ 

 أ
(r+1)d٤ u"

-2.0

-2.0
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 مثال:
٠٠٤d ا٠  ء أوجدy=»-6,٧=٣+3x كانت إذا

dx
 الحل:

dy dy d٧
dx dvdx

d57.(4x +6x)=5(x+3x)(4x +6»)
dx

d ٤ .y=sin u", u=lnxء أوجد 
dx

: مثال

 أن بفرض

 الحل:
٠d du ٠١. d· .y= 2uu'cos u°  لدينا يكون بذلك .الا بأن: نعلم

dx du dx

٠٠٠2Inxd cosn°) دينا يكون منها xا 
٢dx

1 ٠٠u'=-  أن بما
X

: مثال
.;sinx٤dy٠٠١٠ y=tanu" ان بفرض u=e٠٠٠٠٠• و٠ التركيبية. الدالة رسم -مع اوجد

٢

 الحل:

"ee?(e"" لددينا يكون منهاu=cosxe" أن واضح لا»dyd٧ بان. نعلم ")cos weه ي 
dx dudxdx
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 الرابع الفصل المشتقة

First Derivative for Power functions :  القوى لدوال الأولى المشتقة

=y" للدالة الأولى المشتقة فإن موجبًا صحيحا عددا كانت" -إذا1 x:هي 
 لy اما

}

mdx
m

x٦0  حيث

(=٤)fأن حيث n, mهي: المشتقة فإن صحيحة أعداد 

m "١f'(x)=- ٤"
n

y، لا. فأوجد' 

x"  كانت إذا

x٦0  حيث

 مثال:

 ا» كان إذا
 الحل:

1 ا١١1١
'ny آر= م

1212
1

 م,ا

-2.0

-2.0

 مثال:

y، لا. فأوجد 

='5y اذ55 x6 = x6=6ة 
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 الرابع الفصل المشتقة

The Derivative of the Trig functions .  الثلثية الدوال اشتقاق

: f'()=cosx : f()=sinx فإن  كانت -إذا1

 الإثبات:
f(x)= sin x

f'(٤)= L٠ f(+h)- f(٢)Y ]})]
٨-0 h

f'()= [;٠ sin(x+ h)- sin (x)
} ]})]

٨-»0 h

f'( [;٤)= ٠ sin cos( h)+ cos sin( h)- sin x
Y ]])]

٨-»0 h

f'()= [. sin xtcos( h)-1) ,, م cos xsin( h)
Y ]])] [([[ ا ر

٨-»0 h ٨٥ h
· ٠٠ Co S h-1ا . . sin h- Lim sin xxLim('3أ ')')+Lim cos xx Lim"ا')

h-0 h0 h h0 h0 ]

f'(r)= sin x.(0)+ cos x.(1)= cos

f'()=-sin X

f'(n)=see' x

 فإن:f(»)=cosx كانت إذا-2

 فإن:f()=tanx كانت -إذا3

 الإثبات:

f(x)= tan ٢

.• f'()=

.. f() sunح }، }

C0S X

c0s K(cos )- sin X(- sin X)
(cos x)%

F'(رم cos"x+sin 'x  أ ح {د

cos 'x
.• f'(٤)=see' x
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f'(x)=sec xtanx

 الرابع الفصل

 فإن:f()=secx كانت -إذا4

f'()=-cot xcsc X  فإن:fT)=cscx كانت إذا-5

 الإثبات:

f(x)=csc٢» 1f(x)=
sin X

.:. F'( _ ر sin x.(0)-(1).(cos8)
 لأ

(sin x)
- COSX­f'(x)-,»

sin X
f'()=-cotx.cscX

cosx ٤ )م('-1 { ح

sinX SinX

f'()=-csex  فإن:f()=cotx كانت إذا-6
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The derivative of the inverse Trig functions.  العكسية المثلثية الدوال اشتقاق
 الدالة: أن المثلثية الدوال دراسة عند وجدنا -لقد

mT m. +٧٥n-إ«ا: ا٠[٢٠ :in2 ه 2

 والدالة أحادية دالة وهي ةi أ« =ا"١ وs ا« ا=ا" وتحقق ومتزايدة مستمرة دالة

 ام،٠ًً ;ج- وا: يتك ء ،ا بسة
=y الدالة مشتقة لحساب sin 'xأن: نعلم 

y= sin 'xب x=siny
 نجد: الطرفين باشتقاق

11 =cosyy== م yا- 
'cos"ycosy

 اطر منها
٠ا-٠ا;٠ا-٢

 الدالة: أن المثلثية الدوال دراسة عند وجدنا -لقد

, ٢٧cosxcos :[0,m]»[-11]

 العكسية والدالة أحادية دالة وهيcos(m)=-1 وcos(0)=1 وتحقق ومتناقصة مستمرة دالة

cosهي cos ':[-1,1]-[0,m]. :  تكون بذلك
=y الدالة مشتقة لحساب cosxأن: نعلم 

y=cos'xث x-cosy
 نجد: الطرفين باشتقاق

. 1 1]-SInyyy= =
٥in١  ,5ر

 على: نحصل منها
]/ ح ح : ولمة ،أ،

 الدالة: أن الملية الدوال دراسة عد وجحنا -لقد

«an :[o.a]ا""ا٢٠ »uan٤2 2
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lin وتحقق ومتزايد مستمرة دالة tan x=+o=و him tanxوالدالة أحادية دالة وهي 
22

• «ن:"R ا,؟-/- تكون: بذلك اn هي" العكسية

y= tan' =y الدالة مشتقة لحساب tan 'xx=tan y :  أن نعلم

 نجد: الطرفين باشتقاق
2 1 1]-seC yy=y= =

secy 1+tan" y

(y١٤ أ٤. ن+ مة/S@@ [= cosy cosy
=٧ ا1 1+ x"

 لدينا: يكون وبالتالى

 مثال:
[٠ ا-٠: =y، فإن كان إذا انه اتبت cot.y'=

1+x%
 الحل:

 نجد: الطرفين وباشتقاق-cot٢ فإنy=cot' أن بما

l=- cos ec"yy'=y=
csec y

-11
cot"y 1+xا+ 

 مثال:

.y'= y=sec، فإن K ٠٠،٥٨ كان إذا انه اثبت
 الحل:

=secy 'y=sec فإن secytan=1 أن بما yy :  نجد الطرفين وباشتقاق

y  ا-=ا لدينا: يكون وبالتالى
-sec ytany

(١+ u٨ y=see" y= )=y ة»  قعو )ر, أن وبما

 ,و،- ،==y لدينا يكون
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 مثال:

·٧ ل=' فإن =،cosee'x كان إذا أنه اثبت
x ٣-1

 الحل:

x=cosecx =y فإن cosec'x  أن بما

1=-cos ecyy :  نجد الطرفين وباشتقاق

: 'y== للينا ويون -٠٠ :آ»أقد، ا=سباء أ أله،
 نتيجة:

 التالية: العلاقات نستنتج السلسلة قاعدة من

...u'(x) y=sin))« كانت ا-إذا '(uG:لا لم, فإن= 
1- u()%

(u'(8-ر 

٠ا-،«
=y)( كانت -إذا2 cos' u:فإن 

.٠u' ٤ا 'tan=(fn)( كانت -إذا3 u:ر"(" فإن= 
1+ u(x)%

٠٠-UX f(n)=cot" u») "=y كانت -إذا4  "ا فإن:
1+ u(x)%

•٠u Xy=""", : 'fi8-sec فإن u»  كانت إذا5
u() 'u()%-1

٠٠-Ul X f8-cosec'u(» =y كانت -إذا6  """م فإن:
u(8) 'u(n)-1
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Derivative of Hyperbolic functions .  الزائدية الدوال اشتقاق
 على: نحصل الزائدية الدوال خواص ودراسة تعريف من

siا (أ٤°ء١ (si  )م)« أ٣٣أ° فان وبالتالي
 «،(01 ا»»-٠ غر: نصد ومنهما

 التالي: بالشكل موضح كما

e- e(cosh x)=
2

-2

-2n

-e+e ء
cosh= بأن: علم(2 xفإن وبالتالي 

(eash»)=sinhx :  طى نحصد منها

 التالي: بالشكل موضح ما

2r

2r
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sinh x tanh= بأن: نعلم(3 ء xفإن: وبالتالي 
cosh Xء ب 

,_ cosh 4x-sinh "x 1 2 ،2
(tanh X)= == - ا tanh X= sech Xcosh 4x cosh4x

 التالي: بالشكل موضح كما

sinh x  ء
coth= بأن: علم(4 xفإن: وبالتالي 

cosh X=ء 

sinh 'x- cosh 'x 1 ٥٥(coth )=,=,= - ا coth x=-csec h X
sinh x sinh x

 التالي: بالشكل موضح كما

-10.0

10.0

y csch- r
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 المشتقة

 فان: بالتالي

 الرابع الفصل

1
csec hX= (5

sinh x
- cosh X(csec hx)=

sinh x
- cosh x 1

 بم س

sinh x sinh x
-1-coth x
=-csec hx coth X

 التالي: بالشكل موضح كما

-100

cosh r
 الع=

2
suh r

-100

1 (6sec hx=فإن: وبالتالي 
cosh X=ء 

- sinh x sinh x 1(sec hx)==-x =-sec hX tanh X
cosh cosh x cosh X

 التالي: بالشكل موضح كما
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 مثال:
. . d.y= sinh x% +cosh(x)  للدالة اوجد

dx

d٠ 3٨ ." 2rcosh ()sinh,٢-+ ز
dx 2 r

 الحل:

 لدينا: يكون الزائدية الدوال اشتقاق من

 مثال:
. . d.y= tanh x+ cosh(sin(e))  للدالة اوجد

dx
 الحل:

'.•..٠ ء.٠٤٠١٠٠١٠٠٠٠١٠ sec) لدينا: يكون الزائدية الدوال اشتقاق من hx+ esinh(sin( e")) cos( e"ءل 
dx

 مثال:
d.. y= cosh(cos x)  للدالة اوجد
dx

 الحل:

 لدينا: يكون بذلك تركيبية الدالة أن واضح
y'= sinh(cos x)(cos x)'= sinh(cos )(- sin x)=-sin sinh(cos x)
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 مثال:
. d. y= cosh% x+sinh? x  للدالة اوجد

dx
 الحل:

 لدينا: يكون بذلك تركيبية الدالة أن واضح
y= 2cosh xsinh x+ 2sinh xcosh x

= 4sinh xcosh x

-2.0

2.0

y4=ء sinh r cosh ±

y cosh' 'sinh د  د

2.0

20

0

-2.0

 مثال:

"y=sinh للدالة 'ر اوجد x-cosh% x؟ الرسم مع 
 الحل:

: هي الدالة مشتقة أن واضح
y= 2sinh xcosh x-2cosh xsinh x

= 0
: للحل ثانية طريقة

°cosh: بأن نعلم xsinh° x=lلدينا: يكون وبالتالي 

y=sinh" x-cosh" x=-(cosh" x-sinh° x)=-1
y= 0  هي المشتقة قيمة تكون منه
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Derivation of lnverse Hyperboli functions:  العكسية الزائدية الدوال اشتقاق
 العلاقات نستنتج الزائدية والدوال العكسية الزائدية الدوال خواص ودراسة تعريف من

 التالية:

: sinh!  الدالة -مشتقة1

 أن: نجد الطرفين باشتقاقy=sinh'x<x=sinhy بأن: نعلم

===S]] yy= yع@ -[  ،له ,االهي ,اال±أ،
 لم- منها

٣+1

: cosh-'  الدالة مشتقة-2

٧cl-٥'٠ بأن: نعلم  أن: نجد الطرفين باشتقاق٢-4

==[ -S1\ y- y- sin١ y sin'  أوم cأ« لا

 ن لم دمنها

x= tanh yب أن: نجد الطرفين باشتقاق 

: tanh-  ا الدالة مشتقة-3

y= tanh 'x :  بأن نعلم

tanh y)y)ا- '=sec h" yyا= 

1  -د/]1±
1- tanh" y 1-٣%

 على: نحصل منها

x=coth yب أن: نجد الطرفين باشتقاق 

: coth-4-ا الدالة مشتقة 

y= coth' x :  بأن نعلم
2 1 11- (١- coth y)yا = yا ==

1- coth y 1-x

 على: نحصل منها
1  د] د1

1- tanhy 1-٣
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 مثال:
·- • d.y= sinh-(x +4x-4)'  لدالة" اوجد

dx
 الحل:

 لدينا: يكون الزائدية الدوال اشتقاق من
4x+12x33٤١34١ د١• +1 =وsi«'(٣'+4he-4٤"%"'+ ،(إ أم ي x +4x-4

 مثال:
1 ٠ dy·y= cosh '(sin( 3x+ 23)sinh dx للدالة اوجد

 الحل:

 لدينا: يكون الزائدية الدوال اشتقاق من

4إ أ»إج ا٠»5١-851 إ!إ،)±/ا د3إيو )ج
dx x x ٤ /(sin(3x+ 23)-1

 مثال:
1 . d. y= tanh-"( +3x+6)+,  للدالة" اوجد

X dx

 الحل:

 لدينا: يكون الزائدية الدوال اشتقاق من
dy 3x +3
d١٤(-٨+3x6} x'

 مثال:
dا-٠ .y= sech'x  للدالة اوجد
dx

 الحل:

 أن: نجد العكسية المثلثية الدوال خواص باستخدام

y= sec h-'x =
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 نجد: الطرفين وباشتقاق-,,= تكون بذلك
'sinh yy-ر 

 يغري، بهبر٠ ا٨ا0-٥٨٤ ويعل-
- coshy_ cosh"y

 ا»٢ او،ا»4,
r 1 1

»٢-م

 مثال:
،٠٠٠٦

dy
=y للدار:dx اوجد u"- 2u+5كان إذا sinlr-+coS؟ التركيبية الدالة رسم مع =ا 

 الحل:

: الصورة على تكون والتي٧ الدالة مشتقة نوجد

u'= cosh x+ sinh
y= 2uu'2u'= 2u'(u-1) :  بأن نعلم

y= (cosh x+sinh x)sinh x+ cosh x-1) :  التالي النحو على المشتقة تكون بذلك

y = (sinh r+cosh x)"-2(sinh ±+cosh r)+5

p

، 2 ٠ . 2y، 2sinh x+4sinh xcosh -2sinh r+2cosh ±-2cosht

-2.0
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 الرابع الفصل المشتقة

 واللوغاريتمية. الأسية الدوال اشتقاق
The Derivation of Exponential and Logarithm functions

 اللوغاريتمية: و الآسية للدوال الأساسية الخواص بعض يلي فيما نلخص

exp:IRRR تعرفexp بالرمز لها نرمز الأسية ­الدالة , -eتقبل دالة وهي 

='exp(8))( عام بشكل ومشتقاتهاR على الاشتقاق exp)كانت وإذا x=0فإن 

exp(0) =  الخواص. هذه تحقق التي والوحيدة حقيقية دالة وهي1="

-100 ٥٥٥٥٥٥٥
٥

 م

 م

2

 م
 م

 م

٥
٥٥٥٥

100

 عامة: وبصفةR على ومتزايدة مستمرة دالة الأسية ­الدالة
. lim e=0 lim و e=o

]-}-٥ X-)

 التالية: الخاصية تحقق الأسية -الدالة

.(xy) eR 4 لا=e.e! لكل

 وتعرف اللوغاريثمية للدالة العكسية الدالة وهيl على ومتزايدة مستمرة«e -الدالة

 التالي: الشكل على
.(x,y) eR' (y=e<x=lny) لكل In:RR إذا , x-lnx

R xeR.- على للاشتقاق قابله اللوغاريثمية الدالة '-=(«)'In لكل  عام بشكل ومشتقاتها

 عامة: وبصفةR على ومتزايدة مستمرة دالة الأسية -الدالة

. +-()i lnج± =()iln و لإ
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The derivation of Exponential functions .  الأسية الدوال اشتقاق

 يلي: كما معرفةf() الدالة كانت -إذا1

y= f()=a;a>0
: f(n) تعطى y'=alna للدالة الأولى المشتقة فان

 مثلا:

 بالرسم: موضح هو كما فإنهy=3 كانت إذا

y3ا= ln3

-50

50

5.0

5.0

 يلي: كما معرفةf\n الدالة كانت إذا-2

y= f)=ba ; a>0
: f(n تعطى y'=ba للدالة الأولى المشتقة فإن lna

 مثلا:

 فإن:f()=5x6' كانت إذا

f'(w)=5x6ln6
 يلي: كما معرفةf(n) الدالة كانت إذا-3

f(x)-ba"
 يلي: كما تعطىf( للدالة) الأولى المشتقة فان

.K =u في للاشتقاق قابلة حيث f()  بوضع

.. y= ba "
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 المشتقة الرابع الفصل

dy dy du
، ، ،

dx du dx
d 'ba " ln a uل 
d x

 مثال:
.('£ فأوجدf()=80x-4»5 كانت إذا

 الحل:
f'(w)=8x04١4»5 wln2x(6x+4)
f'()-(48x+32)x2/33+4»45 n2 لا1

e=2.718  الأساس ذات الأسية الدالة اشتقاق-4

=y معرفةfn) الدالة كانت إذا be:فإن 
dy'= belne (x)
dx

lne=1 : : أن وحيث ='y فإن عليه be
 مثلا:

 فإن:fT»)=3e كانت إذا

F'()=15e5

-1.0

-1.0
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The Derivative of Logarithm functions .  اللوغارثمية الدوال اشتقاق
 يلي: كما معرفةf'(n كانت) -إذا1

; a>0, a=1y= blog,

 أير،"8 دة ا«ونى المنة فن

٧=
 مثلا:

=y) كانت إذا 3Log,(x:فإن 
, 3log،ey=ي 

,y=blog)«( كانت -إذا2 fحيث a>0, a=1يلي: كما تكون الأولى المشتقة فإن 

 في للاشتقاق قابلة لا حيث=f(8) بوضع

 الأولى: المشتقة فإن ومنه
4y ر""ص dy سك .==0 إ(,

udu dxdx
 مثلا:

y= bLog,u

(y=3Log(6x:فإن 
،_3(0x)Logr 15٣,, 15,

y = ،Oge=- 0ge
6x x x

 كانت إذا

 يلي: كما معرفةf(8) كانت -إذا3

 ر""٠ ي.يد«ربة
lne=l بذلك ='y'=y ان وحيث

XX

 مثلا:

 yه ا فان: ا=لا٧ كانت إذا
d٧٧

 مثلا:
.٠٠2 : y=2lnx فإن ='y كانت إذا

x
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=y) الدالة كانت إذا-4 bln fTيلي: كما إيجادها يتم الأولى المشتقة فإن 

y=bln u x أن أي u في للاشتقاق قابلة =u حيث f()  بوضع

 تكون: الأولى المشتقة فإن وبالتالي

ln e = 1

 مثال:

٧ إ"ع-٤ لدلة ايولى الشنة أوجد
- ه٣٨ -تج(-اأ=\ه+٨ أشم -ء الحل:

1.0

1.0

 مثال:

. y= e"Inx sin2x  للدالة الأولى المشتقة أوجد
 الحل:

d y dy du u'= bln e
d x du d x u

, ، ي dy ٥"[ = -
d x u

 دوال: ثلاثة ضرب حاصل تفاضل
. 1.y'=-2e-2In x sin 2x+ e-2"sin 2+ 2e-2In xcos 2x

X
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derivative of lmplicit functions :  للدوال الضمي التفاضل
=y)( الدالة عن يقال fبواسطة الدالة عن التعبير فيها يمكن لأنه صريحة دالة 

 هذا في المدروسة الدوال في كما الأحيان معظم في الحال هو وهذا عام وبشكلx المتغير
 صريحة: التالية الدوال كل المثال سبيل على الكتاب

y= x+8 ا , y=sinx , y=,x3, y=3n+2x-7x-10
 المعادلة وتعطىy الدالة عنx المتغير فصل فيها يمكن لا دالية الصيغ مع أحيانا نتداول ولكن

y-2ry+2ترل رج x : fTxy=0 المعادلة فمثلاً ضمنية الدالة تسمى وهنا  بالصيغة

 التالية: الخطوات نتبع ضمنية دالة فيy لإيجاد ،x بدلالة وحسابهاY فصل فيها يصعب

 المباشرة: بطريقة.1

.X  للمتغير بالنسبة المعادلة طرفي نشتق أ.
 و.8 من كلاً بدلالةy لحساب الناتجة المعادلة نحل ب.

 مثال:
d.. xy-3x= xy+5  للدالة اوجد
dx

 الحل:

 دالة وجود يعنىx ب متعلقةy أن يعنى وهذاx ل بالنسبةy اشتقاق هنا المطلوب

)(y=fولكن fفنحصل ضمنيا الاشتقاق علينا لذلك ، لدينا واضحة غير 

y+ x(3y -('y ش 6x= wy'+y
3xy"y' wy'= y- y٩+ 6x
y'(3»y° »)= y- y6ف+ x

y- y3+ 6x3 /ة د _ا xy4-

fحيث 

 على:

 مثال:

3y-4x المعادلة: كانت إذا =5x+1+4٧ فأوجد ر.
dx

 الحل:

: للمتغير بالنسبة نفاضل

278



 المشتقة

dd(y"+ 3y- 4x)=(5x+1)
dxd ٤

s-١2٨44,٨ال٨ و٧
d٢d ٤

 الرابع الفصل

d y
d x

_12 ٣+5
4y3د+ 

Logarithm differentiation  اللوغاريتم بوساطة الضمنية الدوال تفاضل.2

 للدالة الأولى المشتقة لإيجاد عندئذ للتفاضل قابلتان دالتان )(ي وf( لنفرض)

)(]"y=[rالتالية: الخطوات نتبع 
 لدينا: يكون وعندها الطرفينIn نأخذ.1

ln y= ln[ t»)]%"= g()ln f(»)

, علي لنحصل(1) المعادلة طرفي نشتق.2

»(In fGءى )(ع +/٤\ )«('ي 
f(x)y

 ع: لنحصل لا(2) المعادلة طرفي نضرب.3

١n ا« rو اد ى:"+ «»ى= f(x)
 أن: فنجد تساوي بماy عن نعوض.4

٤٨' x f(x) ]-ر٨(o ا""[ ى+"٤(r0 ا«

 مثال:

=y للدالةy أوجد xًبالرسم. الإجابة موضحا 
 الحل:

=y المعادلة طرفيIn نأخذ xعلى نحصل ln y= ln x= xlnxنشتق 

٣١n"=ln-+١ التالي النحو على المعادلة طرفي x+ xx"-المعادلة طرفي نضرب 

.y'= y(n ٤+1)- x(n ٤+1) :  على {نحصل ب
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-5.0

-5.0

y- •

5.0

y = (nx+1)r

5.0

 مثال:

=y") للدالةy أوجد (sin xبالرسم. الإجابة موضحا 
 الحل:

y") المعادلة طرفيIn نأخذ = (sin xعلى نحصل 

ln y= Ln(sin )"= tan xlnsin x

 التالي النحو على المعادلة طرفي نشتق

sec' xln sin + tan xcot x= sec" xln sin x+1
y

 على: نحصلY ب المعادلة طرفي نضرب

y'= y(sec" xln sin X+ tan xcot x= sec'xln sin X+1)
 على: نحصلy=(sinx"") عن بالتعويض

. yا = (sin x)"(sec " xln sin x+ tan xcot = sec' xln sin x+1)
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 مثال:

y )=y أوجد  شع+1) للدالة

. tan٢
y = (sInt)

 الحل:

=lny) على نحصلy=(x+1) المعادلة طرفيIn نأخذ xln(x+1نشتق 

 د التالي النحو على المعادلة طرفي
(+٤x= ln(x+1(+1n( x+1ل 

٢+1+1y

 على «نحصل ب المعادلة طرفي نضرب
:y= y(n( x+1)+م )

 عنى، تنمن عناyب(=٣+"١' ن بعريف
y=(x4+1)(In( x+١)+)

٢ +1
 مثال:

(x+1)(x+1) بالرسم. الإجابة موضحا .,  للدالةy" أوجد٤
(x-1)(+4)°

 الحل:
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 أم-,ام(، سعة طرفي عرم ذ لذ

٠٠ إ ا 'ي} [ه±"م ل نسس
 أن: يعنى وهذا

1ln y= (In( x+1) + ln( x +1)- In( x-1)- In( + 4)%)
5

2332= ln( x+1)+- In( x+1)--ln(٢-1)- ln( x+4)

 نسةسنزج:إ,, لبذير يك
 د ، د،

5 x%+45 x-15 x4+15 + ا xy

 -و "(")لا(رم ا إ)ا ب المعادلة طرفي نضرب
'(٧-1)(٣°+4)٩

 على: لنحصل
(x+1)(+1) 2 1 6 ٤ 3 1 4 x5 [ة+ ،،،ج--دrI 5٨I 6 ا-» )هl5 «+ا5٨

1.٥

(١)-+(-٣+١)
{ ت +

1.0

3/5 و-3/5352/5
2١ ر ف( راء6r٣'٠١١١١ ر٨٢٠١ "ر٨٤ ءم3٠١١"٤ ،١ ر

4-،،
25٦٠/52/52/5

s+ (sr4"٨١(٤ رر ١ ر3-) s- +)١s بمه(ر٨ ر (- ١ ر
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 الرابع الفصل المشتقة

High- order derivatives  عليا مراتب من المشتقات
=y(٤) لتكن fالمشتقة حساب يمكن عندها للاشتقاق قابلة دالة yقابلة كانت فإذا 
 أعلى مراتب من مشتقات لحساب نتابع وهكذا ر الثانية المشتقة حساب يمكن للاشتقاق

 بالشكل: المشتقات لهذه ولنرمز
y , "y, الر , " ا"بر, اقمر,.....٠•.. م

. f(» "y للدالة٨ المرتبة من المشتقة  وتسمى

 مثال:

.y= x+2x+ x+3x+5 'y للدالة ، "y ،yل  أوجد
 الحل:

y : ='y أولا نوجد 4x+6x+2x +3 :  التالي النحو على
y"= 12x%+12x +2

y""- 24x +12
 "ر=24

 وكذلك:

 ثم:
 على: نحصل منها

 مثال:
٤١١٠]..y= x+ six4x+-+ e y للدالة ،y ،  أوجد

 الحل:

y'= 4٣'+4 cos ٢e ام-43 :  التالي النحو على ى أولا: نوجد

. 2 ،y"= 12 x4-16 sin x4x++9e3 :  ثم
x

 مثال:
. y=/x+ x +ln x y لدالة ،y" ،  أوجد

 الحل:
1.٨1١y=+5٢ +2٢٠٢  التالي: النحو علىy أولا: نوجد

251١ () إ ل Yy= 4x٣٨
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 الرابع الفصل المشتقة

 مثال:
=y) كان إذا sin( m cos- xأن: برهن 

(1- )y"- ry'+m"y= 0
 الحل:

٠.٠٤1٠٠-2-r y في = بضرب٧ ا cos( m cos»)  -ري أن الواضح من

m) على نحصل cos( mcos 'x,نوجد ثم٧/آ -=بر "yالتالي: الشكل على 
٠-m٠٣ )ميs8٨i١ م-- يم٧ا--٣«»/٠yا- 

(sin( m cos 'x٠ا- رx.2 ا١ ٨١ ا«-=ر,"" ت"" ا" ٠٨-٠٨٠٦-٠
 على: نحصل رآ المقدار في بالضرب

(1- x)y'-xy'+m" y=0
 مثال:

y" أوجدy=x كان إذا ،yًبالرسم. الإجابة موضحا 
 الحل:

 =الا {ج التالي: اننعر غى لا

1١١ ] د
4٨٢

 أولا: وجد

 نوجد: تم

-100

-100

-100
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 المشتقة الرابع الفصل

.٢ 5x٢dy -. أوجدy= كانت إذا1

 نسدبي: نه، هرت من ء تد،
 و=لا2،،

،y! { {ا, !مد\ي١5)

2 22d٢ 2

.٤dء .  بالرسم. الإجابة موضحا أوجدy=(4x-3)(x+5) كانت -إذا2

 ى تحن الدود كثيرات تفاض خوا من الحل،
y= (4x- 3)(x+5)

«2(4٨- 3)(8»(x+5)+(4x- 3)%d

(°4x- 3)x+5)+(4x-3»@16«لا) •
d

100

2
y= (4٤--3) (٧+3)

2.0

-10.0

-2.0

(20x4 +48v-3٧100-(4٣-3 (ر

2.0-2.0

(2r- 3)  كانت -إذا3
٧ -د

(٣+7)

٤dy -. أوجد
dx

 على: نحصل القياسية الدوال تفاضل خواص من الحل:
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 المشتقة

dy
d

»٣١7١«\٨٣-3١ أ ى»إ+n ا\)2« 3

 /ا٠ ء
3 ه٠/-4 أء32٣«٣١7

»(+7 ذ)

 الرابع الفصل

٠٤d٠ ء.  بالرسم. الإجابة موضحاً" أوجد ، ه,=ر ,ور, خر كانت إذا-4

 على. نحصل الجنرية الدوال تفاضل خواص من الحل:
٧ ء١٩/٠و-

(١)(y'(x))_ (13 r - 1 «-)dy
»٥٩٢٥7٠١٠ -+٠١و١-

13 w- 1dy) ر

 ا»٥ ور١ة٠-

-m/4

-m/4

10.0

n/4

-10٥

10.0

13,42_ 13٤-14
 ل

 5١٠,.0,/د
n/4

. y= x sin' x ، كان إذا y'()  -أوجد5
 على: نحصل المثلثية و الأسية الدوال تفاضل خواص من

y'= x(3sin' r'.cosx.3x)+sin' x(3x)
y'= 9x sin' xcosx' +3x sin' x

 الحل:

 بالرسم. الإجابة موضحاy=secx كان إذا ،y)(' -أوجد6
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 الرابع الفصل المشتقة

 على: نحصل المثلثية الدوال تفاضل خواص من الحل:

y'= 2x(tan xsec x) : ec) وبالتالي r)'= tan usec u ب '  أن نعلم

٩٠SInX ، كان إذا y'() =y اوجد-7
1+coSX

 على: نحصل المثلثية الدوال تفاضل خواص من الحل:
l+ cos x)(cos x)- sin x(-sin ) cosx+ cos"x+ sin' x))ح ح رر }

(1+ cos r) (1+cos x)%
١ 1+coSX 1}'(X)- -

(1+ cos x)4 1+cos x

=y) كان إذا ،y)(' -أوجد8 r(sinrًبالرسم. الإجابة موضحا 
 على: نحصل المثلثية و الأسية الدوال تفاضل خواص من

y'= x3(sin x) cosx3x +3x(sin x)'
y'= 9x(sin x)%cosx +3x(sin x)'
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 الرابع الفصل المشتقة

. y-escr ، كان إذا y'(8  -أوجد9
 الحل:

»eه =y=(se »)? yم٨cر 
1 -١y'= (csc x)2 (3x)(-cot x csc x)
2
-3 !

y'= csc2 xcot xcsc x
2

· y= « ، /«ما ا كان إذا y'(»)  -أوجد10
X

 على: نحصل المنية الدوال تفاضل خواص من

٧ ،ا):أ» أ:اء» ٢٢

111 ٧ -أ]«» ثs» أ:إ
٢٤٢

 الحل:

 و ,،أ كانت إذا الأولى المشتقة -اوجد١1 بالرسم. الإجابة موضحا
 الحل:

1
]/ د

2x10٣٠2٤
،_-1x(2.10٣'1n 10)02x+2)
2x10) ة د °0)2
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 الرابع الفصل المشتقة

،_ -4x(10'٠١٨10)(٧+1) - In10(x+!):  على نحصل منها
2(2x10٣0٢)١٥٣١٢ ل٣

-2.0

-2.0

1
 ل=

2٠1٥+2x

(ln 10)(2x+2)
 الي د

22.1o ء2 +٤

2٥

2 ٥

y=x312-كانت إذا ، الأولى المشتقة أوجد 
 الحل:

d dy'= (x) (.م3+)3
dx dx

= x231n33(2x)
.٠ y'= «3[wln3+2]

y= e"sin3x  كانت إذا ، الأولى المشتقة -أوجد13
 الحل:

•• y=#sin3x
d ٠ . d٧ ا"ء- ارده/أ«د( أ»:ب dx dx

= e(3cos3») +sin3x(e(2))
=3e-°cos3x-2e3sin3x

.·.= e(3cos3x-2sin3x)
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 المشتقة الرابع الفصل

 بالرسم. الإجابة موضحاy=5ً كانت إذا الأولى، المشتقة -أوجد14
 الحل:

 =رs @د5 (".ر٤)
 م/ومي568 على: نحصل منها

-n4

- ٦4

٦/4

6tun در33  ر5

n/4

. y= n(x+3) ا  كان إذا ، ابر الأولى المشتقة -أوجد15
 الحل:

y= ln( x+3)%
y=2ln(+3)

d x+3-=( (-ا'ا٢+y'=23.. -ا21 dx ٢+3

 بالرسم. الإجابة موضحاy=In(x+3ً كان) إذاy' الأولى المشتقة -أوجد16
 الحل:

dy'= 2ln(x+3). ln(x+3)
dx

1 d-2In(x+3)/-3ام٢+١-) x+3 dx
2ln(x+3)

X+3
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 الرابع الفصل المشتقة

 بالرسم. الإجابة موضحاً,« ي" كانت إذاy -أوجد١7

 الحل:
, (1+ cos x)(cos x)- (sin x)(- sin x)

+1) /ة cos x)
c0s 1+ cos' x+ sin4 x

(1+ cos x)
COS 1 1

(1+ cos w"1+cos x

2Ln (r43)
 »ل،

٢+3

1 يو

.y=(3x+1)',545 y كانت إذا  -اوجد18
 الحل:

y= (3x+ 1)(2x-5)2ا 
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 الرابع الفصل المشتقة

y= (3+1". (')(2x-5)2،(2)+(2x-5)2 .(6)03x+1'
2

s-٧٥٠١٨٠5ز'­ -إ"م٨٠ 
(3x+1)"+18(3+1)%(2x-5)

،64-s
_(3+1)(39x-89)

 5،5ا

y=sec كانت إذاy/ -أوجد19 xtan xبالرسم. الإجابة موضحا 
 الحل:

y'= sec xsec'x+ tan xsec xtan x
= sec'+ sec xtanx
= Secx (seex+ tan "x)

3 و
y = sec 3+sec xtan- x

y' : الأولى المشتقة أوجد-20 y= log,(3x-5)  كان إذا
 الحل:

• y=log,(3x-5)
1 d 6x..y'=و log,e.(3x-5)= log, e

3x-5 dx 3-5
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 المشتقة الرابع الفصل

٤d.ء٠٠1 ا • dx(4x+6x-7)٠٠٦٠' بالرسم. الإجابة موضحاy=٠ كانت "إذا -أوجد21
 الحل:

- 6(4x3)
(4٢+6r7ر 

y=(4x+6x-7)

«Y x+6x-7).(8x+6) =ر-3(4
dx

dy منها 6(4x+3)
dx (4x+6x-7)

1.0
1

 ر3 ة
(4x- +6٤-7)

-10

3(8x+6)
 "بي

٦ 4
(4٢- +6±-7)

-10

.٧=log,(tan e")  كان إذا لا الأولى المشتقة أوجد-22
 الحل:

•• y= ln,(tan e)
1 d ،٤ 1 d تم -=xesece..y م2 (tane' )= .SCCC E =-

tan e dx tane dx tan e

. fn)=(2x+5). (3x-1)" ()R كانت إذا  -أوجد23
 الحل:

F'(w)=(2x+5)3.4(3x-1).(3)+(3x-1".3(2x+ 5)2(2)
= 6(2x+ 5)(3x-1[202x+5)+(3x- 1]
= 6(2x+5)2(3x-1)(7x+9)
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 الرابع الفصل المشتقة

٤d.٠ ء =(fn, آبر كانت إذا" -أوجد24 y=35ًبالرسم. الإجابة موضحا •;d٠٠ ء• x

y=(5x- x+4)3  الحل:
٠ d١٠10x-1dy (1-10٤)٩(5x4- x4)منها -=
+٥ ه 5٩s  د )٨, د

-40.0

-40.0

-20.0

- 200

- 10.0

1/3
y = (5٤--٤+4)

20.0

1 » - 23
y-(5٤--+4) (10x-)

3

20.0

40.0

400

٠ f٢)=07٤+246)' ()r كانت إذا  -أوجد25
 الحل:

٢0-«٩٦٠-٠/٠٢٠6 يي, أم 2 x+6

-1.0

-10
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1.0

-100

10.0
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 الرابع الفصل المشتقة

.y= tan' 4x  كانت إذا»{ أوجد-26
dx

 الحل:
y' = 3(tan 4)%. sec'4x. (4)
- 3(tan " 4x)(4sec44x)
= 12 tan"4xsec'4x

.y= cow(5r) y كانت إذا  -أوجد27
 الحل:

(sinG5r')] . 15x =-15xsin(5x=[-ر 

y- cos (5٤)

.y=si6x y كانت إذا  -أوجد28
 الحل:

y= (sin6)'
1 .y'= (sin 6x)-'4. cos6x. (6)

2
_ 3cos 6x
٠6٢
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 المشتقة الرابع الفصل

. y=x" sin y y كانت إذا  -أوجد29

 على: نحصل الضمني التفاضل خواص من الحل:

y'= (x)(cos y.y')+ (sin y).(2x)

y' =(xcos y)y'+ 2xsin y

y'- (xcos y)y'= 2xsin y

y'(1- xcos y)= 2xsin y
، 2xsiny

-1) /ة x cos y)

.4xy- xy+x-5x+6=0 y كانت إذا  أوجد-30
 على: نحصل الضمني التفاضل خواص من الحل:

4x(3yy)+4y-(ry3xy)+3x-5=0
7xyy+4y- ry-3xy+3x5=0
y(7xy- x)+4y-3xy+3x-5=0

4y +3y-3x+5ي- 
7٨y- n

 الحل:

.sin(cos(xy) + ry=0 y كانت إذا  -أوجد31
cos(cos( xy)(- sin( xy)( xy'+y)+ xy'+ y3=0
- cos(cos( xy)sin( y)( xy')+ xy'

=""٢ كان إذا» أوجد-32
dx

 الحل:
e = X

(y+ xy')e! = 1
y e! + xy' = 1
X y'»1=لا - ye  لا

1- ye!
X ey

y'

296



 المشتقة الرابع الفصل

d ء . -أوجد33 y± = tan x  كان إذا
dx

 الحل:
e! = tanر •.•

3yy'e! +(y+ xy') ey = secx
2 4 ٤ x 23y-ye"" +'ye+ ا y'ye"" =sec x

2 ٤ x 2 4 ٤y'(3y- e'+xye')=sec x- ye"
, sec X- ye'.»-"3 "%"يye"+xye

. كانت إذا-34 y'=1 xy+y=0 أن فاثبت٣-2
 الحل:

d d(x4- 2y+y0ك(-) )
dx dx

d d2x- 2y- 2,-+  ر20
dx dx

d"(2y- 2x)=2y-2x
dx

_y ر_ 2y-2ل 
،

dx 2y-2x

y x. أوجد-35 +y  ش=1 كانت إذا
 على: نحصل الضمني التفاضل خواص من الحل:

2x+ 2yy'=0
yy'=-x

١ Xy
y

 هkج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج
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 الرابع الفصل المشتقة

- Let y= f() be defined on an open interval (a,b):
Then the derivative of f(r) at xe(a,b) ,denoted by f(), is defined by:

F(w)-\;٤٠(٤+h)- f(٢)
X ]]١

h0 h
Whenever the limit exists.
- The function y= f\) is differentiable at the point x= x,if the derivative of

f(r) exists at this point. That is, if

F(٠;\)ج T(٤+h)- f(٢)
K ]]]

h0 h
Theorem:
If the finction y= fT) is differentiable at the point =x, Then this function is
continuous at this point.

- Some lows of differentiations:
Let Cbe a constant and f() and g(r) be two differentiable at the point X, then:

١.«c=
d

2.4(Cr»)= CT()
d
d3:(f\»)±g(8)) = f()±g'()
d
d4:(f(٨)x g(8))- f()g(x)+ fTx)g'()
dx

)8f) ي0 g'() fiي _,)\/م» (ي 
dx و ا{ر و g(8) (g(n))

- The first derivative of the composite function (Chain rule)
Let f(r) and g(r) be two differentiable functions at X, If y= f(u)and
u= g(R), then composite function:

y=(f٥g)(x)= ٤(g())= f(u)
Is differentiable at X:

dy dy du
،

dx du dx
- From Chain rule , we deduce the following laws:

١.4[]" =٨\ f٦٨]"' (o
dx
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d2:٥"» a".lna.f()
d
d3:"» = "4.٣(n)
dx
d ٢ x4:Log, fT»)= "Log,e
dx f()

4G8٢ .ى»٤٨٨] K
dx f(x)
d .6: sin[ f@)]= cos[ fTn)]f()
d
d .7:- cos[ fT»]=-sin[ fT»]f(»)
d
d8: tan[ f@»)]=sec'[f@»]f(»)
d
d9: cot[f()]=-csee[f@»]F(n)
dx

d10٠- secf@»)]=see [fTn]tan[ f@»)]f(»)
dx
d١1: esee[ f(»)]=-csec [fTn)]co[f@»]f(»)
dx

The derivative of the inverse Trig functions:
d٢٠ x".:»-sin[fا.% 
dx /١-[f»]'
d -٤x:جإ", ]-m[.-%2 من
dx /1-[f»]'
d ٢٤5:u"[»}-م م"" dx 1+ f()
d -٤ x'[»--٩٠»- لإ"م dx 1+ f(٢)
d ٤ x5: see'[f»]-لا, 

 ا»٨٠٣(-
d -٤ x6: %٤see'[»]=يمك"•
dx fn). f()-1

 الرابع الفصل

a>0

- Ifthe variables Kand y were given implicitly as in the equation f(x,y)=0 then
to find yofthe implicit function we follow these steps:

1. We differentiate both sides with respect to X.
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 المشتقة

2. We solve the resulting equation in y' and find yas a function of x,y.

 الرابع الفصل

- Let f(x) and g() be two differentiable functions to find first derivative of
y=[f()]" we follow the next steps:

1. Lake logarithm both sides then:

ln y= Ln[ fGn)]"ا " = g(8).n f(»)
2. differentiale both sides:

٤ x @g(»ln Iلا ء -«(ي +"ا 
y f(x)

3. Multiplying by y:

٤ x f(r) اد-ك «ى ا" «(ء1 ا«»
4. Substituting by the value of y:

» ٤ x f(r) ا"[«»]-ر «ء·"١ ««»ىr ا«

 بهج ج ج إج ج ج إج ج ج إج ج ج إج ج ج بهج ج ج ج ج ج
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 الرابع الفصل المشتقة

4 التالية: للدوال التعريف باستخدامf)( الأولى المشتقة -أوجد1

1: f(x)= 4x"
2: f()=(x +3)(x-6)
3:fx)= x-4x-3
4: f()-(-1(x+2)(x-5)
5: f8=(x+x)x-1)
6: f()= tan ٤"+cosfsin x%)- sec( ( /قر
7: f()=(x+12)(/x-1)

4 2

8: f(x)=٢7+13 -10sin x

9: fTr)=e+lnx +cosx- tan(/x)

10: f()=sex" +cot3x-15x

 بالرسم:& الإجابة موضحاً التالية لدوال لا" الأولى المشتقة -أوجد2
dx

1: y= x cos xه

3.= أ )(«2-14
5: y=(6x-7).(8x +9)2

7:y= 2xcot x+ x4 tan x
39:٧-١owr 3 ج;ج x

1:w+,y-100
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X) =  ('ى١4-2
4: أ=  (لا١4-2

6: y= x'sin x
8٠٧-٩٩,٨٥5

4]()· =
 لا +شرو(163

4 كانت: إذاy الأولى المشتقة -أوجد3

2: 8x+y=10



 المشتقة

23: y= xcosy
4: 2x+sin()- tanهx = xy

5: cosyx +cotx ,y=sec@x y

6: cot( y)+= cse(x)sin( xy)
7٣٠٥٩ + In( )= O»

X y . ا
8: eoa )n(sin +ر د= ا y)

y
1)(y+ ye" - cos١8:9 د
Ky

10:(r- yx)( - ,جرل cse()) =cotx)

 الرابع الفصل

=y كانت إذا-4 esinأن:& برهن 

y"- 2 y'+2y= 0

4ىت التالية: الدوال من لكل الرابعة المشتقة -أوجد5

1:y= -3r+5x+1
2:y=ا 
3: y= sin3x

 فيها:& مشتقة كل درجة حدد ثمn الدرجة إلي التالية الدوال مشقة أوجد6

1:y= 5r-2x+5x +1
2: y= xe±
3:y=x-5x+9

 بمهج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج ج
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