
 متنوعة مواضيع

 على: الفصل هذا يحتوي

1.10A6المحدودة العناصر طريقن 

 جاوس تربيعات حول2.10 كهر

 الإحصائين التوزيعات بعض3.10 كر





Finite Element Method  )تقديم المحدودة العناصر طريقة1.10)

 مسائل حل في المحدودة الفروق طريقة إلى الأخيرين الفصلين في تعرضنا لقد

 مثلاً] مستطيل[ بسيطة المسألة هندسة كانت ما إذا ودقيقة صالحة وهي الذاتية القيم

 طريقة نستخدم فإننا معقداً أو مركبا الدراسة تحت النطاق كون حالة في أنه غير

 المحدودة. العناصر

 للمسألة التفاضلية المعادلة كتابة في المحدودة الفروق طريقة تتلخص كبير إيجاز في

 فرقية بمعادلة تمثيلها وبالتالي النقاط من شبكة إلى النطاق تحويل بعد معينة نقطة عند

 وجود ضرورة في تتمثل والتي عيوها الطريقة فذه أسلفنا، وكل ولكن، الحل. وإيجاد

 للنطاق. بسيطة هندسة افتراض وكذلك بالمسألة تجانس

 تلك ليست الحدية الشروط أن أو منتظمة غير النطاق هندسة كانت لو ولكن

 مختلفين معدنين من مصنوعة الصفيحة [مادة متجانسة غير الأوساط أن أو المعتادة

 ذات مناطق إلى النطاق تقسيم يتم حيث المحدودة العناصر طريقة نستخدم فإننا مثلاً]،

 للمعادلة التقريبي الحل نوجد ثم "عناصر" إلى النطاق تقسيم أي سهلة- أشكال

 لإيجاد البعض ببعضها العناصر هذه ربط يتم كا العناصر، هذه من لكل التفاضلية

 قطعة(. قطعة )أي قطعي بشكل تحقق التفاضلية المعادلة أن أي الكل. الحل

 الشبكة من بدلا العناصر باستخدام نقوم الحالات هذه مثل في فإننا وهكذا

 منتظمة. غير أشكالأ تملك التي المنظومات لتلك أفضل تقريباً يعطي وهذا المستطيلية

 (]،٠10) الشكل [أنظر
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• ه العاشر الفصل «ه

 مبر

 {دم}

H ر  عنصر

 عنصإج

f&ذ 

 ة غن]

 المحدودة العناصر لطريقة (توضيح1.10) الشكل

 يلي: كا هي آنفاً المذكورة العملية ها تمر التي والخطوات

(Discretization)  الفصل(1

 نقاط تسمى وحيث محدودة عناصر إلى الحل نطاق تقسيم يتم الخطوة هذه في

 الخطوط تسمى كا ،nodes بالعقد العناصر، أضلاع تكون التي المستقيمات، تقاطع

nodal) العقدية بالخطوط lines)العقد نوضح(2.10) الشكل في بالمستويات. أو 

 نطاقات: لعدة أبعاد ثلاثة وفي بعدين وفي واحد بعد في العقدية والخطوط
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• ه متنوعة مواضيع ه ه

 جطي عنصر

 عقدة

 رباعي شكله عنصر
 واحد بعد أً]

 مثلثي عنصر

 بعدين [ب]

 اسي بسد عنصر

 أبعاد ثلاثة ج]

 أبعاد عدة في العقدية والخطوط العقد(2.10) الشكل

Element Equations  العنصر معادلات(2

 يلل: كا وذلك عنصر لكل الحل معادلات نكتب

 تقريي. كحل لاستخدامها بمعاملات مناسبة دالة باختيار نقوم أ(

 للحل. ملائمة الدالة تكون بحيث المعاملات هذه نحسب ب(
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• ه العاشر الفصل «ه

 لو واحد بعد في مثلاً معينة. درجة من حدوديات استخدام يتم المعتاد وفي

 الملائمة: الدالة استخدمنا

yx)=a,+a,٤ ......(1.10)

 تمر أن يجبy(x) أن نلاحظ كا التابع، المتغيرy و المستقل المتغير هوx وحيث

 أن: أي العنصر، نهاية بنقطتي

٤,a,+aو =لا ,y=a,+aوحيث] y =yx),i=1,2.[الحالة هذه ولمثل 

 أن: نجد

y85- yX
 ا&=

٤,-x

a y- ي ولا
O

٤,-x

N(»)y + N,(s)yس)»(= 

XXN,(x)="2
K- x

X ٢N,(x)="
٤,-x

......(2.10)

 و

......(3.10)

 عل: نحصل فإننا وبذلك

.٠....(4.10)

 وحيث:

.....(5.10)

 و

٠٠....(6.10)

 الاستكال. دالتي٨ و,٨, تمثل بينا الملائمة( )أو التقريب دالةy) وتمثل
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• ه متنوعة مواضيع ه ه

 وهذا المعروفة بالطرق وذلك ملائمة أجود بحساب نقوم الدالة اختيار بعد

 الصورة: عل مصفوفة شكل في نكتبها خطية جبرية معادلات إلى بالتالي يقودنا

Ky=F ......(7.10)

Y Stiffiess و بالعنصر. علاقة ذات وهي matrix K الغلاظة مصفوفة هي  وحيث

 للمسألة الخارجية المؤثرات تمثلF أن كىا العقد عند بالمجاهيل متجه هي

 مثلاً]. مصدر( [قوى)دوال

(Assembling)  التجميع(3

 الفردية العناصر معادلات بين للربط الاستمرارية مفهوم نستعمل الخطوة هذه في

 نذكر ككل. للمنظومة الموحد التصرف عل الحصول بغية وذلك باشتقاقها قمنا التي

 في وضعها يجب والتي الحدية الشروط وجود ننسى لا كى مشتركة. عقد بوجود

 وأن سبق والتي الناتجة المعادلات لحل المختلفة الطرق استعال وكذلك الحسبان

 الخامس. بالفصل بالتفصيل لها تعرضنا

(1.10) مثال

 الحرارة لانتشار بواسو معادلة عن وذلك واحد بعد في مثالأ هنا نعطي للتبسيط

 واحد: بعد في

٥2T=g(x)
dx

x=/ (x) إلى٢=0 من يمتد قضيب طول عل هو والانتشار للحرارة، مصدر هي ي
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• ه العاشر الفصل «ه

T) عند محفوظتان ونهاياته =T@0,tو (t>0)1; = T(4,t)[(3.10) بالشكل كي، 

. T(»)  إيجاد هو والمطلوب عادية. حدية قيم مسألة هي المسألة هذه

,T=200"C القيم أعطيت لو الآن T =40"Cو cm10او= s)=10ي) 

 كايل: يكون الحل فإن

T!
x=

٦,
+

x=\

.4 طوله قضيب في الحرارة انتشار(3.10) الشكل

=T(x) بأن نفترض ax+bx+cأن: نرى عندئذ 

dT.٤a=-5:2,=ا نرى ومنها a
dx

: أن نجد الحدية الشروط ومن

c= 40

 و

200 = -5(100)+10b+ 40

 أن: أي

b= 66
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• ه متنوعة مواضيع ه ه

: هو عندئذ الحل ويكون

T(x)=-5x+66x+ 40

 ذات عناصر هي البسيطة التجزئة تكون المحدودة العناصر طريقة باستخدام الآن

 بالشكل مبين هو كا عقد بخمس متساوية قطع أربع من ولتكن متساوية أطوال

.2 و1 العقدتين هما هايتاه تكون الأول للعنصر فمثلاً(.4.10)

 ر .لى ثم4.
 الأول العنصر الرابع العنصر

(1.10) للمثال العناصر(4.10) الشكل

 الحرارة درجة توزيعة بتقريب نقوم حيث الأربع، العناصر معادلات الآن نكتب

T -N,T١ N,T,  بالدالة:

 العقدتين. بين خطي تقريب لدينا أنه أي

 من نلاحظ وحيث الطوية، العادلات إ للوصول انباشر.ة الطريفة نسسنخدم

٢;•٠٠٠-٠ هو: ا"ا الحرارة درجة وانحدار )و( الحرارة فيض بين العلاقة أن المسألة بداية

Tلي ه 
d4=
٢

:1 العقدة عند انه ونرى الحراري. التوصيل معامل هوk' وحيث

،;C]-
K-
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• ه العاشر الفصل «ه

 فإن:2 العقدة خلال أما

 -=و[( )ج،
K- X

 الصورة: عل المعادلات هذه كتابة ويمكن

dT dT«داء{+ )«ث« ، X X

 مصفوفية(: صورة في نكتب) أن نستطيع مجتمعة المعادلات هذه ومن

dT
١١-١٦(٤)X=  ، /ة -ا#" ابجيه

dx

 الدارسة. تحت للمنظومة نموذجي عنصر تصرف المصفوفية المعادلة هذه وتصف

 يستوجب وهذا المعطاة الحدية الشروط من انطلاقا تعدل أ يجب المعادلة هذه أن غير

 وهي: النهائية المعادلة إلى خلالها من نصل معينة بتكاملات القيام

11

٠-٠ ا-أ
٠٤dT ١٦)«(,]"٤(vN,(»)ds)
'IX= dx أ"- .ر.يي ا/مدمر،#

 الخارجية. التأثيرات حد يمثل الأخير والحد

 قمنا ولكنا سهلاًة أمراً ليس الأخيرة المصفوفية المعادلة إلى الوصول أن إلى ننوه

 جداً مختصرة فكرة هنا نعطي أننا هو ذلك في والسبب الخطوات. من كبير عدد باختزال
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• ه متنوعة مواضيع ه ه

 الأمر يمه ولمن التفاصيل. ذكر إلى المجال يتسع ولا المحدودة العناصر طريقة عن

 الكتاب. بأخر المراجع قائمة عل الإطلاع

 عنصر لكل المعادلات كتابة نستطيع فإننا الخاصة وبالمعطيات للمثال عدنا لو الآن

 يلي: كا وذلك

Ax=2.5 نأخذ cmأن لنرى :

s-ا-أ a»-f4)»8["ء» « ١0 2.5

 أن: نجد كذلك

2s"-ا »-["±aء»».)» ["» ١٥ 2.5

 هي: المعادلات تكون وهكذا

041- 04r; -"(») 12.5
dx

 و

-04T +047,  +)ج١2.5)""-
dx

 مع وبجمعها،. خمسة وهي العناصر لبقية الماثلة المعادلات كل بكتابة بعدئذ نقوم

 أن: نجد عندئذ الحدية، الشروط الاعتبار في الوضع

4l()-04 --35
dx

0.8T, -0.4T, =41
-04T, +0.8T-0.4T =25

- 0.4T,+0.8T, =105

-0٥٦-"()-67.5s
dx
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• ه العاشر الفصل «ه

 التالية: النتائج ويعطي بسيط هذه وحل

4/(-«"9/dx cm
T =173.75%C
T =245"C
T =253.75%C

4/(0- 3"9dx cm

 جاوس تربيعات حول2.10

 ما )أو للتكامل جاوس طريقة إلى (-د3.4) البند في السابق في تعرضنا لقد

e  تعيين في يكمن الحل أن حينئذ ذكرنا وكي وعموماً جاوس(؟ بتربيعات أيضا نسميها

٧,s e's و ٠٠n.....٠,i=1 في آنية معادلات منظومة حل إلى يؤول والأمر  وحيث و

. -سيدل جاوس طريقة مثل معينة طريقة نستخدم ذلك .وفي

 جاوس طريقة باستخدام المجاهيل هذه لمثل حاسوبية حسابات نعطي البند هذا في

 في النتائج أيضا نعطي كا](6.10(-)5.10) [الشكلانC بلغة وذلك سيدل

 هذا التوالي. عل نقاط وثلاثة نقطتين استخدام حالة في(2.10) و(1.10) الجدولين

 بأنه التنويه من لابد أنه غير النقاط من أكبر لعدد بالتعميم يقوم أن للقارئ ويمكن

 أولاً. الآنية المعادلات كتابة يجب
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• ه متنوعة مواضيع ه ه

#i ncluDe<stdi . ب h>
#include<conio, h>
##incluDe=Hath .h>
mainT4
F٦٥at &،y,2,6;
double l,82,f1,f2,k=0,5,kk=0.333;
int , د70 nn-2, nnn3د ;

/{nn=2;3ب= ;
c rscrC;
p٣٦n٤٢"(٦٤ THE solutiDn FOR eqe.15: '{n";
p٢intf٢"\t\t ٣٤٨٨٩٨٨٩٤\٨\n\٨\n" ; ز
d0٢
w=fl;y=f2; ;Xl{9=Y2= ج
fl-2-٢2:
f2-(-٢1٣%1)/F2;
1={2/3-٤23٤ powt , nn)/f1ز ;

powCX1,k];
2-(-4f1{ PgyG 8, nnn)/f2) ;
( pceC X2, Kk}

(;fabs (x1-z&&fabs{x2-o13310E-5&ق Crabs٤f1-x)&fabs Cf2-yأ}ثرم} (ي 
p٣٦nt٤٤"i-d\nrf1=f'\N\rf2-f\n'\rx1=%F'\N\rX2=%F",,f1,f2,1,x2);
getchO;}

 لنقطتينC بلغة جاوس تربيعات(5.10) الشكل

 لنقطتين.(5.10) بالشكل البرنامج نتائج(1.10) الجدول

 بد9
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• ه العاشر الفصل «ه

#include <stdiq.h>
#includc<coni6.h>
#1nclude <math.h>
woid maint{

٤٦٥٥t d,3°,٢ \لا,0,٤
double Ki,x2,Fi,f2,x3,f3, k=0,5,kk=0.333, kkk=0.25,kkkk-0.2;
٦٣t i=, Hn=2,Hnn=3, nnnn-4 , nnnnns5 ;

//nn=2{ Mm=3;
c٦٣sc٣ ;

"(;tE solution FO e٩e.15: \n-٤}}"{niiم٤ 
printf٤'t٦t ٧٣٨٧٧٨٨٧٧8١n\n\n'n"];
do{
w=f1;yد f2{2-81; 0=X2;d=f3; t=3;
F1-2+٤-٤2-٤3);
f2=٤٢-f1٠w1٢3ز+{- %x3)/2;
F3-٢2/5- (f1Gpv{ X1,mn) f2°Cpot)-( ز x2،mn}))/tpot X3,nn));
//patXl, k);pbwtx2 , k}{-O/'3,k):

;bU« x2,nnn))/61ض.ث&٨ }±ت#"{لأز iة f2#&pمأز-& 
pbw{x1,kk);
32={2/5-tf1(powt X1,nnnn)])-4F334pOw{ x3,nnnN))]1/f2;
pDiiCx2,kkk};
x3=((-f1%{pgyC 1,nnnnn)))-(f2 (poG x2,nnnnn))))/f3;
po(X3,kkI:k];

٤fabsGf1-x)&&fabs >ز {f2-y&«fabs (xl-zl&&fabsCx2-a)&&Fabs(f3-d)&&fabs(x3-cر31 ع،[ 
10E-5);

,f1,f2,f3,٦",n\rX1=%f\n\rX2-%f\nX3-f\n'r\٢=%F3٣\٣f2=f٦n\nrf1=3f\nل\ d{""{٢ لاin٤fم 
x1,2,83:
: geteh();}

 نقاط لثلاثةC بلغة جاوس تربيعات(6.10) الشكل

 نقاط. لثلاثة(6.10) بالشكل البرنامج نتائج(2.10) الجدول

١٤٢٢-2!!!
t3- 4,68B8
٢3-8,555555
٢1-٧٠٦٦٧5٩2
3٤٤٨,nwaNE

3345T83- ة
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 الإحصائية التوزيعات بعض3.10

Mean & Standard Deviation  المعياري والانحراف المتوسط

 بعض ندرس أن علينا المعياري الانحراف هو وما المتوسط هو ما نعرف لكي

 أولاً: التعريفات

 ا تعريف

Parent) الام بالتعداد ما لكمية اللانهائية القياسات فئة تسمى Population)[كى 

 بعينة. أو عينة بتوزيعة للكمية محدودة قياسات فئة تسمى

Parent) الأم البارامتر تربط التي العلاقة أن كى Parameter) (P.P)والبارامتر 

(E.P) التجريبي (Experimental Parameter):هي 

P.P=[ip(E.P.) ٠.....(8.10)

2 تعريف

٢ للكميةx القياسات مجموع نهاية عن عبارة هو)( الأم التعداد متوسط

 نهاية. مالا إلى العدد هذا يؤول عندما القياسات عدد عل مقسوما

 أن: أي

N «اN اب-ء [ءلالم
...... (9.10)

 الفرق )لاحظ القياسات أو القيم هذه مركز بمثابة هو المتوسط أن نلاحظ وهكذا
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• ه العاشر الفصل «ه

 منN العدد منتصف عند القيمة يمثل والذي(٣), والوسيط المتوسط بين

 بعده(. ونصفها قبله تأتي القياسات نصف أن أي القياسات

3 تعريف

 أن أي٣ والمتوسط« القيمة بين بالفرق المتوسط من« للقيمة الانحراف يمثل
.d,=٢-,٣

 الصفر. يساوي القيم كل في الانحراف متوسط أن لاحظ

 أن: حيث

0-٣-٣٨»E,أوز]«(±-[)١ NN٥ا N

4 تعريف

 )أو بالاختلاف م المتوسط من الانحرافات مربعات متوسط نهاية تسمى

(Variance التغاير( s)أن: أي 

٠ ±ر-٤ [ء-« N] N

5 تعريف

 أن: أي للاختلاف التربيعي الجذر هو المعياري الانحراف

 =هaق
 البارامترات أحد هو ر أن كي المحتملة. القيم أكثر تثل ي+ و٣ أن نلاحظ
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Probability) الاحتالية التوزيعة تعين التي Distibution.)نفس تحمل أها كا 

.(Tre Value)  المقاسة للكمية الحقيقية القيمة مثل الوحدات

 بالمحاولات اللصيق(uncertainty) التأكد عدم بمقدار تختص فهي و<6 أما

 مقياسا المعياري الانحراف يكو أخرى بصورة أو الحقيقية القيمة لتعيين التجريبية

.(fuctuations) (  الاضطرابات )أو للتقلبات نتيجة ملاحظاتنا في التأكد لعدم مناسبا

٢ والكميةP)«( الاحتمالية بين العلاقة يمثل والذي(7.10) للشكل نظرنا ولو

 المعياري. والانحراف والوسيط المتوسط من كل معاني لتبينا

 منفصلة توزيعات توجد بأنه الذكر نود فإننا الاحتالية التوزيعات ذكر وبصدد

(Discrete)بارامتر لأي المتوقعة القيمة وأن مستمرة وتوزيعات )(fعل تعرف 

 أنها:

A(ء )

M لمم

 المعياري والانحراف والوسيط للمتوسط (توضيح7.10) الشكل

»+٨8M«(-[E٨-«٨٢١E٨٠ و-إ) ي{ ١٥N] N
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 أها: عل عينة أي في الأساسيين ين البارامتر اعتبار أخرى مرة ويمكننا

N =ة=س٤٢ المتوسط:
 و

(E/+  م!8
N-1

 عدد عل الآن تدل والتي٨ من بدلاN-1 عل قسمنا أننا هنا نرى وحيث

. N-1 M إلى  من الحرية درجات نقصت لآ فبتعيين الحرية درجات

 سابق. فصل في إليه تطرقنا وأن سبق ما وهذا

 عل نقسم للعينة )ثالث( آخر بارامتر أي لتعيين فإنه و"» تعيين تم لو وهكذا

N-2المعينة البارامترات كانت لو عموماً و٠ mالقياسات وعدد Nلتعيين فإنه 

N- m m+1 عل نقسم  رقم البارامتر

 الاحتالية التوزيعات بعض

 الحدين ذات التوزيعة.1

 عندما وذلك منهاn في الناجحة المحاولات منr ملاحظة احتال تصف وهي

. P  تساوي محاولة كل في النجاح احتمالية تكون

nإ٠ n-٢P,(٢٠٨ p)- "C, (٨٩ م;=" ('م;­١ م
r. n-٢٠

q= - ا p
: np=٣ أن كيا

%- np(ا -p)
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• ه متنوعة مواضيع ه ه

 بواسون توزيعة.2

 حالة تعتبر أها كى ضخمة تعدادات من الصغيرة العينات لوصف هذه وتصلح

 ثابتة: س و كبيرةn تكون عندما الحدين ذات التوزيعة من خاصة

P,(٥٠/­٤ x

 الجاوسية .التوزيعة3

.. محدودةp و كبيرةn وذلك الحدين ذات التوزيعة من خاصة حالة أيضاً هذه تعتبر

 السلسة. المتناسقة التوزيعة تناسب أنها كي

1 x-1 ٢ جي--ء( إواء» [أ G26 2m

0.

 .لة3

2

٧.1

 الجاوسية التوزيعة(8.10) الشكل
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• ه العاشر الفصل «ه

 يمثل الأفقي المحور أن نلاحظ حيث التوزيعة هذه يوضح(8.10) والشكل

. P.E.= 0.62456 T المحتمل والخطأ =2.3456 ٣-x العرض نصف وأن

 هو المحتمل الخطأً أن كى] العظمى. القيمة نصف عند العرض هو الكل والعرض

 عشوائية ملاحظة لأي الانحراف احتال يكون بحيث -لا٣ للانحراف المطلقة القيمة

 النصف. يساوي أو من أقل ا8-,٣ ا

 تم التي المختلفة التجارب خلال من وذلك جداً مناسبة الجاوسية والتوزيعة

 الطبيعية. بالتوزيعة أيضا وتسمى عليها التوزيعة تطبيق

 اللورانترية .التوزيعة4

 عند استخدامها يتم حيث نووية، فيزياء بيانات لوصف تصلح التوزيعة هذه

Resonance الرنيني التصرف Behavior، في التغير حالة في عادة يحدث ما وذلك 

 لسرعة بالنسبة فيه التغير خلال من أو للطاقة نسبة النووية للتفاعلات العرضى القطاع

 عل اللورانترية التوزيعة وتوصف موسبار بظاهرة يحدث كل الإشعاع امتصاص

 الشكل:
I:ا ذ R,(x,,T)==٦/4(٤-٨+)٢ م

 سوى هنا بوسعنا يكن لم ولكن يطول وغيرها التوزيعات هذه حول الحديث إن

 المذكورة للمراجع يرجع أن به أكبر اهتام له ولمن الموضوع هذا عل عجالة وفي التعريج

. الكتاب بأخر
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• ه متنوعة مواضيع ه ه

(10) تمارين

(.1.10) المثال تفاصيل بكتابة قم.1

 لعدد جاوس تربيعيات إحداثيات و معاملات يسب حاسوبيا برنامجا أكتب.2

 عل نتائج من إليه توصلت ما الرابع.طبق بالفصل جاء با قارن و نقاط4،5،6

 ملاحظاتك. وسجل عندك من أمثلة

 ؟ العبارة هذه صحة مدى ما والوسيط(( المتوسط بين فرق ))لا.3

 المعياري؟ والانحراف الاختلاف بين العلاقة هي ما.4

 الحدين. ذات للتوزيعةG و"H صيغ باشتقاق قم.5

 اكتشاف يمكنك هل واللورانتزية؟ الجاوسية بالتوزيعتين تمحيصك خلال من.6

 بينها؟ الفرق

 ها. اللورانتزية التوزيعة تطبيق يمكن التي المجالات عل الأمثلة بعض اضرب.7
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