
 الثاني الفصل

 الفرقي الحسبان

 على: الفصل هذا يحتوي

 الفرقيه المؤثرات1.2 كر
 الأمامي. المؤثرالفرقي1.1.2
 الخلفي. الؤثرالفرقي2.1.2
 أخرى. مؤثرات3.1.2

 المؤثرات. على تطبيقات2.2 كر

 المقسم، الفرق3.2 كهر





 الفرقية المؤثرات1.2

 أسئلة ذهننا إلى يتبادر سوف فيه شك لا ومما فإنه ما لدالة ممثلة ما بيانات أعطينا لو

 تتعدى لا والتي البيانات بتلك الممثلة الدالة تكامل كيف أو تفاضل كيف مثل: كثيرة

 وطرح جع من البسيطة الحسابية العمليات نستخدم وكيف أعداد، عن عبارة كوها

 والتكامل. التفاضل مثل معقدة عمليات لإنجاز وقسمة وضرب

 علينا يسهل سوف الفرقي الحسبان ولكن الشيء بعض صعبة العملية تكون قد

 أنواع مختلف بدراسة أولا نبدأً سابقاً. المطروحة للأسئلة الجواب ويعطينا المهمة

 المؤثرات.

 الأمامي الفرقي المؤثر1.1.2

 أن وأردنا السابق الفصل في عليه بالتعرف قمنا والذي تايلور مفكوك إلى عدنا لو

 عل: نحصل فإنناf()« بدلالةf\٤+h) نكتب

٨٤-٨-)٨٥-٨(٣(٠r(٥)٨"٣-F"-، n2!
......02.1

 تبعد أخرى نقطة هي٢+h أن ك]f الدالة تقارب نطاق في ما نقطة هي وحيث

 المذكور. النطاق نفس في أيضاً وتقعh الصغير بالمقدار عن

 أن: نرى02.1) المعادلة من

٣(4 4٤+٨)- fأ٢(٤).٨ 
h

=f(x), وضعنا لو الآن fو ,h)= f+٤)fعل لحصلنا :
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 ه ه الثاني الفصل ده

.....(2.3)٤-٤R"(ج٨"ا(- /+Oh)
h

 الأمامي الفرقي المؤثر نعرف تقدم مما =ز.0,1,2, القيم تأخذ أن يمكن هذه وز

 بالعلاقة: ز النقطة عندf للدالة(٥ الأول)

......(2.4)٥ f- f;١-f,

 الفرقي بالمؤثرA المؤثر تسمية في السبب نتبين((2.4) )المعادلةAf, تعريف ومن

: عل نحصل(2.4) و(2.3) المعادلتين من الأمامي.

.....(2.5)RF(r) '+O(h)
h

 في.. ما دالة تفاضل كيفية عن الإجابة بعض تعطينا(2.5) المعادلة أن نرى وهكذا

 المواضيع. هذه لمثل بالتفصيل نتعرض سوف والتكامل التفاضل فصل

 ولو )ثابت(h هي لا للمتغير متتاليتين قيمتين أي بين المسافة كانت لو عام بشكل

 أخر هي,« وحيثi=0,1,2,.... وحيث٢=٢+ih فإن8 هي البداية نقطة كانت

 فإن: =(بر،f( ب),؟ إليها مشار التابع المتغير قيم كانت لو أنه كيا الجدول، في نقطة

٠.....(2.6)(n=0,1,2,.....)٥y, =y٨- y٨

 المؤثر تعريف يمكننا,,%(.y,) النقطة عند الأول الأمامي الفرقي المؤثر هي4٧٠ و

 بالعلاقة:n النقطة عند الثانية( الرتبة من )أي الثاني الأمامي الفرقي

....02.7)(n=0,1,2,.....)4y٠-y  ه4٧=
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

(8,,Y٨)ر(٨ و,y),(x,,y,)  النقاط باستخدام بالتفصيل كتابتها يمكن وهذه

 يلي: كا وذلك

" y =(y ٧٠٥-(y- رy)-( -ر ر -2٧٠٠١+, ......(2.8)

(wy)  النقطة عند(٨ الرتبة من النوني)أي الفرقي المؤثر نعرف الطريقة بنفس

 أن: نعني وبذلك

" y = ٨y ا" (02.9...... يy ر-٨ ا"

 الصورة: علل الأمامي الفرقي الجدول نكون تقدم مما وانطلاقاً

 أمامي فرقي -جدول(1.2) الجدول

" y'y"y٥yy

Y

Ay

٨" ,y

y٥ 'مy

٨" y"yمy 

٨' yyه 

" yy

yوم 

 نرى فإننا(0,1,)(1,5(,)2,7(,)3,15) التالية: البيانات لدينا كانت لو المثال سبيل فعل

.02.2) بالجدول كبا هو الأمامي الفرقي الجدول ويكونh-١ أن:
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 ه ه الثاني الفصل ده

(2.2) الجدول

'y"y٥yy

1

4

-25

82

67

8

15

 النقطة كانت إذا معرف غيرAy أ كي )دلتا( ينطق4 المؤثر أن ونلاحظ

 بالجدول. نقطة آخر هي )لا(

 الخلفي قي الفر المؤثر2.1.2

-By=y عرفنا لو yوضعنا: عام وبشكل 

Vy,=Y٨-Y٨ ٠.....02.10)

 أن كيا.n النقطة عند دل( )ينطق الأول الخلفي الفرقي المؤثر هو عندئذV فإن

: هو٨ النقطة عند الثاني الخلفي المؤثر

٧%y=٢y-٢y=٧-2yy٥ .....02.11

 بأن:(2.11 المعادلة من يتضح و
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

٢%y=٥y٠ ......(2.12)

 هو:n النقطة عندm الرتبة من الخلفي الفرقي والمؤثر

٧"y = V٣'y-٧"y .....(2.13)

(.2.3) بالجدول موضح هو كا الخلفي الفرقي الجدول ويكون

 خلفي. فرقي جدول-(2.3) الجدول

y Vy Vy v ٢y ر

y

Vy

٣y
y

٢Vy برد

٢4v°  بر
 yم

vذ yVyب 

٢2yyو 

Vy,
 yم

 يلي: ما الخلفي الفرقي المؤثر عل ونلاحظ
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 ه ه الثاني الفصل ده

٠٧" y,٠V3 y,٧2y,Vy  هي المختلفة الرتب من للمؤثرات مواقع أول.1

y، .2"٥=y"فمثلا٧ً y =yو ؟ y=ثد yوهكذا. %؟ 

 )و( أنه عل٢ الخلفي والمؤثر(Delta) دلتا أنه عل ه الأمامي المؤثر ينطق.3

.(DeD)

 وهي4y=4 فإن:(2.2 بالجدول) المعطاة البيانات الاعتبار في أخذنا أننا ولو

.2y=6 y" و د =-2 Ay، أن كىا  نفسها

 أخرى مؤثرات3.1.2

 المعهودة المؤثرات تأثير ولها فرقيان مؤثران هما ؟ و بأن نوهنا وأن كاسبق

 أن: كى\٢(Vy-)٢%y و (دAy "ه=)y أن: نرى فمثلا

٥(٤ y,)= ٥(y - y (y =ر٢(٥y٥-y =)ر٥

.٨-)(٢(٥) بأن (نستنتج2.14) المعادلة ومن

 يل: كما تأثيره نوضح وE الإزاحة مؤثر الأخرى المؤثرات من

......(2.14)

E y =Y, .....(2.15)

. قيمة« إلىh يضيفE المؤثر أن أي

.VE= E6 =AE و E :  أن هنا الواضح من

 التالي: النحو عل نوضحها تلك٥ وE المؤثرين بين مهمة علاقة وتوجد هذا

42



• ه الفرقي الحسبان ه ه

٥y= y-٧٨٨ ر =Ey,- y, =(E-1)y,

E  +ا٥=

E(-V)y,=Ey,-EVy, =y-E(- yر )
=yر - Ey, - Ey, =Y- Y٠+٧,=  yو

......02.16)

 فإن: عليه

٠٠....(2.17)

 أن: أيضا نلاحظ

......(2.18)

(١-٢)Ey,=y

 بأن: نوضح أن يمكن الطريقة بنفس

......02.19)

 بأن: (نستنتج2.19 و)02.18) المعادلتين من

E(1-V)=(١-٧)E=1

E=(ا -v)'

..02.20)

 مجازاً: نكتب(2.20) المعادلة ومن

......02.21

 بالعلاقة: ويعرف ة المركزي قي الفر المؤثر وهو آخر مؤثر يوجد

 -ةE أ٤±

 =ب«ه بوأ=-ع١-٢
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 ه ه الثاني الفصل ده

 من الكسريةy قيم عل تؤثر الخ(.... و5 و"83 )وكذلك5 بأن هنا ونلاحظ

 القيم عل الخ(..... و8" و8" )وكذلك'& تؤثر بيننا تركيبها(، )في دليلها.

 يلي: كا نوضحه وهذا دليلها من الصحيحة

 أن: حيث

٨ أءإ ألء٥٠٢٤

6'y, =y،2ر- y,+y

......(2.24)

 فإن: عليه

.....(2.25)

 مركزياً. فرقياً جدولأ يمثل(4.2) الجدول و

 كلها الحسابات وتؤول صنعنا من هي« دليل في الكسرية القيم بأن هنا وننوه

 الصحيح. الدليل ذات القيم بدلالة

 الجدول جسم داخلy تكون بحيث الحالة هذه في البيانات ترتيب يتم أنه كى]

 الفرقي الجدول حالة في أنه لاحظ بالموجب. بعده وما بالسالب قبلها ما يرقم بينا

 الخلفي. الفرقي للجدول بالنسبة الجدول بقاعدة نبدأ بينا الجدول بقمة نبدأ الأمامي
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

 مركزي. فرقي جدول(-4.2) الجدول

y 8y 6°y 83y 8"y

yر 

6y
2

y
6°y,

5٧ إ, 6'yبو 
Y 82y 6"y

6y,  'ة٧ إ
2

y
8°y

5&y
2

y

: أن نرى فإننا(2.2) للجدول عدنا لو

y=5-1=4لا=ي- yة 

 أن: ك

6%y=y-2y-y =7-2(5)+1=-2

 هل ؟"&y وي6y عن ماذا.&y و ةy ب حساب يمكننا انه رأينا تقدم مما
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 ه ه الثاني الفصل ده

 المؤثر إلى نقدم السؤال هذا عل للإجابة معنى؟ أي ها يكون هل و حسابها! يمكننا

 النحو: عل يعرف والذي س المتوسط الفرقي

2 إ-، أءء

11 ١١  ؤ-,«، ؟ +اي-اأك٧)

.....(2.26)

 أن: أي

٠٠....02.27)

 المتوسط. الفرقي بالمؤثر س تسمية وراء من السبب يتضح المعادلة هذه ومن

 أن: أيضاً نلاحظ

'(E'+E=برة-") ر6 
2

......02.28)

 فإن: وبالتالي

11٣6 y=-(E'+E')y =-(y+y)
22

w8-(= )ر حساب أردنا ولو(2.2) للجدول بالرجوع فمثلاً yعندئذ فإنه 

=٣5y عل:  (إ7-1=)3 نحصل

 هامة: ملاحظة

 أن: وهي التالية الميزة الإزاحة لمؤثر أنه لاحظ

mE' y, =Y,
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

 و(2.25 و)(2.23) و(2.15) المعادلات في الموضحة العمليات من واضح وهذا

.02.26)

 المؤثرات عل تطبيقات2.2

 ما ببيانات الممثلة الحدودية درجة تعيين )أ(

 في المعطاة الحدودية درجة تعيين هي و؟٥ للمؤثرات المهمة التطبيقات إحدى

 بيانات. شكل

 الشكل: تأخذn الدرجة منR)(, الحدودية أن حيث الآن

.....(2.30)P,(x)= a,٣" + a,,٣.+""٠٠٠٠٠٠+a٤+a,

 فإن: الحدودية في أس( قوة)أو أكبر يمثل والذي "د عل بالتركيز قمنا ولو

٨(٣(=)"٢+h)"- ٣

 أن: نلاحظ ولكن• في الزيادة مقدار هوh وحيث

mn-1(٤+h)" = ٣"+mhx ,"\' " )ا4٨,٣...+٨
2!

٥(٣]-)٣"+٨٨٣"'++٨-["٣  فإن: بذلك
= nh٦+'-"....٠٠٠+-h"

 عل ه تأثير أن أي ،n-1 الدرجة من حدودية هو (ه٣") أن يتضح وبذلك

"xالناتجة للحدودية الريادي الحد أن ونلاحظ واحدة. بدرجة درجتها تخفيض في كان 

. nh' x""  هو هنا
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 ه ه الثاني الفصل ده

 الدرجة من حدودية هو (هx)" بأن الاستنتاج و النهج نفس عل السير يمكننا

n(n-1)h° x"" .n-2 هو الريادي وحدها nlh" ("x)" قيمته ثابت هو٥  و

.٨-)»("0 فإن وبذلك

n) n-r فإن عام بشكل للحدودية عدنا ولو >P,(r الدرجة من حدودية هو٥

 هو الريادي وحدها

،n(n-1)...(n- ٢+1)h٣"'a,

: أن ك

٨"P, = nlh"a,

 ثابتاً سيكونy"4 عل يدلل الذي العمود فإن الفرقي الجدول بكتابة قمنا إذا أنه أي

 أصفار. عن عبارة الموالي والعمود

(1.2) مثال

 هي: والبيانات درجتها. فأوجد ما حدودية تمثل الموالية البيانات كانت إذا

(0,0)،01,1، 02,8)،(3,27، 44,64)،(5,125)

 الحل:

 الثالثة. هي الحدودية درجة أن لنرى أسفله مبين هو كا الفرقي الجدول نكتب
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

(1.2) المثال(-5.2) الجدول

y ٥y "y 'y y

0

1

1 6

7 6

8 ١2

19 6

27 18

37 6

64 24

61

125

.4 للمؤثر اتبعناها التي السابقة الكيفية بنفسV"P,= ثابت

0

0

 ملاحظة:

 أن إثبات يمكن

 بالجدول جديدة قيم حساب )ب(

 وأن:(2.21 العلاقة نستخدم هنا

,Ey=ر y.أن: نرى عندئذ 

y، = Ey, =(1- ٧)'y =(١+٧+٧+٠١٧"+..)y
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 ه ه الثاني الفصل ده

 فيV""y عل تحتوى التي الحدود فإنm الدرجة من حدودية تمثل البيانات أن ولو

 فإن: وبذلك السابق بالبند عنها نوهنا التي الخاصية باستعال وذلك تتلاشى أعل

y"٠٠٠٠٠٠٠+٧+,y, +Vy=02.32...... لا٠٠)

 مداخل حساب من تمكنا أنها أي ؟ من حساب من تكننا(2.32) والعلاقة

 الفرقي. بالجدول جديدة

(2.2) مثال

(.1.2) السابق للمثالy (ر=6) احسب

 الحل:

 أن: (نرى1.2) للمثال السابق الجدول من

y =y +Vy +y +Vy
=125+61+24+6=216

 ما ببيانات الممثلة الحدودية صيغة تعيين )ج(

h• كيا. =م لأ أن: نرى العلاقة هذه من.١nhx=8 بأن ذكرنا وأن سبق

y عام وبشكل =يرEy =بEy و=Ey, أن: =E" yأن: نرى وعليه 

y =y(٢,)= E"y =(1+٥)"y ...02.33)

 عل: نحصل الحدين ذات نظرية باستخدام الفك وبإجراء
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

-1),٨٨١٠ ٢[[,٢٠٠٠٠٠٠٠٠٠٢
2!

Yو= 
 ا -م(،1\٠(.٨-r د١ ،,) ا

 د ر{د٠٠٠٥٥
r!
nln-1=y +ny,'"/٨ +بر٠٠٠٠٠٠٠..

2!
٨(n- ١.)٠٠(٨-٣+١ م,)

٢١ أ
r!

.....(2.34)

 أي هيn أن حيث و حدودية. تمثل البيانات كانت إذا منتهية المتسلسلة هذه وتكون

 الحدودية. صيغة إلى وصلنا قد نكون عليه قيمة

 حالات: عدة لدينا الآن

 الأولى الحالة

 هو:(2.34) الجمع ويكونn=٢, الحالة هذه فيh=١ وx=0 عندما

X K-1
y=ر٤=)٧+٤. .٦('/٨ بو+٠ 

2!
....(2.35)

 عل: ونحصل مساوية نضعها عليه قيمة، أي هيn,= أن وحيث

x-1 +»8)= ٧ +w  ر خد'٨ بر
2!

......(2.36)

(3.2) مثال

(.1.2) بالمثال بالبيانات الممثلة الحدودية صيغة أوجد
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 ه ه الثاني الفصل ده

 الحل:

 أن مراعاة مع(2.36) العلاقة تطبيق نستطيع عليه ،h=1 وx,=0 أن هنا نلاحظ

y=1،y=0،ه y,=6و y=6&"فإن: وبذلك 

-)««٧ ر+ م لا٢-1 م),٢-١٨-2,,)
 ه2٠ إ3٠ إ ه

 -ر(٢-٨ ج(٨-s±3٤ ج)
/  ه2!2!

- x+3x -3x+x-3x+2x- r
. y()=  م هي الحدودية أن أي

 الثانية الحالة

X-0 ٠٢- (2.34) العلاقة ومنn="= ،عندئذh#1 وx,=0 لدينا يكون عندما --hh

 علل: نحصل

٨%x٤
+.....+-/]X- «» ءء "لأزا .....02.37)

(4.2) مثال

 فأوجد لحدودية عثلة(0,4) ،02,8) ،(4,20) (،6,40) البيانات: كانت إذا

 صيغتها.

 الحل:

 صيغة لإيجاد(2.37) العلاقة نطبق عليه ،h=2 وx=0 بأن هنا نلاحظ

(].6.2) [الجدول الموالي الفرقي الجدول نكون ذلك ولأجل الدالة.
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

(.4.2) -المثال(6.2) الجدول

y

4

8

20

٥y

4

١2

20

"y

8

8

'y

40

y=8,y أن نلاحظ ذلك بعد =4,y  نرى(2.37) العلاقة من عليه ه،4=

 أن:

!٨ر٣/ د,  ;ي.-" حقي ا
٠ ;;ر; {أ

2222
- 4+2x+ (x-2)=x+4

 وذلك صيغة من إليه توصلنا ما صحة من التحقق ويمكن هذا المطلوبة. الحدودية وهي

 بالجدول. المعطاةy قيم مطابقة من للتأكد (سx) فيx=0,2,4,6 قيم عن بالتعويض

 الثالثة الحالة

,x العامة الحالة في (.2.34) العامة العلاقة تستخدمh=1 و0=

,-,.D=-- h وحيث -

53



 ه ه الثاني الفصل ده

(5.2) مثال

(.2,8(/)4,20(/)6,40(/)8,68) بالبيانات: الممثلة الحدودية صيغة بإيجاد قم

 الحل:

 العامة: العلاقة نستخدم بذلكh=2=1 وx,=2=0 أن نرى هنا

-««٠.(-٤-٨٨٠ و٤4٤/)٨ ،,رد)ر  ر،،

"2 h إ hه hه 

: علل نحصل(7.2) الجدول ومن

٢2) ,\4)٨2l),٤2 رl)ر{ ر -«»ر٤ 
2 2 2 2!

=8+6x-12+(x-2)x-2-2)
-8+6x-12+x-6x+8- x١4

(.5.2) المثال(-7.2) الجدول

y

8

20

40

68
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20

28

5y

8
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

 البيانات. نقاط بكل تتحقق والتى المطلوبة الصيغة عل حصلنا وهكذا

 هامة ملاحظات

 الفرقية، والعملية التفاضل عملية بين تشابه يوجد أنه ملاحظة والمهم المفيد من ا.

d%y  ،ور
 للت=

dx"
 فإن الثانية الدرجة من حدودية لدينا كانت لو المثال سبيل فعى

 ونحن وجدنا لو عموماً. هy ثابت= البند هذا من لاحظنا وكل وكذلك

 حدودية تمثل البيانات أن يعني ذلك فإن ثبتت قدA"y أن الفرقي الجدول نكون

. m  الدرجة من

 إيجاد من لتمكيننا تكفي النقاط من+(1) أن دائ] الحسبان في نضع أن يجب.2

. n (n+1) الدرجة من حدودية لأي  المعاملات

 منها تكون التي الحالات في فقط الخلفي وكذلك الأمامي الفرقي المؤثر نستخدم.3

=h). عندما )أي التباعد متساوية  ثابت قيم

 الجدول يتقارب لم أن حدث إذا وخصوصا هي كا البيانات جداول نقبل لا أن يجب.4

 خلال من أو التقريب قبيل من الأخطاء تحدث أن جداً السهل فمن ما. لحظة عند

 الخ. إعداده أثناء بالجدول القيم تبادل يتم أن أو مطبعية أخطاء

h  الخطوة طول.5

 هي القيم إحدى كانت إذا أنه أي ،h للقيمة مساويا عموما، ، قيم تباعد يكون

xهي الموالية فالقيمة x+hتليها والتي x+2h....بتساوي نعنيه ما هو هذا وهكذا 
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 ه ه الثاني الفصل ده

 حالة في للغاية مهمh الخطوة طول اختيار إن.h الخطوة طول و قيم+ في التباعد

 قيمة باختيار قمنا فلو والجهد. الوقت علينا يوفر المناسب الاختيار أن حيث ما؟ مسألة

 المطلوبة الدقة عل نحصل حتى كبير بجهد القيام في لنا يتسبب فهذا ،h جداً صغيرة

 الرتب من الفروق إهمال يمكننا لاh ل كبيرة قيمة اختيار حالة في أنه كي] لحساباتنا.

 العلا.

 الرتبة من الأعل الرتب من الفرو إهمال يتم الاستعمال شائعة الصيغ أغلب في

 في نأخذ دعناh اختيار أهمية ولنوضح الأساس. هذا علh نختار عليه الرابعة؟

=y الدالة الاعتبار e.أن: نرى عندئذ 

h2+h٨h٢h٤ ا e(1ا- )"y= e""(e'1ا- )- e'(e1ا- )-e'(e  و== -ا1[٨ -ر "ا ا

٨"y= e(e"-1)" :  عل نحصل د موجب صحيح عدد لأي أنه كي]

 بحيثh نختار أن يجب ،n قيمة تتزايد عندما الصفر إلىA"y يؤو أن أردنا فإذا

.h<0.69 h المتباينة e تحقق أن أي  -ا1<1 تحقق

 يتقارب. لن الفرقي الجدول فإنh>0.69 كانت لو أنه يعني بالتأكيد وهذا

 فإن وبذلكe"-1=h فإن جدا( )صغيرh<<1 كانت لو أنه المثال ولهذا هنا نلاحظ

y=hyو y= h"y"4الذي الجهد مقدار للفروق الصيغ هذه من نرى وهكذا 

 الحسابات. من الحالة هذه مثل في سيبذل

 جعلنا لو أنه نرىh الخطوة طول اختيار أهمية عن نتحدث وعندما وعموماً
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

 ء٠2 ء فإن ا%ا جعا نو كذلك.٥ د2٨ و٧ لا-٠٥٧-٧٠ فإن«2 ذ

,EE٥, وحيث+E, = E?=(1+A) .٥-=,٥+--٠٠.... وحيث1= --82

2٠4 ء٠2- هكذا. و٥ إ٨ و تقريبا٥ً مج«٥ فإن٨-٨ نجعل عندما أنه أي

6 أسلوب".6

 للمتتابعةa النهاية فإن=,a+br" وبحيث متقاربة متتابعة{{,} كانت إذا

 هذه استخدام و عمل ونوضح"& بأسلوب يسمى أسلوب( )أو بطريقة إيجادها يمكن

 كايلي: الأسلوب

: أن حيث

82x, =8,١-28, +5,

K, =a+br"

6%, = b1-r)'٣'

(w -x,)' =6"(- r)٣

.....02.38)

 أن: وحيث

......(2.39)

 فإن: عليه

٠.....(2.40)

 أن: (نرى2.39) المعادلة ومن

......(2.41)

: عل (نحصل2.41 و(2.40) من عليه
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 ه ه الثاني الفصل ده

X a-8م ذ( )؟٨ ،
'a+82٨+1 8,

......(2.42)

 قيمة عل الحصول يمكننا بأنه(2.40) المعادلة و(2.42) المعادلة من نرى وهكذا

٨١٠ و,٠ وهي المتتابعة من قيم ثلاثة باستخدام وذلكa النهاية

(6.2) مثال

 المتتابعة: نهاية لحساب& أسلوب استخدم

3. 5 9 17  5ا•• أ.و#.،33#
. و,x الحدود الاعتبار في بالأخذ وذلك

 الحل:

: أن نلاحظ

91733
X}X ٠3 د٠-6٠=٤

: أن ك

64x,=x;-2x,+x,
33 ر12/.68-9.55+١.36 ٢ د

32 16 8 32 32

: أن و

 و1/1733
}X » ية أيم-آء
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

: فإن وبذلك

 /أيةا-"، يو-ت ),-ي(١11
 هي:a المتتابعة نهاية قيمة أن نرى وعليه

(٧ -و٤)33 ا32,
 {ح-K د د±

32 32 325°x,•

: أن نرى حيث المتتابعة حدود في دققنا لو ذلك من التحقق ويمكن

2+1K,= , n=1,2,3,4,..........
2°

 فإن: وبذلك

 ز ا-"لمة
 المقسم الفرق3.2

 أيضا يمكننا ولكن التباعد متساوية« للمتغير قيم استخدام عل اعتدنا الآن حتى

 وفي التباعد. متساوية« تكون أن الضروري من ليس أنه أي لا. قيم أي استخدام

 بالتعريفات ونبدأ المقسم. الفرقي المؤثر هو و جديداً مؤثراً نستعمل الحالات هذه مثل

 التالية: الضرورية

 العلاقة: خلال من ولا ل الأول المقسم الفرق يعرف

»٢٠]=)«٧ _)لا-لاا-[ء, ولا-لا
٤-٤٤-٢
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 ه ه الثاني الفصل ده

 أن:(2.43) من نستنتج ومباشرة

y=٧(+٧-xlw٠] ٠.....(2.44)

 بالعلاقة:y ولا،و ،y لم الثاني المقسم الفرق يعطي بالمثل

]٤٠6 -[ة, لأ ا[،%]-[....02.45)
(٢ x)

 بالمعادلة: معطاةy وتكون

(2.46)

.-٢-,٤\٧l٧=٧(+٧-٤[,٤,٠٤l٤٠x]+(٣

 بالعلاقة:(n الرتبة )من النوني المقسم الفرق نعرف عموماً

]٠٤.s٠8[.د] ٠] لإ3.8 
٠٤٠ ,ي0٠٠٠٠8٨١= :(ً)

٤-,٢,

(2.47)

 أن: نستنتج أن نستطيع كبا

y=y١(٤-xl٤٠x]+(٢-٤\٢-,٢)٤٠٤٠٤[١٠

+(٤-,٤)(w-wl٤..٤]

+(٤- 8}8- 8)(x- slx3,s,]

 النوني المقسم الفرق تطبيق أن إثبات الأمامية، للفروق بالنسبة وكاسبق أيضاً، يمكننا

،x" n الدالة معالجة من يتجل ذلك ثابت. إلى يؤدي  الدرجة من حدودية كثير عل

 هو: الأول المقسم الفرق أن حيث
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

٣" - w (٤-٢) ا-[ء]٣)٨٣+٨٣١٠٠+٠ ا

. m-1  الدرجة من حدودية وهي

 الدرجة منf(٢) بحدوديةy الدالة لائمنا لو أنه نرى ،02.48) المعادلة من الآن

n-1كتابه يمكننا فإنه yالصورة: عل 

y= ٨(٤(+)٤-٤\٤-x).(x- x,], ٤..,,]

 بالعلاقة: معطاةf() وحيث

.....(2.49)

f(»)=y+(٤- x\ .....+[٤ ي,

+(٢-٤)٠٠٠٠٠(٤-٤٨])٤٠٠..٠٨]
٠.....02.50)

(7.2) مثال

 من بحدوديةy بملائمة فقم٧=3 و٤=2 وx=١ و =ر كانت إذا

 ملاحظاتك؟ هي ما الثانية. الدرجة

 الحل:

•=٠•123 -الجدول الفرقى الجدول نكون وبذلكy و"= يو و'= ا-بر أن نلاحظ
 بأن: لنجد(-8.2)

٨(=)«٧(+٢-12](٢-٤-2l.2.3]
1 1f(»)=1+-(٢-١(--)٤-1\x-2)
2 3

1 3 1f(x)--+x--x
6 2 3
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 ه ه الثاني الفصل ده

(.7.2) -المثال(8.29) الجدول

x

1

y

1

]٢ [يد.

1%

[٤٠»]

2

3

1 %32

1

1
3

 وهي صلة بأي للحدوديات تمت لا دالة تمثيل أمكننا أنه هنا ونلاحظ

 الثانية. الدرجة من بحدودية

 إلى نصل فإنناf\(+)«٢-1\٤-x-3lx,1,2,3(2[ حسبنا لو أنه نلاحظ كي]

 ا±ر. الأصلية الدالة
٢

 الحد: نحسب دعنا ذلك من للتحقق

(٢-1)٢-2\٢-3ls1.2.3]

 هو: وهذا]x1,2,3[ نحسب بذلك نقوم ولكي

]2٨٤ إ2]-[23[
x-3 .لأ ٠و'

-(٢-3ls12.3]-[s1.2]}
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

]L ٠٠ م-(2) ء]3-]2]  ولكن:

 فإن: عليه

(٢-2/٢-3lv1.23]-[«١]-[2]-!(2(٢ (!ا)!'--)٤x-1

 إلى: يؤدي هذا و

1 1(٤-1)(x-2)x-3)x1,2,3]= y-1--(٤-١(-+)٤-1(x-2)
2 3

 علل: نحصل وبذلك

1y= f(8)+(٤-1(٤-2/x-3)[x,1,2,3]=
٢

(8.2) مثال

 المقسم الفرق فأستخدم الثانية الدرجة من بحدودية تمر الموالية النقاط كانت إذا

 و(1,5 و)(0,4): هي المذكورة.والنقاط الحدودية صيغة لإيجاد((2.50) )المعادلة

.(-1,5)

 الحل

: أ لنجدf)( نحسب ]ثم(9.2) الجدول المقسم[ الفرق الجدول نكون

٨٤)-5+(x+1)-11]+(+1»- 1-1,1,0]
f(٤)-5+(x+1)0)+(x+1\x-1)1)- ٣+4

 هنا. ثابتة ليستh أن نلاحظ وحيث
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 ه ه الثاني الفصل ده

 نفس إلى نتوصل فإننا نقاط ثلاثة من أكثر استعملنا لو حتى أنه أيضاً ونلاحظ

 يلي: كا نوضحه ما وهذا الإجابة

(8.2) (-المثال9.2) الجدول

٤

-1

1

0

y

5

5

4

[٨٠٤]

0

1

[١,٠٤٠»]

1

(.1,5) و(1,5) و(0,4) و(4,20) هي: بالحدودية المارة النقاط لتكن

(.10.2) بالجدول المقسم الفرقي الجدول نكون

 إضافية بنقطة(8.2 (-المثال)10.2) الجدول

[١,٠٤٠»]
[٨٨]yx

5-1

0

151

01

140

4

204
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

 أن: نرى وحيثf(٢) نوجد الآن

٨(r)-5+(x+1-1,1]+(٢+1٤-1)-1,1,0]+(٢+١\٤-1)x- 0)-1,1,04]
-5+(x+1\0)+(٨- 1\]+w٨-١\o)
= +4

. النتيجة نفس إلى توصلنا قد أنه نرى وهكذا

 كتمرين برهاها ونترك برول مبرهنة امتداد إلى نشير الفصل هذا ختام في

 والنتيجة المبرهنة هذه باستخدام النهائية صيغتها فيy نكتب لكي وذلك للطالب،

(.2.49) بالمعادلة سابقاً إليها توصلنا التي

 برول مبرهنة امتداد

 منk للتفاضل وقابلة]a,b[ الفترة عل ومعرفة حقيقية دالةf() كانت إذا

 يكون: بحيث ي(=a,b) عدد يوجد فإنه]a,b[ في المرات

 م6)
[٠٤٧٠»]-  و و٠٠٠٠٠ و٤ إ]()'

 الصورة: علy كتابة يمكننا(2.49) والمعادلة المبرهنة هذه باستخدام

y- ٨\١(-)٢-٣١١-٤L( (٣ 5ا"رج
n!

: وحيث

i=0,1,....., ٨e[minx,,max; ا x,]
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 ه ه الثاني الفصل ده

(2) تمارين

 يلي: ما صحة أثبت.1

 ثابت. ث وحيث0)4=(c )أ(

.V(»)=h ( ب)

.3 من أعل رتبة من الفرقي المؤثر قيم عن ماذا ثابت،a (؟وحيثa =)د0 )ج(

. أن أثبت.2 n R,(x) الدرجة من حدودية P(»)=0" وحيث٢

 ثم ،x=0,0.1,0.2,0.3,0.4 القيم باستخدام وذلكx للدالة الفرقي الجدول كون.3

 الخلفية. أو الأمامية الفرقية المؤثرات خصائص باستخدام وذلك=1 حتى أمده

 التالية: بالبيانات الممثلة الحدودية درجة هي ما.4

x

y

0

5

1

6

2

13

3

32

4
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5

130

6

221

 التالية: بالنقاط تمر التي الحدودية صيغة هي ما.5

. P8)  أحسب(.0,10) ،02,7 ،(4,0 (،)6,11

.٥"y= h=1 إم أن فأثبت =y و ٣" كان إذا.6

 و مرةh=1 تكون بحيث1<<5 للقيمx للدالة الفرقي الجدول كون.7

--2٠٠ بالجدولين. الثانية الفروق أعمدة قارن أخرى. مرةh إ=
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• ه الفرقي الحسبان ه ه

 بالنقاط: تمر التي الحدودية هي ما.8

00,7/00.1,7.164'00.2,7.272)'«0.3,7.348)l00.4,7.416)'00.5,7.5)

 أسفله. المعطاةy لقيم قي الفر الجدول كون.9

6543210k

 yو1296625256811610

 التالية: بالقيم الوحيد الخطأً وصحح أوجد.10

76543210k

21012060246100y٤

 فإنy=k حالة فى أنه لإثبات الفرقى للمؤثر الخطية الخواص .استعمل11
 ب جي

Ay =3k +3k+1و y =6k+6.ملاحظاتك؟ هي ما "ه 

. 4y =e(e- 1) y فإن =e  كان إذا أنه أثبت.12

٠٤٠٦1.1..A(sinK)-2sin  ا أن: أثبت.cosk+13 ج
22

 المعطاة: الأولى الفروق منy ل الناتجة القيم احسب.14

k

4y

0

1 2 4
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 ه ه الثاني الفصل ده

[ ء ء
.w& y =& ,y ر =-( ٨ )ر آن أثبت.y15-٧ ر

٠٠٠2

 للمتسلسلة: الأولى الحدود من« مجموع هو8, كان إذا.16

 ر١1١111
3 {ر٥٠٠٠٠٠٥ 5 7 9 11 13

 بالعدد عليها تحصلت التي النتيجة قارن.S و,S و,S, عل أ& أسلوب فطبق

mT%
.8= ا(د٨-)٢+(v+) أن أوضح.17

 يلي: ما أثبت.18

y -ج3y+3y-y )أ( =y.ه' 

6"y,=y-4y +6y-4y,+y (٥ ب(

.L •٠2 المؤثر باستعال وذلك متكافئان اه١ إ+٥ ا(\+٨ و) ر6 أن ألبت.19

 فمه لأي ثابت مقدار]x8[ فإنP-)«(٣+2x كان إذا أنه أثبت.20

x].8,ثابتتان]. نقطتان٤ و 

 بملائمة فقم=.3 و٢ -ي2،٣-١ أ ولو ،y إ= الدالة الاعتبار في خذ.21

 المعادلة باستعالy= إ أن من تحقق ثم الثانية. الدرجة من لحدودية الدالة
x

.(2.49)

68


