
 الذاتية القيم مسائل

 السابع الفصل

 على: الفصل هذا يحتوي

 متناسقن. حقيقي لمصفوفى الذاتين القيم1.7 كهر

.Jacobi Method  جاكوبي طريقًة2.7 كر

 الذاتية، التجهات3.7 كهر

 عامق. ذاتية قيم مسائل4.7 كهر





 متناسقة حقيقية لمصفوفة الذاتية القيم1.7

(Eigenvalues of a real symmetric matriX).

 التالية: المعادلات لحل مضطرين أنفسنا نجد الفيزيائية المسائل من كثير في

44٨-,٨ 8 رو8 و, :ا ا،

X4 ور

 -ووةx٨ -إ

 أو

4 رو:4 ر,

x004 د4 و٨ 4 رو ة5 و,x100, :.:ا.: ا:":

Ax=٨Ix

 آخر: بشكل أو

٠....(1.7)

 حيث:

Aمتناسقة. مصفوفة 

Kمستقلة. لمتغيرات متجه 

 المهتز. كالوتر متذبذبة لأنظمة الطبيعية الترددات مثل فيزيائية قيم تمثل ذاتية قيم2

 تسمى والتيx و الذاتية القيم وهي ه قيم إيجاد في تتلخص الذاتية القيم ومسألة

 طريقة هي المسائل هذه حلول لإيجاد والمعتادة الشائعة والطريقة الذاتية. بالمتجهات

 جاكوبي.
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 ه· السابع الفصل دم

(Jacobi's Method)  جاكوبي طريقة2.7

 الشكل إلى(1.7) بالمعادلة الوصول في جاكوبي طريقة تتلخص

0 i 7, 0 0 i
0 3,= 0 ٨, 0 x,.::/:م b, 0

0 :ا ،
 أن: أو

٠...02.7)B7=3x

 و هي الحلول أن نرى عندئذ ذلك من تمكنا لو. قطريتان مصفوفتان4 وB حيث

.8 هي هنا« تكون وحيث3

 تحويل حول معلوماتنا من بعضاً نستذكر دعنا جاكوبي طريقة نستخدم ولكي

 بدورانF إلىx الإحداثيات من وللتحويل. المستوى ففي. المستوى في الإحداثيات

 بالعملية: نقوم للمحاور0

.....(3.7)٢=T٦

 حث:

8٢ -,x,i أ-٠ أ:
/«٥-٩٥\T-  و

sin0 cos0

 ولكن: الدوران. مصفوفة هي

٠٠.... (4.7)Ax=٨x
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

 عل: لنحصل(4.7) المعادلة في(3.7) بالمعادلة نعوض

AT7=Tx ......(5.7)

'T أن الخاصية واستعال اليسار منT" (في5.7) بضرب T=1أن: نرى 

T"AT٦-٨T" T٤=٨٦ ٠.....(6.7)

 المصفوفة جعل وهو المطلوب الهدف إلى ونصل جاكوبي طريقة نطبق لكي الآن

"B=T تكون بحيث0 نختار ، قطرية(6.7) المعادلة يسار علل AT.ولكن: قطرية 

4 cos0 ور sin0cos0 sin0 a
B=  ا ، ملم مالء أنه

 يعني وهذا للصفر مساوياً القطري غير الحد يكون أن يجب قطريةB تكون ولكي

 أن:

a, (cos'0- sin'0)+ cos0 sin0(a,, - a,)=0 ٠٠٠٠٠٠(7.7)

2a
tan20=  2ا

4 -ر8 ور

 العلاقة: تعطي و.هذه

......(8.7)

 الشكل: علB تصبح بيننا

cos'0 +2a,,cos0sin0 +a,,sin'0ام 
0

0
a,,sin"0 -2a,,cos0sin0 -a,,cos'0)
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 ه· السابع الفصل دم

(1.7) مثال

 الذاتية القيم وعين قطرية. [ا=« ا' المصفوفة لجعل جاكوبي طريقة استخدم

. للمصفوفة

 الحل:

 تحقق التي تلك هي قطريةA تجعل التي0 أن نرى(8.7 للمعادلة بالرجوع

 المعادلة:

21tan20 :!)  ر
4-2

 عل: نحصل(9.7) المعادلة ومن ومنها0"= أن أي

04.414
B=1= »".٠ ا»

.3,=1.586 و2,=4414 هي للمصفوفة الذاتية القيم أن آي

 المستوى. في استخدامها تم حيث صورها أبسط في جاكوبي طريقة هي هذه

 ما عادة التي المصفوفات وهي(3x3) النوع من بمصفوفات العمل أردنا لو الآن

 العناصر من لنتخلص المستوى في متتابعة بتحويلات نقوم فإننا العملية بالحياة تواجهنا

 النوع: التحويلات هذه تكون فمثلا. كلها القطرية غير

cos0

 وة-+
0
cos0 و، 0

0 1
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

-T,= 0
sin0

 -.وy المستوى في دوراناً يمثل وهو

٠
01

0 cos0

 و ة-«. المستوى في دوراناً ويمثل

0 إ،1 0
cos0
sin0

cos0 اب،0

.y-2  المستوى في دوراناً ويمثل

 التالي: المثال بحل نقوم دعنا قطرية المصفوفة لجعل المتبعة الخطوات ولتوضيح

(2.7) مثال

 الناسة للمصفوفة الذاتية اليم أوجد جاكوب طريقة استخدام

1-0:. إ، 2

 الحل:

a, ,,a نأخذ -عليه1 يساوي وكلاهما ,a أو  هنا وهو قطري غير عنصر أكبر لنأخذ.1

 القيمة( )في عنصر. اكبر أنه عل

cos0

oأن، ومهانى »ا-ا 
0
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 ه· السابع الفصل دم

2 2
tan- =)c

2-2 0

0--5 أن: أي

 يتلاشيان.a م و4 «ر العنصرين من نجعل التي الدوران زاوية عل حصلنا وهكذا

,
٨-

0

 ت،-»
 ي0,3
10

 الدوران: مصفوفة تكون بينا

 المصفوفة: نعين.3

٨4=T,AT

.٨ هي الجديدة« وتصبح

 وهكذا قطري غير عنصر أكبر من ونتخلص« المصفوفة عل3-1 الخطوات نعيد.4

(m عل نحصل حتى Aعلل نحصل وهكذا قطرية. تكون( الدوران مرات عدد هو 

 الذاتية. القيم

 عل الحصول يمكننا دورانات مس بعد فإنه الذكر سابقة الخطوات بكل قمنا لو

 التالية: الذاتية القيم

٨, =3.4142
1, =1.9998
8, =0.5859
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

 ملاحظات

,a أن لاحظ السابق بالمثال(1  من التخلص يجب وعليه متناسقة وأهاa =ر,0=

.8 و,«a ر, وهما فقط عنصرين

 وكل الحقيقة في ولكن العملية لإنهاء دورانان يلزمنا أنه (،1) الملاحظة من أحدنا، يعتقد(2

 في السبب ويرجع. هنا دورانات خمس إلى احتجنا فلقد صحيحاً، هذا ليس لاحظنا

 بالرغم أخرى بمواضع جديدة أرقام لدينا تتكون المصفوفات ضرب بعد أنه إلى ذلك

 القطرية. غير العناصر أحد اختفاء من

 تتضاءل القطرية غير للعناصر قيمة أكبر يجعل دوران كل أن الحظ لحسن ولكن

 القطرية. الصيغة إلىA يتقارب تدريجياً وهكذا

 الصيغة: إلى الآن نعود

2a,
tan20 ="

8٨-4 ر,
٠.....(10.7)

 أن: وحيث ز والعمودi بالصف موجود قطري غير عنصر أكبر هوa ر, حيث

2 2tan0TIl -
1- tan'0

٠٠٠..(11.7)

 أن: نرى7.01 و010.7) المعادلتين من فإنه

2a, tan20+2(a,- a,)tan0-2a,=0

 وحلولها:tan0 في الثانية الدرجة من معادلة وهي
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 ه· السابع الفصل دم

(٠٠٠ ,د,-/ )ء- ;٠»
[AT() =

2a,

 عل: نحصل المرافق في بالضرب

tAn() (12.7)..... ا٠ ٦٠تمم-٠>=

 أن أيضاً لاحظ.a ر من أصغر أو من أكبرa, كان إذا ما عل)±( الإشارة تعتمد و

/<٥<57/22-•

 العلاقتين: منsin0 وcos0 حساب (نستطيع12.7 منtan0 بحساب الآن

cos0 =(1+tan°0)/

sin0 = cos0 .tan0

.....(13.7)

٠.....(14.7)

 الحسابات. في عادة المستعملة هي(14.7) و(13.7) ،(12.7) والمعادلات

(.10.7) المعادلة من بدلا بالحواسيب الاستنجاد عند خصوصا

.(Eigenvectors)  الذاتية المتجهات3.7

 الذاتية القيم من توجد+ أنه نلاحظ الذاتية المتجهات لحساب بالنسبة

 هذه مجموعة هوV كان إذا و(.nxn) المصفوفة لبعد طبقاً وذلك1 ,ر,,٠...,2,

,X التحويل لمصفوفات والمناظرة مربعة مصفوفة في ٤..٠٠٠.....,, المتجهات

T,,T.,الذاتية, القيمة« تقابل وبحيث1: و A,٠٠٠٠.. و ,، الذاتية القيمة8 و

 وهكذا.
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

 فإن:

AV=٨٧

 أن: يعنى وهذا

٧'A٧=٨ ..٠..(15.7)

-'T أن )لاحظ بالمعادلة(15.7) المعادلة وبمقارنة T٧ ا٧" و:)

8-T;' T;' ٠٠٦٦ ا A٦٢٠٠٠T,

٧-TT٠٠٠T

٠٠....(16.7)

 أن: نرى

٠٠٠٠٠(17.7)

: (فإن1.7) للمثال رجعنا لو المثال سبيل فعى

=V-T/٣ أ !إ/ A=sin0 و cos0 1 2

 أن: أو
0.924 -0.383

V-T-  د»(-s ت [«ه
 وأن:

0.924
X =  ؟ أ»،
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 ه· السابع الفصل دم

 أن:(2.7) للمثال بالنسبة نجد بينا

0.5

٧-٦٦-/-٥٦0
0.5

0.707 0.5
0 . إذ»0.707

 يكون: وهكذا

3.4142 الذاتية القيمة ياثل ذاتي متجه أول هو الأول العمود

1.9998 الذاتية القيمة ياثل ذاتي متجه ثاني هو الثاني العمود

0.5859 الذاتية القيمة يماثل ذاتي متجه ثالث هو الثالث العمود

(3.7 مثال

 أسفله للمصفوفة الذاتية والمتجهات القيم لحساب جاكوبي طريقة أستخدم

 الحاسوب. مستخدما

:;-1 2 -1
0-1 2

 الحل:

 نكتب جاكوبي طريقة ولاستخدام ، ذكره سبق كا ء متناسقة المصفوفة إن حيث

 إلى لتتضاءل القطرية غير الحدود عل شرطا نضع وبحيثJACOBl الفرعي البرنامج

 والبرنامجe=10 مثل صغير عدد من أقل قيمتها تكون أن نطلب بأن الصفر

 هو· الفرعي
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

SUBROUTINE JACOBI (N,O,JVEC,M,V)

.2 تساوي أو من أكبر وهيO المتناسقة المصفوفة رتبة هو٨ حيث

 الناتجة. الذاتية المتجهات مصفوفة هي] و

 هوJVEC بين] القطرية، المصفوفة عل للحصول المعمولة الدورانات عدد هوM و

 القيم يأخذ بينا الذاتية القيم طباعة أردنا إذا صفرا القيمة يأخذ بارامتر

 معاً. الذاتية والمتجهات الذاتية القيم عل الحصول أردنا إذا,2,±1±

 عل يشتمل والذي(1.7) بالشكل الموضح البرنامج كتبنا إذا المثال هذا في

 بالجدول الموضحة النتائج عل الحصول يمكننا فإنهJACoBI الفرعي البرنامج

 هي: الثلاث الذاتية القيم أن نرى خلاله من والذي(1.7)

٨ =3.41423
٨, = 2.000
7, =0.58579

 غير (،2.7 السابق بالمثال يدويا عليها حصلنا وأن سبق التي النتائج نفس تقريباً وهي

 فرضها تم التي للدقة نظراً القيم هذه عل للحصول دورانات تسعة هنا الأمر لزم أنه

 بالبرنامج.
c

It1ل-٤٤:٤& It F=CGRRM» 3OR E-5EN
- ٦٦LUE TFOE-5N II 5HE PORy ±x =x
c

٢٦TA IRE3D ، IW3I-٤ !5,2 +
:1R4-T4 :L2,-2 ذ٨ ؟: , ٦٤12،12;

-3F ة ب I± THE CAER CF wNzRI£؟ 
 ن

R5#٥ '-REة D,5i H
L 11 I- 1٠

1 ٤63 !3,-: 4٤I٠٠٠٦:,-=:٠
6IT5{ I5R--E  ,ن5 زد

I ','زM#T٦T%٤ ا8 ;' JYE:3 ج غلاغا
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43-٢XIF،٢E,31%i3: rTC ز،لا ز5 ت

: 1=; =Aذ S:٥(-E,15!
IB(IF;-r

٦E١,5H"52:I١ نUC٤٢-٦٢٤٤1-S,£ز=- i153 ت
I٤}٧٤١٣i -5E.3ESi£:I, JF1ز i٢-;TU 533

:8٥ IEHE=:-=,I:
,-:٤N3 T=E[+5I;E--52:.13!-:ج٢٦٢٠٤ 

:::550-O 5t ,٣E:١١E،#55'5--:%:٦;٠ ا
X:-P}-ABS! :IP,-1: ج
THII3'=  لا

555 C:1٦,I!--3 ,SNC:0P::+٤٨٦' دنا-'- T  ز
-٦٢8i٤٤ ،G2،3B٤٢5١P,T; C إذ4 نا 55v
21٦;-A3s 'C=, ;; ل
I1+J I= ذنر

5!٤ C5١٣٢N٢١٤

C ٤٤٧15 3TETtERT T٢3T ١C.4 CCt::r±±ع -C;; 5T r-٢E:ECلا ORS
c

IF7؟ EC.r5.٥; :Cن T¢ ±
C٤ 55 --1٠١
T «،;٤ -نزر٢-!1 ج

;12:-,٠٧-C05N+ TEHF+5r٦;١٨٠ ل٤ إ=٦٤
5٤0 ت7١T,٢٢-;41tE145-٤+]C05-;٦,-! ،1 إذ

CT6  ؟
1٢٢C '٤1'R;

٦N

 للمصفوفة الذاتي والمتجهات القيم يحسب برنامج(1.7) الشكل

 رمس إًن ا::
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

I7ECt٤TETx 1

٥٠٥٥١ C£ن-٠٠ ماء: 

 :ا ;ا٢
 :.ن٤t١ ذ٧ ز

-1،::%?
2،3:

 ،--5 ن

5 ،3 ذ
-٠355
2.33335

5=T ٦٤EE3 ذا: ٤٤-?٦٦T:٤

E-٢٢H'٤L!±:-:= -; ،ذ414٤

FI :٦N' LC'KS
٣٣٣٠٣-١٥0
 بةبهدء ة

 ج١ م٦٢٦٠1٦

:.5CCC  tن

=IGEF7±LD5:22ز- .CGt0

EICEN7zcrRe
 ج د
 ت1.-:::

-(١.112
] ١ ا ا٢٠٠٠٠٠

 ا٤٦±15-VE -زذ;£31٠555٦

IGEN7ECRs
٢٣٣٤٥٦ ٠ لا١ ،

 ان٤ب ا ي[[٠-٢٠١

3.5CcC  ا

(1.7 بالشكل الموضح البرنامج نتائج(1.7) الجدول

 وذلك دلفي. البرمجية التطوير بيئة باستخدام وC بلغة ولكن المسألة نفس كذلك نعطي

(.7.7-(4.7) بالأشكال

#include<conioh>
#includesiostreanN,h>
#٦nClude<ath.h>

anو lefun{);
trans_funzC);
trans_funyC);
trans_funxG;
1٨٤ h,٦٠k٠٠٠R٠ ; :g[d1[لإ g],y[لإإ لإ y,إ g([فتخة:{ثث:1ب ب][ف:]ة'#يةغ و,بيي 
f7oat anو le,C=.0:vz[1O][10],Wy[101[10].wx[lD. [10]:

mainG
{

c٦٣٤٥٣١ ;
c eReer &ه ث#(أفم Aunber ٥f RotaTions R =";
cin>>R;
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 ه· السابع الفصل دم

fort ; =ز0;[<5 j (+ ب
{ for€ ٦=0;i٠3; i++)

{ rout4<"\HEnter A["<<j4¢"] ٢"<ei =[" يمه
cin>+A[j][i];

 ز{
";mrhe Array 4[i][i7\n\n"\4يا oج٤ 

forG ; =ز0 j<3; J++
;et<<endl{ع 

fort i=0;i<٩;٦++
 أcvt ءةA }"ما[ز]٤ ا٤;"

}
#; (1 ;Hه - R; hه +)
٤ang le_funC);

٢٦٩٤+k = 1  ز
trans_funzG);
e1se
٦٢٩}٢+k= 2)
trans_funyG;
e14ي 
trans_funG);
}

fon( j=0 ;  ز<3
{

for i=0' i43::iذ u-ا iابأم 
 ز

forG (+ =ز0 ز;<3;3
٤ coite4"\nIenwalueL"<ه j [i] طءه"=["يا> [i]<<endl;
gout44" ;"eryectrs:\n ي
for٤ i=0;٦3; ٦++

{ cout< vEi][]<<end1;}}

Ie tcheC);
retunneoلأ :

 ز
 ±في٤3٤4٤±±٤44±+٦ ٤±٤±٤٤#3 ±خ+###4w#٧ ز±4٧34٤4444 ف

angle_funC

}1oa٤ m-0,w,5;
6orG,1 { د0. ز <ز1:3 ا

{ for i=;i<3; i+)
}١٤٤ ز=ا

{ ي}} }إثإإ1, م6
w =A[5][  :آلأز،}:±"ميإة,,1-)4

٧٩٤٤٢٤
{ ٨= w ;j=٤ ا k=1;

hH)

s=28D]٤]; w = A][] - ATKITk];
{٤٢ w== 0 ( لع5 ب.0&

ang3،14159265/4-=آ٥ ;
else ; ٦٤٤٣=0 &&s>0]

 ة'n وأو= .ذ1 :؟ة{وكدو
} ese
{ angle = (atants/w))2;}3

return{0);
٦

 ±±م3±±3٦±3٦٤٣٣33٤±44٧٩4٧٧٣٧٧٩٧٧٥٧٧3٤٦٦٤٤٣#±3 #جر344#% م

trans_funzC

;Tz[3] [3]={cosGang]e),-intang1e) ,0,sinGang]e),easGangle],0,0,0,131 ج٤}
Fioar iEi3] [3 i ؤn ة]cos} أ ،:s, زة i ؤمa# أي,ة;ز&أومأ :},iE قsin هc: لأة ;{ آزة,ة

fort =0:j <3 ; (++ ز
٤; ،0;

++s+ #" و6;3:9
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

{٠١=0;
r&  تcirrti [و]ةi :أ{++ من٩:١3٨

٩=٥+l'
1

p+11-٥٠٥: -مlLol= : cة[ 
1

٢or( j=0; j<3;  ز+3
{p=0;
fdor (gs0; ٥4 3;g++)
{4(};

for( iد ;i٠3: iب+)
٤C٠ C+8[5][]+[al [p];

٩=٥+l;
1
b[[ol=c : c M+1- .م0: م

fort j-0 j<3; 1+)
{ for( i=0; i<3; 1+1]
{i٤٢h== 1)
wEIF]-T2L1[];
els4
wzUi1 [1٠TzIjlI]; }}

iFGh = ا l)
t

for( : =ز0; <ز3 j+)
{p=0;
fo٣ (g=0; g< 3;g++)
{-;

++(i<3 : i:0«}?"ذ 
+c= C+لا [] [i]v2[alDp];
٥=q+1;

}
"[[9l= : c-٣٣٨٦٠٥٠
fo٣ (j=0;1<ز;ق ++)

٢ fur(i=0;i<;i+}
Yg371-vUT1aH

returnG0';
}

 م٧٧٧٧ ز٧٩ ه وهلا& وم# #جو+ ويه٤4±34425=4#4٧٦٧3٥٠٤٣٤٤٣٣5٤45 و٧ م

trans funyG)
٢
f٦٥at Ty3;3ا '= cos 'ang}e},0,-sintanle],0,1,0,sin(angle) ,0,cs{angle)};h :i ية ؤ،ؤ±ع}-{و]{ؤإ}ر i: ة،{ةو«@»تs: ق &s مه:ة:أ&i ة«:&مة:,ة i ةn ة : ذة

faor( j-0 ; ( <ز3;1 ب
p6;

++(g;3مت# -و}0: <و 
 و}0;

for{ i=D- ie3: i++)
+c-cre[3][] ;[ [و]ه ف]

;l+4ن= 
 و
6[1[9=c : c-٣٠٥٠٥-r+٦

fort j=0 ; ; <ز3 j++)
p=0;

 م&{ ;-و4+3 )+ي:
{ 1-0;  مi ;فذة}٦<3:١

C= C+6[;] []3٦y{و ] [p]:
=G+1;

p+1من0: -م. ;JIo]=cبإ 
٢orG j= (++٥; <ز3: أ

٤ fort i=0; ie3; ٦++)
٢ i٤٤h== L
٧[3] [1-TyLi1٤:
else
wy[5]٢11-Ty[51[i:}}

247



 ه· السابع الفصل دم

١٤٤٨=!1 ز
٢ Fort j=0 ; 3 <3{ i++)
p=0;

,{ و}8; <و3:9++
٤١0;

 &;مم٦-٥:1<1:3)++
{C= C+٧[il[41vy[٩] [p];

٩=٩+l{
}
٧[j][g]= ; c-0.٥ ; pp+1

3
 ،&} -ز(4;5 حد3 لإ++ز:

٢ for٢i=0;i<=3;i++)٧[,][11-U٢; 8)
returnto' ;

34=٣٤%3٠ي#٦±3ج٤٦٢±٦٤#±٣٣٦+3w٣4 ذ م ± #4٤4:٧±٤3٦w # 4 w&  وز وجم إ±ج, جم#++++5

trans_funx{)

}]aa2 T[3][3]=1,9,99إ .cosganي-,و[و i ganglg و ,0,s{ngang]e) ,cgsgو nإو e ; لإلإ
f٦٥at Tt,'' l,0,0,6,cDs@angle),sintang}=إ'3' e),0,-sintangle),cosGangle)};

f٥r€ j5:3>د0; ز ++)
{p0;
for (g=0: g< 3;g++)

;D{و= 
fo٢٤ i=٥; i<3 ; ١+٤  ذ}ciriE دiAt وi ،أ{]
q=٩+l;

}
6[; [٥]= : c- p+1-٥٠٥: م

for٤ -0 :j <3 ; 5++)
{m0;
for (g=٥: g< 3:g++}
{ ١=0; -c} {م م؟:<}3;5+ coijti]+rx[a][م ]:

٩=٢٦+l;
}
b[ز٥[ ]- : c-٥:٥٠٥-٨+٦
forG j=0 ; j <3 ; i++)

٤٢orT i=0 ;i<3: i++)
٤٢٤٤h= 1 ;rii1د:: r{يإ 

5eج 

wxTj] []=rxL]]:

if٤h ١-1)
{

 {ز

fort ; ز0 j <3 : j+د }
{p-0;
for (g0; g= 3;y++}
{،١=0;

 ت]c ذآبi [و]ء«ز] ,أ] &م{م٦ مى:<٠3++
٩=٩+l:

}
w[3] C=[ و] ; c-0.0 : p=p+1
٦}
f +f: تهr;7 مj<=3:1++):F:٥٣ أ=ز, ;'٧I171;1}returnTU-Y٢1٢1 ذً

 ز
 م184٤٤ ز٦9٧#٧٩#w٩# ة٧ +و ±ج #٢##53%±4 ٤=±353 ±٤±#3±± ي#4±±4٣±٤3 أم

.C  بلغة(3.7) -المثال(4.7) الشكل
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

he Array AE][i]

2

Ienvalu&FU٦ ة
Igemvectrs:
0.5
-0. 707107
0.5

-1
2
-1

3.414213

0
-1
2

Ienvalue[l]=6.585786
IgerRwectr5:
0.5
0.707107
0.5

Ienvalue[2]=2
IgemvectrS:
-0, 707107
7.600574e-08
• 707107

.C  بلغة(3.7 المثال نتائج(5.7) الشكل

procedure JacabiIN: integer; var { : TNEyN; var JVec
real٦ va± » ٤ intege±٦ vAr٠٧ TNEyN) ;
1ar

Y: Ay± عن :1..-٤١ c1د يدين ;
IH a٦2ay[1-٠1%] ٢٤٤ -nt ,ge٣ ج

, 3 : -mtsger;
MI, f1, IE, 15, k: i-tEGer;
Y1ل =X, EES. , يn د Cv5:, 5:e، Cl, '±' =a ت ±"vات ;

l l ياطه ; ±ت0
begin

-----------------------------DTl-18ll2iTl:Dlم-------- 
±c±1ذ: to12 ،15

::c:3ن 
٨-٠٦=0٠ I-] ٠=٥;

tor 5 :=1 ta 1 c خ [i,] := 3,
=ncl;

٥٤  ،د،د،د،د،د،د،د،د،د،د-لل د

 ي د 'ل٦C٤=. 'ذ

C £i د-±:ا ،7 ٦٤: م::ه
eg1 r

tc± i : lt٥ • c5
1 cc n d5for 1 :

 اi از،=: اi {ذ!ز!زإ;
=:d;

 ن م
 م ة د،د،،د،د،د،د،د،دي

3 := :;
:= ٢: -;M»

 ل د،،د،د،،د،د،،ل

icri :=1 t٥ %I do
s=i:.

X.-] : t;
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 ه· السابع الفصل دم

 لة:4
Cت1-:٦م٤٥٦ d5
Lيg ir

:fLi! : Fosi:-.5] then ز <:5n١-ir-u;
;;51:,5ae٤ لا-.٤-٥

t١٤±1 :٠ 8}
 ;ا

cnd:
 ل(ر عه دمه دب ددددد د< د ده =د<د=ب

2٩٤:
:- 1 t٣٥٤٢٣54٤٥٥٢

n±-و: 
i- - +
ZH
٦P ٤-٤;
1= ٤=-٢٢-١;

[i] =hen :zrIti:uc;1 rnen if KYax
X، : اد

EnC;

 ----------ر{

٤L"5- ! ,er{I3« بل5 -88;
-;EUG' -hEn exi٩ بهx٤٢ لا

M == ٦ + 1;
 ألي دددددد د د، دددد د د د» دد» د

-٦e--٤ c١IE,±4] (J5,E! د5
.-2,JH]/!AHs{2IIr,1p] - Gl٠P,،1p1 a٤٧-+ ز := 2.0

$3:2Y- {-ewe٣i--٢,I-٦1 C\٠P،R],14.0إة <Pwer:2---,7E],2?12
el=s

-Abi3tl:،2-لا6 د L=,P.)·Tan :٥/٦٦٠٤٠٠P,3٤١/
!}::٣٤٥e± {C١2,131  ذ٥٢-٢٣cwe٤}٤]16-,٣1 ج١٠6,151,22+4:.2,

٢٢

nج 
5i3

٤=

0/suyrL;4.0 + ::3e±:'a.,2)};
n5 ٢٢a٩٦;

 :[-ه.نه م١± ا٢

61٦P,-٦[٤=٢:e٤ {oa:٠2٤ {II١ Ta٩٣ :3٠٨٨٥/٦P.11
٦٤١ns g[٠P,٠P');;
2l٢,H' :- £5er (CeRn,3; {971-,P] - "Iag

;;;Tans + CII-٦.54 ل,3 اCIIR؟ 

·(٢,-٠p- ٠-٥٤
 ي أي ب٠ ء،»د٠ --د٠٠٣

5[1=,E: ٤'er-٤ o١4H,-A:
 تديد: ذ±

 ء»مر- د:4٥1,٩١1٤;
١1٤,25] :-5;5٦,3٦1;

0l٠2,m1:إ em
thCn 'Lcg£،= 5 يIreز٢ 

-cEI1 Abs(air=);
5i::c ٤ 'I'En;;
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

rIتت ;
 ل

F1:-عأ ta HT a ة
Lcgin

If ١I- ± زئر ت (i
7F; hcn c ;s نntin ت

];iن=: اتل 
-4mp :- [i،.-
g: [k, د : 0,
F٦ :- i ١ l;
%[i] :- ;

{IF =:ء r3 (IHIت ا<٦] iتت I[٦٤ عت

tr ٦=:٦٦ t٥ : c5
bEg1د 

if [i] لا » 5:e! hen- ز±]ج1 إ cont-nن s:
٢ ز ،Az([i ;ا.ز،

IHIi1
end; {/fcr j
£[i,k] := -emp;

<:d٤ //f٥r i
 --------مي----٠

x-51 :=:;2[J=] := ; د
• ل ب ب، لال د

f r ت i :=l -c٢ c
beg  عذ

'٢ I = IH thsn conti-:n14;
:Ir tkeيه= {

beain
:sm ;[ -,']ت5=:
C[i1 [ Hت := Ccen TeIp + 5ine+ 0[i,1>];
i= X Ah='g[i,1P] ؟1[ ي<  ذh! ز

 اey د1٤
٦]٤ := A aط 4[i,IF]);

III[i] := -٤,
cnd;
G[i [P ر ت := -Sine » Tيe :a? Cosn + C[i,E];
{٤ %[il := AbsI:2[±,JE]} tHer ccntinue;
K[i] := Abs{GIi,P]);
IH[i] := 1 ; د
٣C--t -1٦uE;

 ةr ;تت

if 'i- JE} then ي5>
cgin1ز 

Tery ء := .-P,i];
[IP,1] := cEn ت + 'Tem + £1ne » "±,٥F]

i± X[IR: Aks ه i,=±" ج : ا then
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.=3٦ n
[1٤-

-١t-ذ١ 
enud;
C[٠٠٦٤٦
1- ٧٦-٢]

 ه· السابع الفصل دم

};O[IF,il5 (ب%=

-= £iru1+ي t١١p + Da> li, .H ه ;
:= hs {GIi,،Ir] ;cot-ne ز ز:±لاذ

-h٤ tت r'rالا ;- ١End-.٦ ز-=٠٦} els=

=lse - (i - . ٦ ز± > tHen
LEg-1:
endl;
 'لا'c ي

L4  ا±،نز
-٤٤ ا١٤[

5i11نز£ 
K [IH]ي

٤IIE,:],
C:= ٤mp-+ م' + 5irيe 

AHs 4%[TP,٦]; thert

٤٦z٢٦٢٣٩-,1;;

» 0٢٤,i];

L=:-H] ٤ i
;1c1ب- 

[JE,] := nc + 'Icump + C2٥5ت [J=,i]:
if X[E] := #te!15ج[ ,i : آ Lhcn c ;nti.ue ت
X1 :(:-,Ah={G[E [خد د
TH[٤٦ := i

n; /,٤;¢٣ :
 يل ، د دب دب د دب دب د ب

١ ،

i- ec+ ل ( theI GcTc L0;

ccfc٤- i ٦ ت-٢١=:
begi:.

"errz :=
1,JE;

٦[i IP ر  ز

٦٢١٠٦٤١,
:= Czs- 3
- G-11 3،،

Terry + inc ؟ Li, ;[ ل
Tem + :'R> + ;[٦ ،,ذ]15

{} s::c:w!:tesSDgc 'irttcst-ii} ; إ
ea;

g«%.٤ L4ti

end;

 دلفي. بلغة(3.7 (-المثال6.7) الشكل
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

Eacer 'eclcn?
05
0737IDEK19
٥5

ger Veeucv2 ا
C p71367E715[ي.- 
٨٦٨36m1  د
٢.<

 دلفي. بلغة(3.7) المثال (-نتائج7.7 الشكل

(4.7) مثال

 إ/-ه ا' للمصفوفة الذاتية والمتجهات القيم يحسب حاسوبيا برنامجا أكتب

 جاكوبي. طريقة باستخدام

 الحل:

 ثي فالبرنامج. الخوارزمية نكتب ثم شرحه سبق كا جاكوبي طريقة نستخدم

 المرئية. وبيسك فورتران بلغتي الحسابات هذه (نعطى11.7(-)8.7) الأشكال
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 ه· السابع الفصل دم

 سساسسهم

 وقز:"="ي2ت،ثثة =ايداقودلاا
444T#¥#BBKBe#444431 ¥لا

IPRCRAB 0F Eigsnsaluos

}#Bؤؤ?&¥ w54H¥4¥I¥¥¥¥iyw¥¥wy45wi¥¥£¥4+إ1ج ¥لا 

DIENSIO FI9)
R٤٨L 1,8,B.LHH1,1لا i882,81,12.83.84
printv, 'EHTER ٧
REh2r.  لا
PRTإلT' ==±ssss دss دء ±==±±24±14±1=2 11a±1s1±ء 
00 1-1K
MEHD%,W(I)
E
IE(1) .e .R(4)) Gi0 10
R٠(207{2\1/(71]-٢}٩))
T-٥TA٧(R)/2
cM 20

1٥ T045
IF(7(2).11.0.01  1لصد
T٠-45
DIF

2[ PR]}T¥, "441144441±=±±s9=31 " د141521911151111«1 د
ARIBTv. "TEEKT0'.٦
8٠SIIEIT)
B-0DIT)
Lلإ D1-7(1)9B892+2sW{2)nLد B7ب ({)sls2
L8KD82-7{10A992-27{2)9i»B+7({)B٣2
FP]}T$"±41٤11٤٤xssasEssassnsraa»»»»s»»s»"
PE1\T9,"EIGEIWALLES"
٤RIHT 3D.LHEA1,L2

(FiT(51.F8.5,51,F6.5لا٥ 
A10B
A20}
h3--لا 
1٩٦B

 ا٩

Re
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

 ياساسسسسلمg و
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

:١ 1 n;/, 1; + ١,-/١-٢1٥١,١٤

٧١١11١-2,٦١ ر'2'2, لا١

 المرئية. بيسك بلغة(4.7) (-المثال10.7) الشكل

-- ٤ هو ]ربعه، وساماع]

 المرئية. بيسك بلغة(4.7) المثال (-نتائج11.7) الشكل
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 ه· السابع الفصل دم

 عامة ذاتية قيم مسائل4.7

 النوع: من الذاتية القيم مسائل حل عل دراستنا كل ركزنا الآن حتى

Ax=٨Bx ٠.....(18.7)

 وندرس الأعم الحالة إلى نتطرق البند هذا في. الوحدة مصفوفة هيB حيث

 متناسقة.B تكون عندما و قطريةB تكون عندما المسألة

(B is diagonal) B قطرية :  الأولى الحمالة

 النحو: علB نكتب أن يمكن الحالة هذه في

.....(19.7)

 فإن: وعليه قطرية،G حيث

 ،ى-6,
 أن: (نرى8.7 في019.7 من وبالتعويض

B= G'G= GG

Ax=GGx .....(20.7)

 أن: نجدG' في(20.7 بضرب

GAG'Gx=Gx

 أن: لوجدناy=Gx وG'AG=0' أن فرضنا فإذا

0y=٨y
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

 القيم لإيجاد السابقة بالبنود لها تعرضنا التي المعادلة نفس هي(21.7) والمعادلة

 تجعل التي تلك هي المطلوبة الذاتية القيم أن نرى ذلك إلى إضافة الذاتية. والمتجهات

 قطرية.( من

 أن: أيG" في بالضربy من عليها فنحصل الذاتية المتجهات أما

x=G'y .....(22.7)

(21.7) المعادلة حل في يكمن(18.7) المعادلة حل أن الحالة هذه في نرى وهكذا

(.22.7) وحساب

(5.7) مثال

 من يتكون لنظام الحرة الذبذبات دراسة عن الناتجة الذاتية القيم مسألة كانت إذا

 المعادلة: حل إيجاد في تتلخصm2m,3m كتل ثلاث

0 x m" 0 0 x
-k x, = 0 2m" 0 X,،تم :: ...023.7)-٠-k 2k

0 -k

 و الخيط في الشد هوs حيثk ر= و الإزاحة متجهx و التردد هو ه حيث

 المسألة. لهذه الذاتية والمتجهات القيم احسب الخيط. طول44

 الحل:

 النحو: عل العادلة لتصبح "-ة نفع
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 ه· السابع الفصل دم

Ax=٨Bx

 حث:

21 0

1-0 إ. ء ل 2

 و

1 0 0 ب،إ،0 0 3

 ومن6 يحسب برنامجاً نكتب الأولى]. [الحالة(14.7) النوع من المعادلة تصبح وبذا

 من والذيJACOBI إلى نلجأً ثم( المصفوفات لضرب برنامجاً نستخدم )وهنا ثم

. x= G'y A نحسب كيا  الذاتية القيم وبالتالي0 الذاتية القيم نحسب خلاله

"" ااجا
-«2« ، او#تيت-ا=»

0.06539

0.40824

 م« ، ابأ-+
- 0.40824

0.27218

»-«±m»» +-  اتنو،أ
0.40297

260



• ه الذاتية القيم مسائل ده

 الفصل( هذا بأخر11 التمرين )انظر

(B is symmetric)  متناسقة الثانية: الحالة

B= VDV"

 يلي: كا3 نحسب

.....024.7)

 قطرية. ط من تجعل التي الذاتية المتجهات مصفوفة هو وا قطريةD حيث

 عل: (لنحصل18.7) المعادلة في(24.7) بالمعادلة بالتعويض نقوم

A=٨٧D٧" x ......025.7)

 أن: نرى٧ في025.7 بضرب

DV" w٧"A٧٧"٤=٨

 على: نحصل فإنناy=٤٧ وH-٧"AV أخذنا ولو

H y= Dy ...... 026.7)

 الأولى. للحالة(18.7) المعادلة مثيلات إحدى هي(26.7) والمعادلة

 قطرية،B فيها تكون التي الحالة وهي الحالة، لتلك الخطوات نفس نعيد وهكذا

 أن: نجد وبذلك2=6 وG'HG=0' ثمD=OG نضع حيث

x-VG'٥
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 ه· السابع الفصل دم

 وموجبة متناسقة و حقيقية مصفوفةB أن افترضنا والثانية الأولى الحالتين في ملاحظة:

positive) تحديدا definite.)المعادلة صحة افتراض من يمكننا بالطبع هذا 

 الثانية. الحالة في ومثيلتها(19.7)
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

(7 تمارين)

 اشرح. ؟ الذاتية القيم مسائل لحل دائاً جاكوبي طريقة استخدام يمكننا هل.1

 الأمثلة بعض اضرب ؟ تحديدا" موجبة تكون أن يجبB "أن العبارة تعني ماذا.2

 ذلك. عل

 ؟ متناسقةA المصفوفة فيها تكون التي الذاتية القيم مسائل بدراسة هتم لماذا.3

 المعادلات لنظام الذاتية والمتجهات الذاتية القيم أوجد.4

٤+8+x=٨٢
+2, +2x,=٨,
+2x+3x=٨x

 قطرية.اكتب أسفلهA المصفوفة لجعل فقط دورانين استخدام يمكن أنه أوضح.5

 كسرية. صورة في الذاتية القيم

1 2 1.: :1 1 1

 هل أسفله المعطاة مصفوفته جاسئ لجسم الأساسية الذاتية القصور عزوم أوجد.6

 الأساسية؟ المحاور تعيين أيضاً يمكنك

10

 »-ا بذأ»
- 0.866

 بب» مبب-
6.5-1.0

-1.0 75

 المصفوفة: عل نحصل الأبعاد ثلاثية إجهاد مسألة في.7
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 ه· السابع الفصل دم

,,6 إ; و 6, 8,,
&, 6, 6,

 أن: علمت إذا للإجهاد الأساسية القيمة أوجد

&,, =180,6, = 65,5,, = 75,6, =150,6, = 200,6,=120

: هي الحركة معادلة بأن عللً أسفله بالشكل الموضح النظام تردد عين.8

Y 27 14 4 m 0 0 y
m 0 y0258بر ا»٤/١٨ 

27
Y002.514و m, y

m حيث =3,m =m,  ثابت. وى2=

 ا1 ا1 ا
m

.9

 إ/=. حيث:ا(٨٨-٨٤ للمسالة التحويل مصفوفة أكتب أ

 )أ(. بالفقرة للمسألة الذاتية القيم هي ما ب-

 )أ(. بالفقرة للمسألة الذاتية المتجهات أكتب ج-

 و )أ(. بالفقرة جاء كاA حيثCx-Ax للمسألة الذاتية القيم أوجد د-

=C. وي
0 3
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• ه الذاتية القيم مسائل ده

 الحالة فيA=(a), مصفوفة لأي الذاتية القيم لإيجاد طريقة اقتراح يمكنك هل.10

 ؟ الفصل لهذا دراستك خلال من وذلك متناسقة غيرA فيها تكون التي العامة

! وضح

 بإحدى الحسابات بإجراءات وذلك(5.7) المثال نتائج صحة من بالتأكد قم.11

 البرمجة. لغات
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