
 العددية الحلول
 العادية التفاضلية للمعادلات

 الثامن الفصل

 على: الفصل هذا يحتوي

 مقدمى1.8 6ر
 أويلر طريقًة2.8 كهر
 أويلر طريقة امتداد3.8 كهر
 أويلرالأكثرامتدادا طريقا4.8 كهر
 أويلرالعدلن طريقة5.8 كهر
 ملن طريقًة6.8 كر

7.8Eكوتا رنح- طريقة 
 عليا رتب من تفاضليًة معادلات8.8 كهر
 الرمي طريقة9.8 ككر

 المحدودة الفروق طريقة10.86





 مقدمة1.8

 العادية التفاضلية المعادلات لدراسة تعرض وأن له سبق القارئ أن فيه شك لا مما

 المعادلة: أن نرى المثال سبيل فعل التحليلية. وحلولها

d'y dY 'dx ا أ١500 dx

 المعادلة: بينم] وخطية متجانسة عادية تفاضلية معادلة

dy .dy  ]إX= يببم٥
dx' dx

 خطية. وغير متجانسة غير عادية تفاضلية معادلة هي

 في نتعرض سوف العادية التفاضلية للمعادلات العددية للحلول دراستنا في

: النوع من للمعادلات البداية

d" ٨1»,y)
dx

......(1.8)

 و«.« في دالة هي4(xy) وحيث الأولى الرتبة من لعادلة أي

 تحليل. حل عل حصلنا بأننا نقول فإننا(1.8) المعادلة حل استطعنا وإذا عموما

 أردنا وإذا.y ا= هو="3x' للمعادلة: التحليلية الحلول أحد المثال، سبيل فعل

 الحل لإيجاد الآلية الحاسبات نستعمل فإننا(r ما) لقيمة مماثلةy ل معينة قيمة إيجاد

 التركيب(. معقد الحل يكون عندما )وذلك

 من هائياً لا عدداً نواجه ربا التفاضلية المعادلة حل إيجاد بصدد ونحن نعلم كا

 الشروط مثل الشروط بعض نعين أن يجب فقط واحد حل عل نحصل ولكي الحلول،
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•٥ الثامن الفصل د

 حيث(x,,y) بالنقطة يمر المنحنى بأن نذكر أن مثلاً الحدية. الشروط أو الابتدائية

(y)،. ما نقطة هي .

 =)س2 أن اشترطنا وإذاy=٣أ+e هو العام الحل يكون السابق المثال ففي

e=1 =y. فإن x+1 :  هو )الوحيد( الحل ويكون

 الكافية الشروط تعيين بمجرد أنه نجد التفاضلية المعادلات نظريات وباستعال

 للمعادلة. غير لا واحد حل عل نحصل

 الطرق من بعضاً نورد العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول لإيجاد

 يلي: فيا الغرض، لهذا المستخدمة

(Euler's Method (EM))  أويلر طريقة2.8

.٩-٠d.+.=x, =y عند y " وأن R(x,y)  أن لنفترض
dx

 فإننا ذلك تعذر وإذا ها، كان تحليلياً الحل عل الحصول الممكن من كان إذا

 أويلر. طريقة هي الطرق هذه وأبسط العددية، الطرق نستعمل

 نبحث أننا ))افترض الآتي: تصوير يمكننا العددية الطريقة استخدام ولتوضيح

 خريطة عل حصولنا بمثابة يكون فذلك التحليل الحل عل حصلنا إذا مخبأ كنز عن

 من وفئة البداية نقطة عل حصولنا بمثابة العددي الحل يكون بينا للكنز. جاهزة

 المنشود((. الهدف إلى يؤدي الذي الطريق نتبع طريقها عن التوجيهات

 أن: أي(v..y), هي البداية نقطة أن لنفترض سابقاً ذكرنا كا
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول ده

Fl(«.y) ٤؟-٨٠٠٤١

=y) الحل أن أيضاً ولنفترض F(rالحل كان ولو عندئذ للتفاضل. وقابل مستمر 

=y)( تعيين علينا أنه ،أيx=٢ عند مطلوباً Hالفترة نجز فإننا ]x[,,إلى nمن 

 حيث: وo قدره بعرض الفرعية الفترات

٢- K,
{{) -

n
.....(2.8)

 هي: الحدودية النقاط تكون وجذا

٠٤٠(٦9,0.٠..٠.,x,(=

 أسفله. الموضح(1.8) الشكل أنظر

٧

y1
y0

w0 w1

tالخطا 
!

 التفاضلية للمعادلات العددي للحل توضيح(1.8) الشكل

 أن: أولي، ،وكتقريب(1.8) الشكل من ويتضح
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•٥ الثامن الفصل د

 اه٨٨ ءلا-ثر-)يو.
dx\(».) 8-٤,

(y +o f(x,,yلا= 

......(3.8)

 أن: أو

٠.....(4.8)

 فيا سنوضحه كا تايلور مفكوك باستخدام النتيجة هذه عل الحصول أيضاً )يمكن

 بعد(.

 علل: نحصل الطريقة بنفس
yي =y + ٨(٢,y)o

y = + لا f(٤,y,م )o

 صغيرة. ه تكون وحيث

 الآني: لاحظ

 صغيرة. ه نختار أن علينا يمكن ما أقل الخطأً يكون لكي.1

 في الوقوع إلى ذلك أدى وربا كثيرة حسابات إلى يقود الفرعية الفترات عدد ازدياد.2

 الخطأً.

 في وقعنا وإلا فائقة عناية الأمر نولي أن يجب وعليه قبلها التي عل تعتمدy كل.3

 حساباتنا. كل في لأنتشرت و بل الأخطاء من الكثير

 تكون بينا بالمتزنة، العملية نسمي فإننا أخرى أخطاء في يسبب ولم خطأً حدث إذا.4

 ذلك. غير حدث إذا متزنة غير العملية
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول دم

(Extended Euler Method (EEM))  أويلر طريقة امتداد3.8

 أن: وجدنا البسيطة أويلر طريقة من

٧=y+ \٢,,y)(٤- x) .....(5.8)

 تايلور: متسلسلة بمفكوك مقارنته يمكن هذا

F()= F(x)+F'(x,) Ax ......(6.8)

 لدينا يكون فإنه تايلور متسلسلة من حدود ثلاثة شملنا لو أنه غير

F(w)= F(»)F٢)٥+, +r-((! 4')ج
2!

 علل: نحصل وبالمقارنة

d o"y,=y+ f(x,,y,)o+ (٨(x, y))-
dx 2

....٠(7.8)

 أكثر. دقة هذه وتضفي أويلر طريقة بامتداد نسميها ما هي(7.8) والمعادلة

 أن: نلاحظ

8rم ar 4y_af£6٨, ي«  ،ااأ ا
dx 6x @y dx ox &y
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•٥ الثامن الفصل د

(More Extended Euler Method (MEEM))  امتداد الأكثر أويلر طريقة4.8

 الحدود وشملنا تايلور متسلسلة مفكوك من أخرى حدود إضافة في استمرينا لو

 اعتبرنا: أننا أى الأولى الأربعة

٢(٤١=٢\٢+)٣\'٤١٥٨ +r( ( ر4٤) جمار,م
32١ إ

 التكرار: علل نحصل بالمقارنة فإنه

d o" ° o y ف =y+ f(x,,)o+ (f(٢,y))'+ ((x,,y))' ......(9.8)
dx 2 dx 6

 أن: نرى وحيث

٨٢4 )و /،٣,٤٤)  ، ه،
6yاxd oxdx

٢/٣ ،٠,٣ ا, = -
6y6اy Ex6yax6ا x

٨,٤٢٤٢ .a٢.#r,%/)  هد ن هد ه٨٤/٢
6yة y6y6 6x 6y8x

٠....(10.8)

 امتدادا. الأكثر أويلر طريقة هي(9.8) المعادلة وتعتبر

 بينها. نقارن ثم ومن الثلاث الطرق فيها نطبق أمثلة، عدة نورد يلي فيا

(1.8) مثال

: Y» المعادلة الاعتبار فى لنأخذ ; ر y0)-1
-dx

.i=1 y عند  قيمة إيجاد هو المطلوب ليكن و

 أو حسابه بصدد نحن وماy=e' هو المثال لهذا التحليل الحل أن الواضح من
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول ده

 وEEM وEM الثلاث للطرق رمزنا ولوe=2.718281 العدد هو معرفته

MEEMهي: الثلاث للطرق التكرارات فإن التوالي علل 
EM :

EEM

MEEM

y,ر =y,(ا +o)
2 أ/لا-١+ أ'»م+ه1

11y= 62 اد١١ ا"»%+"»+

( الفترات عدد هو٨ و '=ب )وحيث N -

 بالجدول الموضحة النتائج عى نحصل(2.8) بالشكل الموضح البرنامج وبكتابة

 القيمة من قريبة نتائج أعطت امتدادا الأكثر أويلر طريقة أن نلاحظ ومنه(.1.8)

 للجهد توفير من الطريقة هذه من نتوقعه ما وهو فرعيتين لفترتين حتى المتوقعة

 أكبر. دقة عل حصول ومن والوقت
BmsmIDaTammURTRMIIRTmrI2E32B313TTEI»ا١- D١٤١

KRITE٢2,10)
112 READ4,5,EID-10)N

Nلا- 
٤E-1.
٤EE-1
HEE-1
٢٢-1٠/٤N
D 50 I-1.N
YE-YE٤(1.+7)
IEE=YEE±(1.4+7+7xx2/2)

5٥ TIEE=YNEEx(1.4+7+Vxx2/24Vxx3/6)
ER1-٤.718281-7E
ER2-٤.718281-iEE
ER3-. 718281-7NEE

1٥ FORAT('DIVS YE ER1 YEE ER2 YREE ER3')
5 FORAT(I)

KRITE٢2.110)NYEER1.YEEER2.INEEER3
110 FORAT(I5.6FE.5)

To 112
1٥0 5ToE

EIL

 الثلاث الطرق باستخدام="yy(0=)١ التفاضلية المعادلة حل(2.8) الشكل

. YE(EM), YEEfEEM), YEE(MEEM)
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•٥ الثامن الفصل د

. y= e (MEEM),(EEM),(EM) للمثال  الثلاثة الطرق نتائج(1.8) الجدول

2Iل/٥١٤١umTamIaaMamيImRaدmmmا8ا 

 ا¥[ارت4ه [ا
 تجباا@اقا

ER3 ER,ERI و ,YE و الحلول YEE, WEE DIVS و الفترات عدد تمثل

 الأخطاء.

(2.8) مثال

٠d.x=2• ؟.٠٠ , عند الحل ونوجد مر" y1)-1 :  المعادلة نأخذ الحالة هذه في
-dx

.0.5 هي المطلوبة القيمة تكون وهكذاy هو( هنا الحل أن وضوح وبكل نرى

 أن: نرى الثلاث العددية الطرق وباستخدام

EM : Y=y,-oy
EEM : y,=y,-oy +o" y
MEEM : y=y,- %o+ ترب  فر ن أبر

-N الفرعية( الفترات عدد هوN و )"ن

(2.8) بالجدول الموضحة النتائج عل نحصل(3.8) بالشكل الموضح البرنامج بكتابة
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول ده

BIRgramaدmmaRTMEImmMIa28332RSI33MEIDا» -I٥٨x
Fe Ed Wiew lnseR Buld Tcols Wrdw Help[ج 

WRITE(2,10)
READ(<.5.EID=100)N
٦N=M
YE-1
YEE-1
YHEE=1.
٦-1٠/٤N
DO 50 I-1.N
YE=YE-7¥YE±IE
YEE=YEE-W/¥YEE%YEE+WxWxYEExx3

50 YEE=YIEE-VwYNEE332+WsV%YIEE333-W333#VIEEww4
ER1=.5-YE
ER2=.5-YEE
ER3-.5-YEE

1٥ FORHAT( 'DIVS 3E ER1 YEE ER2 YWEE FR3'  ر
5 FOEhATKI3)

WRITE72.110)N.E,ER1 VEE,ER2,YAEE,ER3
11٥ FORWAT(I56F8.g)

GOTo 112
STOP
EID

=&2 عند"٧ -)ا(لا١ العادية التفاضلية المعادلة لحل برنامج(3.8) الشكل

.(EM),(EEM),(MEEM)  الثلاث الطرق باستخدام

 '=و(2.8) النال نتائج(2.8) الجدول

BRaRRRRmm8MRRMmmRRRRARMmREl [IDTxl

DIVSالفرعية. الفترات عدد 

mEE, YE, YEالثلاث. الطرق بدلالة القيم هي ER3, ER2, ER1.الأخطاء 
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•٥ الثامن الفصل د

(3.8) مثال

d ٠٠+٠٠"} 3٨ , y(1)=1 : dx المعادلة الحسبان فى نأخذ المثال هذا فى = =

.x=2  عند الحل إيجاد والمطلوب

 الطرق باستعال وأنه الابتدائي الشرط يحقق وهو أ»، هو التحليلي الحل أن نرى

 عل: نحصل الثلاث

EM : y,=y,+3ox%
EEM : Y=y, +3ox +3o x
MEEM : y,=y +3o +3' x,+o

="(oو Nالفترات عدد هو )الفرعية N-

 الحسابات لإجراء(4.8) بالشكل الموضح البرنامج بكتابة نقوم أخرى مرة

(.3.8) بالجدول النتائج ونبرز المطلوبة

 أن:(3.8-1.8) الجداول من لاحظ

DIVSالمستعملة. الفرعية الفترات عدد هو 

. EM YE أويلر بطريقة المحسوبة القيمة هي

. EEM YEE أويلر بطريقة المحسوبة القيمة هي

. MEEM HEE أويلر بطريقة المحسوبة القيمة هي

. EM ERl بطريقة المحسوبة القيمة في الخطأً هو
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول ده

. EEM ER2 بطريقة المحسوبة القيمة في الخطأ هو

. MEEM ER بطريقة المحسوبة القيمة في الخطأ هو

mmuamسmmmMmmmRmT333282I33TMET»1ا٥- 
 ها

 برء sريي .ء#كاي
Y-1
٦N=N
E-1
YEE-1
7١EE-1
W-1٤/٠N
Do s0 I=1N
XI-1
٦E-7E+V3X=٣3
7EE-YEE.+3. 474IKI+3. +WsWa٦
HEE- YREE43 4WxII-+3. #WxVxXW#=3

5٥ X=X+U
ER1=8 DuuuD0-YE
ER2-8 DDDDD0-YEE
ER3-8، 000000-YNEE

1٥ FORHAT( 'DIvs YE ER1 YEE ERz YNEE ER3'
5 FOR8T(I3)

wRITE(2.110N.YE,ER1,YEE, ER2, YREE. ER3
110 FORMAT(IS, 6F8.5)

GT5 112
10٥ 5TOF

EHD

 الثلاث الطرق باستخدام"3x =)ا«,١ التفاضلية المعادلة حل(4.8) الشكل

.(EM),(EEM),(MEEM)

(4.8) بالشكل البرنامج نتائج(3.8) الجدول

 اةGهاه[
 mmااد5MtmMrmأ٠

DIWS YE ER1 EE ER2 YNEE ER3
2 87500 12500 75000 2s000 8 00000 00000
4 90625 09375 93750 06250 8 00000 00000
8 44531 55469 98438 01563 8 00000 00000

16 72070 27930 99609 00391 8 00000 00000
6 4 92981 07019 99976 00024 8 00000 00000

256 98243 01757 99998 00002 8 00000 00002

DIVSالفرعية. الفترات عدد هو 

WEE, YEE, HEالثلاث. للطرق القيم 

ER3, ER2,ER.الأخطاء 
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•٥ الثامن الفصل د

 هي: ها الحساب تم التي الفترات عدد أن أيضاً لاحظ

N= 2,4,8,16,64,256

 عل الفترات عدد نأخذ أن يكفي الحالات هذه لمثل أنه الأمثلة هذه من يتضح كا

 كي] ننشدها. التي الدقة حسب الفترات عدد أخذ يمكن أنه غير أقصى، كحد256 أنه

 من عدد اعتبار يمكن خلالها من بأنه امتداداً الأكثر أويلر طريقة تميزت لقد آنفاً، ذكرنا،

 وامتدادها. أويلر طريقتي في المستخدم ذلك من أقل الفترات

N=8  أعطت الأولتين للحالتين أنه السابقة بالأمثلة نلاحظ المثال سبيل فعل

 أعطت( )فقطN=2 و الأخيرة الحالة وفي امتدادا الأكثر أويلر بطريقة طيبة نتائج

 تماما. المتوقعة القيمة الطريقة

 المعادلات حل بخصوص تايلور متسلسلة تلعبه الذي الهام الدور نلاحظ وهكذا

 علل الحصول يمكنا الحدود من أكبر عدد إضافة خلال ومن عددياً العادية التفاضلية

 المطلوبة. الدقة

(Modified Euler Method (MEM))  المعدلة أويلر طريقة5.8

 وذلك(Single-Step) المفردة الخطوة ذات بالطرق كلها السابقة الطرق عل يطلق

 الطرق في أيضاً افترضنا الحسابات. من خطوة كل في واحدة نقطة تستعمل لأنها

 وعليه بالضبط صحيحاً ليس هذا أن غير فرعية؟ فترة كل في ثابتة المشتقة أن المذكورة

 من بدلاً الفرعية الفترة في المشتقة بمتوسط فيها نتعامل حيث أخرى لطريقة نلجا

 بالآتي: نقوم المعدلة الطريقة هذه وفي وعليه النقاط إحدى عند المشتقة
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول دم

 ، تماثل التي ر,خ لحساب(EM) أويلر طريقة نستعمل ثم,(y) بالنقطة نبدأ.1

.(Predictor)  بالمنبر تسمى القيمة وهذه

(Corrector)  المصحح خطوة هي الخطوة هذه.2

 للقيمتين المتوسط نحسب ثمf(x,,,y), لحساب(8 )رمز,ر, نستخدم.3

(y,٢\f(٨٠\٤٠ و

 وتكون للمشتقة المحسوب المتوسط باستعمال ولكن ونحسبهاy ر الأن نرجع

 المتوقعة. القيمة هي المحسوبة القيمة

 تسمى بالذات الطريقة وهذه والمصحح. المنبئ بطرق تسمى الطرق هذه مثل

 كانت: لو المثال سبيل فعل المعدلة. أويلر بطريقة

 {ك =ر٨Try,) =)0س1
dx

 أن: أي واحدة فرعية فترة عن عبارة الفرعية الفترات عدد وأن

1-0
O) = =]

1

 فإن:

y =y+ I(x,,)0=y٠+y=2

 يلي: كا وذلك المشتقة متوسط عل الآن نحصل

٨2)-2(-٦.٨wالإله dx( ,  ر
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•٥ الثامن الفصل د

 فإن: وبذلك

dy _2+5
،

d 2

y=y +1.5w=2.5 :  أن نرى منها و

 أويلر. بطريقة المحسوبة القيمة من الصحيحة للقيمة أقرب قيمة وهي

 التالية: الخطوات في المعدلة أويلر طريقة تلخيص نستطيع وعموماً

+y) احسب.1 f(x,y=.لآ 

1 ء ٨)٢٨٠5١)4)-. احسب.2 f(٢,y)) wy)2\ تم٢

 احست.3

W-٧/((-+=٢,٧)+fT٤٠٠ ٠٠....(11.8)

 الكرة. وأعد

 والحصول(5.8) بالشكل الموضح البرنامج كتابة يمكننا السابق المثال وباعتبار

 أضفتها التي الدقة مدى تبي نستطيع ومنها(4.8) بالجدول الموضحة النتائج عل

 فترات ثاني وباستخدام كافية دقة أعطت أنها نرى حيث أويلر بطريقة مقارنة الطريقة

 فترة256 باستخدام أويلر بطريقة إليها الوصول يمكن الماثلة الدقة أن )لاحظ فرعية

 تكون تكاد ، المثال هذا في الدقة، أن نرى أويلر طريقة بامتداد مقارنة ولكن فرعية(.

 تقارباً. وأسرع الجميع من أدق امتداد الأكثر أويلر طريقة أن نرى بينها متقاربة

282
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 وذلك =ة عند =ه"y.»0)=1 المعادلة بحل يقوم برنامج(5.8) الشكل

. MEM  المعدلة أويلر طريقة باستخدام

(5.8) بالشكل البرنامج نتائج(4.8) الجدول

ER
-.21828
- ٥7766
-.02343
-. 00644
-.00169
-.00043
-. 00011
 ا""00003.-
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•٥ الثامن الفصل د

DIVSالفرعية. الفترات عدد 

Eالمحسوبة. القيمة 

ERالمحسوبة. القيمة في الخطأ 

(Milne's Method (MM))  ملن طريقة6.8

 قمنا عندما والمصحح المنبئ طريقة استخدمنا بأننا لنذكر قليلاً للوراء رجعنا لو

 التكرار: واستخدمنا أويلر طريقة بتعديل

y + f(x,,y,)oز= 

G (]y,(٤٠٧)٩٠4+/لا٧= 

)y dFب4 ٤) م ,)= - X,}
dx dx

٠.....(12.8)

 التكرار: استخدمنا بينا للمنبى

......(13.8)

 كمصحح.

 للعلاقة: نعود الآن

٠٠....(14.8)

 عى: لنحصل سمبسن طريقة باستخدام وذلكx إلى لا من ونكاملها

[H(١٥٧"]-٨٤١٥١
 أن: أو
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0F(٤,)- F(w,)=-[٨\٧,٧)+4 ٨\٢,y)+ ٨٢[)٠..٠٠(15.8)،٠٠3٠

,F(x,) )ر( أن افترضنا ولو y,=F=ر،لا 

 النحو: علل يصبح المصحح فإن

G
(٢٠y)f٧٠٧)١\4٠،3 =لا٧٩]٨(٤١٠٧٠+)٨، ......(16.8)

 استخدام يمكنناy ر, ولإيجاد إيجاده، وعلينا اليمين إلى ,لآ المنبئ وضعنا حيث

 التالي: المنبئ باشتقاق قام حيث بالمنبر يسعفنا )ملن( ولكن أويلر طريقة

40-y=٧\2ولا]٨+ ,y)- ٨(٢,٠٧٨)+2 ٠٠٠٠٠٠٠3(٨(٢ ذ,,٨[)٠٠.٠٠٠(17.8

 هو وكيا )ملن(. طريقة يكونان(16.8) والمصحح(17.8) المنبئ ومعادلتا

 وهي: مسبقاyً قيم أربع معرفة الطريقة تتطلب واضح

,0Y0Yلا«و,لا د 

 قبلها طريقة استخدام يتم أن بد ولا بنفسها تلقائياً تبدأ لا )ملن( فطريقة وعليه

 الأربع. القيم هذه عل للحصول

 ذات أويلر بطريقة مقارنة الخطوات متعددة طريقة الطريقة هذه أن نرى وهكذا

 وعند أنها، من بالرغم شعبية ليست الطريقة هذه أن نجد الأسباب .لهذه المفردة الخطوة

 جيدة. نتائج تعطي ها، العمل إمكانية

 هي: وهذه للخطأً مصادر ثلاثة توجد أنه إلى الإشارة نود النقطة هذه وعند
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 قابل الخطاً من النوع وهذا البتر بخطاً هذا ويسمى نفسها الطريقة عن الناتج الخطأً.1

 للتحليل.

 النوع هذا ها نقوم التي الكثيرة الحسابية العمليات عن هذا ويصدر التقريب خطاً.2

 أيضاً. للتحليل قابل

 و قبلها التي عل تعتمد محسوبة٢\٢,y) كل أن إلى ذلك جع وير الانتشار خطأ.3

 تسبب وقد بل فحسب النهائي الجواب حتى تتراكم لا الأولية الأخطاء هذه مثل

 التتبع وصعب التحليل معقد الخطأً من النوع وهذا جديدة. أخرى أخطاء في أيضاً

 يتم وكذلك الحسابات في المضاعفة الدقة تستعمل الإمكان، قدر ولمعالجته

 أكبر. حاسبات استخدام

 سبيل فعل نصححه. أن ونحاول البتر خطاً تخمين إلى عادة نلجأ الحالات معظم في

 ،هو: ملن لطريقة بالنسبة ،y, القيمة في الخطاً يكون المثال

1E, = ٣(s,,y)o'
90

٠.....(18.8)

.Hamming's  هامينج بتصحيح يسمى الحالة هذه في والتصحيح

(Runge-Kutta Method (RKM))  كوتا رنج طريقة7.8

 متعددة(MM) )ملن( طريقة وأن مفردة خطوة ذات(EM) أويلر طريقة إن حيث

 وتتميز(RKM) كوتا رنج طريقة وهي واحدة في الاثنتين توحيد تم فلقد الخطوة،

 طريقة تأخذها التي الحسابات مقدار نفس تأخذ وبأها وأدق أجود بأها الطريقة هذه
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 أخرى لطريقة تحتاج ولا البدء ذاتية و )ملن( طريقة من اتزانا أكثر أنها ك تقريباً. أويلر

 وضوحاً. أقل فيها الخطأ تحليل أن الطريقة عل يؤخذ أنه بيد لبدئها.

 عل بذلك معتمدة5 و4،3 ،2 برتبة فهي الرتب متعددة -كوتا رنج وطريقة

 تلك هي شعبية الأكثر والطريقة تايلور مفكوك من اعتبارها يتم التي الحدود عدد

 سرد عل هنا نقتصر سوف فإننا وطويل صعب برهانها إن وحيث الرابعة الرتبة ذات

 فقط. النتائج

 ولو فرعية، فترة كل فعند الفرعية الفترات منn إلى]x[, بتجزئة قمنا لو

 التالية: التكرارية العمليات بإجراء نقوم فإننا كوتا، رنج طريقة استخدمنا

1 ,]y +-[k+2k +2k, +k=٧ ر
6

K = f(x,,y)o

1 1٨=/٧+-e.٧+k/e2 2

1 1٨=٨/٨١e. ١k\02 م+ 2

k, = f(٢ +0,y, +k,)o

٠٠...(19.8)

 حث:

٠....a020.8)

......8020.8)

..... 0(20.8)

٠٠.... d020.8)

 السيني: الإحداثي ذات تلك وهي نقاط عدة تستعمل الطريقة أن لاحظ

1X-X,,,+-0, X,+o
2
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 وسهلة ومتزنة ودقيقة شعبية الطريقة هذه الوسط. الخطوات بنفسها تكون أها إلا

 نسبياً. الآلي الحاسب عل البرمجة

(4.8) مثال

 المعادلة: لنأخذ

dY ;  -)(و1
dx

. x=2  عند مطلوب والحل

 بالشكل الموضح البرنامج نكتب(.2.8) المثال معادلة نفس عل يحتوي المثال هذا

 من والتي(5.8) بالجدول الموضحة النتائج عل لحصلنا ونفذناه بذلك قمنا لو(.6.8)

 أننا أي(.RKM) الطريقة هذه باستخدام عليها نحصل التي المتناهية الدقة نرى خلالها

 السابقة. بالطرق هي مما أفضل نتائج عل حصلنا
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 لسسلسسلaدMmسدسسلmمuTaaEaaد اL [لا

 اقاخع س٠ ،٨3 قجا,٠
WRITE(2.10)

10 FORHAT(' DIVS 1/I ER')
D0 100 K=1,9
N=2 (K-1)٩ د
Y=1.

N.1ا= 
DO 50 1-1
K1=-W/3(Y3٤)
K2=-W3(+K1/2. )٩2
K3=-W٩(٤+K2/2.  د32(
K4=-W٢3(Y+K3) xx2

50 [ Y=٦+(K1+2.+(K2+K3)+K4)/6.
ER=Y-0.5

100 WRITE(2,110N,Y,ER
110 FORNAT(I6.2F15.6)

STOP
END

(KM) =y. طريقة(6.8) الشكل  إ للدالة

(6.8) بالشكل البرنامج نتائج(5.8) الجدول

FR
-.014364

.000029

. 000010

. 000001

. DDDD00

. 000000

. 000000

. DDDD00

. 000000

1/٤
. 485636
.500029
.500010
.500001
.500000
. 500000
.500000
.500000
. 500000

DIVs
1
2
4
8

16
32
6 4

128
256
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(5.8) مثال

d الابتدائية القيم مسألة حل أوجد wyلا ،-
 غ. بقيم وقارن =ه0.1 خذ كوتا؟ رنج بطريقة

y=1,0=7=1 عند وذلك

 الحل:

 النتائج عل لنحصل بتنفيذه نقوم و(7.8) بالشكل الموضح البرنامج نكتب

 أن نرى ومنها(6.8) بالجدول

y(1)=0.606531=ذ/ 

<rc-2Ua±t٤1.Hج: 
#±rc-Us <mna-E..h>
#-t--Uds<cnrir.t3

8٧ 3-٢-EF"T 33٢r ٢٠٢٠ -٤-٢-٠-٦٢٤٢١ :#tEt  غلزثاظ&
3-I-٦٨T vTR٤%:3٢,=: ذ

٤٤٦٦٦-٦١-٧٦-٢٢٦٢٦٦-٦٢٦٤٠-T٤٤:٤١٤٦
t٤-HCL±:OWF1-٦-٦٦٦٦٦٢٦٤٦٦٠٦٦٦٦u٦٢TR٦٣٩-

p2٤1٢٧٦١١١U١٨:٤٤٠٢;٠\٣١r y ء K H...A ر ts-±cc"/

-.5i& In٤ r';

: ٢5::r·';
 .ا-٨,1;

٤٦٠١١٤١٩٠k2,k.2,k4,2,%,e±,4,46,x-;
٤±-irt٤:"-5-e± = ج5 rIrbe± 5± sUp 5eT
=،5r5;"4d"، £::;
pr-rtf("Ehe 5-at i-t: ج ;;"= ج7
٤<ar5:"1٤٤," %؟:;
p-:٢٤٤٢"٦٤ t ±ة تج1-٥-5 ٠-";;

<ean-'73-",3ز :

٦١١٤٠٤٠٦٤"٠E٢٤٤٣٦٠٤٤٤rt\٤t=-5vF5:":رنري د±= 
=c±(i-٤٤i+r:;:-+  ز

k--- ;;; ز٤173;4:
٤:2-- :٨٤+٢%42;:4:C+: ;l:2:;9٦ ة

;g0+;4٤2;;8٦;4;٦٤2٤/+٦--'3ا 
k4--٤'+٢ !yل C+k3; 8٦;
y٠3م٤٦٠ ;K  ،د،ل٥٩١٠ ي٥١ ·ي٣+0 بتيي ب;٦٦ زيز- ي4جي و

;;i١4-r.8{2-٤ زxp!-;3-c-5ة± 
٤:١٤١٠٤4"%-%t%-٦-٤٤٦٢,"٤!٨٤،=±;;
3->١'٦٦

3 ;ر-
}

g- ;; اخت
}

،C  بلغة(5.8) (-المثال7.8) الشكل
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.C  بلغة(5.8) المثال (-نتائج6.8) الجدول

 اننههانم
 هان

٤

[mmsm

٤

 ٥ا٥]

$
(6.8) مثال

٠٠٠٤d ي ;٠٠٠٠٠٠٠٠٠d بالشرط="cosx المسألة لحل كوتا رنج طريقة يستخدم حاسوبيا برنامجا أكتب

 و". عند ب قيمة وإيجادF(0)=0 الابتدائي

 الحل:

(7.8) بالجدول معطاة والنتائج فورتران بلغة(8.8) بالشكل موضح البرنامج

 أن: نرى وحيث

 -او«1
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KU'1"1'A H12THCL ++٣٣٩٩++٨٨٨+ [LrLC-

-X£٧-C=٤٤٠٩٩٠٩٣]٤٠-٢٧٤ -;ز٤,٤ ؤ;٤١ ,-إ٠٠+٢٩39=

3-٤-٣1٠K٤٠33,٤5

١٤٦٢٣٢5٦,١٩١
1٤٢CFH- ' ;;؟8

-٥·٤٤;٣-١,$
t =2٣٦٢٤-1٦

 بو ي٣
 ة٠ ة

٧-3--,١٤٨ti

C-٦s 5It 8 -٦٦١ م٠  »ب»ه٤ م

1٠t-=ذ: -
 ي±1=١٠ :؟٤ زيج+ ز

٢٠2-٧!:5٤!I-:2.::
K;-٢-;C05٢%١%2;%.''
K.4=٢٦3 :CCS X+:3!  ر
Y=3+-2٠٧٤32--٤ي:+٣:-K4;/٤٠

٩٢٢ بلإ-١٢

ER:=Y--

1٢٢ w٤IIE:5,1lit,2,ERR
11 FC=t: ٢':%,I3،4&,=1C.5, 48, FI ٧ ز؟,

STOE
ITL

 الفورتران. بلغة(6.8) (-المثال8.8) الشكل

 الفورتران. بلغة(6.8) المثال (-نتائج6.8) الجدول

TI75

%

 يا

8
165
:٤
،4

12€
 ه ز ا تجو

SIt

1،33224
 د٤»٢٠٠٠٦٩'١٥

٥٥ م C٠٠ £مات-
- .{ffT0

٤E-1£و5 ±±و، 
558E-1.9 $ي؟

 ووي.يذ444 اج ت1
9 ،£9 ؟؟41F ا-

2.٤٤55٦7E-01

EFF

2.-٦4٦٤٤E- ٢ ذ
1.353٦512E-04
٦، 34':0225-0s

 ،ء5 ج4L نة [-تنة: د د»

-١.55135--17
- ، 3٤41٤٦ 7

١٩ بي وجن ي٥٩٠ م٧- ب  ،ث-5 ء :بثث مT ر[·-
5 ، 2:3٤97٤-1:

-2.32455-E-5٤

 فيعطي(7.8) الجدول أما (،6.8) المثال لنفسC بلغة برنامجا يوضح(9.8) والشكل

 البرنامج. هذا تنفيذ نتائج
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 همinclude<i05trear.h ز
3inclue=itmanip.H:
#intludesmat.h>

:include=conid.Hم 
oid mد in{)
{c٦٢scr٢;
1nt ٠١٦٠;

;er.٠x٠١k,9,3,ثز'+ةا}2 ا"{ 
€dutد e"أ٨ 'n9;:.T:t t\t ٤r\٨\٣';
for(=l;i4 7;٦+)
{n-p٥٣€A, i-٦;=0٠;
y0.0ي= ;a=l,570736327/n;
for (j-l:j<-n;  ز-+ز
{k1-=GtDs(x)]w;
k7=tcas {x1 Cw/2)3ز w;
k3= (cO5tX+Gw/))}¢;
l4- (cas{{د ,)) ;

 =لاy(-٤kl١٢2"k2 +زt2#k3}+k ;)ة/
e٢=y-1.0;

8 -ز-٣{;
rtut<<setprccisicrtB)<<setiostlags { ius::#hGapoint]  >ج
<٠٠""L\٤"
C [ut<<setprecisionG5 ت <±tisflags{iDs-:shapoi١1t)  ,ب
<yه٠ "t't";
CCuIT4<5H4.prerisi6n(5).<eL iU±f1ag5iC5: :shcp int]  يد

];enr-ب٤٢ دي 
}
9cLchG;]

.C  بلغة(6.8) (-المثال9.8) الشكل

.C  بلغة(6.8) المثال -نتائج(7.8) الجدول

 م
P

 ر
(7.8) مثال

y,=1 المثال حل أعد ؟٠٠٠٠-d' ج "wy,0أويلر وطريقة رنجكوتا بطريقة =؟ dx
 الطريقتين. بين قارنx=1 عند وذلك المعدلة
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 الحل:

 بالشكل البرنامج فنكتب المعدلة وأويلر رنجكوتا بطريقتي المسألة بحل نقوم

 نلاحظ وحيث(8.8) بالجدول النتائج عل تنفيذه بعد لنحصل باسكال بلغة(10.8)

 والشكلان أقل. -كوتا رنج طريقة في الخطأ وأن بالطريقتين الحل تقارب

)(. التحليل الحل مع)·( العددي الحل تطابق يبين(12.8 و)011.8)

OCCLARE FUNC1ION ,٢! ا%( Y!
cL٥
INPUT "HG KANY I8CREAMENT DC YOU NEED?", N%
١N٣UT "WHAT ١S THESIEP 5IZE3' w!
١NN١١T "WHAT 1S THE VALUE OF THE FUNCTION AT TIIE IERO PCNT", Y!
١٨PUT "HAT ١S TIE 5TARTINC POINT OF THE TIHE,K!
73٤Yإ 

٧٦ =إ٧٩
(82/2١-%EXP٢4 إ=٢

OREN 'GGzTYT" FOR OUTPT AS +2
٣٤N له1 JRz٦٦r' HDR CUTPUT ASت 

PRINT #2, "x" -HEM Y3", "EACT Y4. FR3"
PR[/T ----- #م2,-----"--------٠ ---" ,،
FORM4'T"3 - "#٣.٦# 4#.$#$88438  ب ج3 ه#٨83٨ #±ي #ج48388##3#
PRINT . لهج2 USING FCRMAT3; 8I; Y31; 4!: ER3
PRIN1 41, "x" "RK Y1" "YExACT Y27, "TRROR"
RINT ---- م٦,------"٠٠ ---- .--

FCRMATg  #ي4#4333,488٨8##,3348338 ±خ,4هب8888.#"=
PRINT ٨1 ٧SINC FCRMAT5; Y2 ٧1/; 2I; FR!
HRINT USING FCRKAT$; X١; 71/; Y2/; ERI

FCR I%=1 TO N%
!Y3 إ'٢TX ,إY5 )ز! + wإ, W٢!4FXL, Y3I; + FtX3.5+3=!73 إ

K٦!=W " إ FTX/, ٤1/}
K2!=٤١4٤٢X!-٠5"W1, ٣١/+.5-K1!
K5!= -FX!-,5 إ w5إ٣٦ ,+إ, -K2!

,١/+ K31)K4!= w! ٢٢٧X!+w٦
+ KA!6٢3١"2+٧٦١2١-٣٦١(+٤٠٢٣٦١١ ز

!$-٦ إ+٧ إ

٣4! = EXHX! 822)
ER51 = ABS٤Y5! - Y4!} / ٧4١12 100
Y2١= EP\-%! 82/2)
٤R١ = AESY1١ -Y!/ Y2103٢ إo

PRINT , ه#2 UI5ING FORMAT5; %! Y32; 4/; ER3I
PR١٨T #1, USING FORMAT3; %١; Y1/; 2l; ER!

MEXT I%
END

FUNC٧١N F (%/,
F \ ط-٦ إ٧٩
٤ND ٢UNCTION

 باسكال بلغة(7.8) المثال(10.8) الشكل
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 باسكال بلغة(7.8) المثال نتائج(8.8) الجدول

x

0.00
0.1٥
6.20
0.30
0.4٥
٥.50
0.60
0.70
0,80
0,90
1.00

X

RK Y1

1.0000E+00
9.9501E-01
9,8020٤-0٦
9.5600E.01
8.2312٤-01
8.8250E-0٦
8.3527E-0٦
7,8270E.81
7،261501
6,6698E.01
6,0653.٥1

MEH Y3

YCYACTY2

1.0000E+00
9.9501E.01
9.8020٤.1
9.5600E.٥1
9.2312E.01
8.8250E-a1
$.5527٤.٥1
7.8270٤.01
7.2615٤-01
6.6698E-01
6.0653E-٥1

٧٤YA٢T ٧4

ERROR

0.000COE+DD
0.0000CE-+00
0.00000E-+00
0,00000E+0D
0.0000E-+00
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0,60 8.3525٤-61 83527E-01 22.26423E.04
0.0 7.8271٤61 7.8270٤-41 12.48896E-04
0.8٥ 7.2620٤-61 7.2615£٠01 73.38239E-0
0.90 6.6709٤-01 6.6698E٠01 16.89900E-03
1.00 6.0672E-51 6.0653٤-01 30.87689€-03
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 ([رنج-كوتا]7.8) للمثال التحليل الحل مع مقارنة011.8) الشكل
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-٧٠ MEM
-- YEAXCT

-._
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X

 المعدلة] [أويلر(7.8) للمثال التحليل الحل مع مقارنة(12.8) الشكل

 كلل أنه نلاحظ حيث ه، عل )ا(ر قيمة اعتاد(13.8) بالشكل أيضاً نعطي

 واضح. أمر وهو المتوقعة القيمة إلى أقرب القيمة كانت كلاo في صغرنا

n1٤n٦

C٧

0٠6055 >

4ي1<

4 ق145

6.٢ ز

٠2٤1٠4٠٠٥٠٤611٠٦

w

 المعدلة] [أويلر(7.8) للمثال ه علy اعتاد(13.8) الشكل
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول ده

(10.8) و09.8) الجدولين و(15.8) و(14.8) الشكلين في أيضا نوضح

 نفس إلى فيهم نصل وحيث المرئية بيسك بطريقة ولكن(7.8) المثال ونتائج برامج

 المتوقعة. النتيجة

 المعدلة( )أويلر المرئية بيسك بلغة(7.8) الثال014.8) الشكل

 المعدلة( )أويلر المرئية بيسك بلغة(7.8) المثال نتائج(9.8) الجدول

٦
0.9s5
D S٤٦ 7A5
D. 9ssOG1د Gaes
D. O د2 D21 م9 71s16

 .ت852463544763517
=1aGG7451855251ت. 

D. 75271 441 D35DTDs
0. 726zD-42523354
06G7IOS55:1 2rG2
D.6UG76»179ع EUD71

297



•٥ الثامن الفصل د

.٤6 و5 ت،٥
١٢١Cit

PrtwtE 5 tmmدoصdlTl:ck')
٢=١
 ·ج1,٥

٤٤٧=٤١٢٥٥::٤-e٥٠
-:٤!-٠id-tEn ٢

٦٤٤=٢-٩٠50٤53:

 جي-=١٤٧-١-٦٠5١"-٤!٠5١١

 :.ة٠ زةهي":::: ة
H=-٤٤٢٤-٦,٦-٤١

١ + X١ +HI:'٤

 -كوتا( )رنج المرئية بيسك بلغة(7.8) المثال(15.8) الشكل

 )رنج-كوتا( المرئية بيسك بلغة(7.8) المثال نتائج(10.8) الجدول

1
0.9950124791E6€67
0.9801 56673O54202
0 955SS7481 D28DES
0.923116344E0539E
D. B824S69DU5346E5
0.63527021035782
D. 7٥27045415GG2EG
D 72E14S05DeED4»
D. 6E697684453D627
0. 6O653072639s07
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول دم

 عليا رتب من تفاضلية معادلات8.8

 أن يمكن الأولى الرتبة من تفاضلية معادلات نعالج جعلتنا التي الأسباب إن

 يلي: فيا تتلخص

 بقية معالجة نحو الأولى الخطوة واعتبارها المعادلات هذه مثل معالجة سهولة أ(

 العليا. الرتب من معادلات تحوي التي المسائل

 شتى. حقول في أولى( رتبة من )بمعادلات المسائل هذه مثل شيوع ب(

 الرتبة من المعادلات من مجموعة إلى العليا الرتب من المعادلات تحويل إمكانية ج(

 بعد. فيا سنوضحه كا الأولى

 النوع: من تفاضلية معادلات تواجهنا الحالات من كثير في

da"d"a, +a, («٢)»=,a+. ر ب

 يي:ً،، م..بو .لدر
 تحويل استطعنا ".ولو الرتبة من عادية تفاضلية معادلة تشمل لدينا التي المسألة أ أي

 مما الاستفادة يمكننا فإنه الأولى الرتبة من الآنية المعادلات من مجموعة إلى المعادلة هذه

 حل وإيجاد الأول الرتبة من التفاضلية للمعادلات العددية الحلول حول دراسته تمت

 الدراسة. تحت المسألة

 الصورة: عل(21.8) المعادلة وضعنا لو ممكن، وهذا
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•٥ الثامن الفصل د

d"لإ٨ (wyعالا,,%مر,الوب ")
dx"

y=y
y = ( -(هو ر
y ( ي -(امر= خر

y =y ( -(إ حر

(y....y٠5٠)إر ا"ر-٨ 

......(22.8)

 التالية: بالتحويلات نقوم ثم

 أن: نرى عندئذ

......023.8)

 وهي: الأولى الرتبة من الآنية المعادلات منn عل حصلنا أننا نرى وهكذا

y=إبر= يو "ير,= وو "إبر" 

 و

 "إلإر=٨\٢5٠•. )٠لا

(8.8) مثال

 المعادلة: لدينا كان لو

dy dy_  م
'dx أد dx

 الأولى الرتبة من معادلتين إلى الثانية الرتبة من المعادلة هذه تحويل يمكننا فإنه

 يلي: كبا وذلك
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول دم

y" وy=٧ نضع =yأن: نرى ومنها 

y=ر -ثجر" 
·، .d ج=

-- ء نقطة عند ال"=ا« و =(ذy) قيم أعطينا ما إذا عددياً الحل نوجد وهكذا -d

 ما. انتدائة

 التفاضلية المعادلات منn إلىn الرتبة من معادلة أي تحويل نستطيع وعموماً

: الشكل من الآنية

 "بر=f(8,١٠y٠..,٧ء)
(f(y.y....y=ر" 

" yإ = f(3١٠y٠,y)

 التي المختلفة الطرق تطبيق نستطيع بعدئذ. الأولى الرتبة من تفاضلية معادلات وهي

 بالعمليات ونقوم -كوتا، رنج كطريقة السابقة بالبنود دراستها تمت وأن سبق

 معادلة. كل عل التكرارية

 يلي: كا ذلك توضيح ويمكن

 هما الآنيتان المعادلتان لوكانت

(f(xy,2ر" 
(f(x,y,2=الى 

 هها:RKM طريقة باستخدام ، التكراريتين العمليتين فإن
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•٥ الثامن الفصل د

1٧ =y١-[K+2k +2k +k,]
6

 و

12=٦]-+١+21, +2l,+l,]
6

 حيث:

k = f(x,y,,2,)o
y,,z,)o,,٢)fا,= 

1 1 1k= f/٤+±0.y +k,2+o2 2 2
1 1 1l/0+٦.k+;٧,e#-±2 -,ا6 أ 2 2
1 1 1k= f/8+e.٧+;k,2+±ا /e2 2 2

1 1 1 o/+±٦ ا,k+٧.e+±2 =ا٤/٤ 2 2
k, = f(x, +o,y, +K,z,+l,)o
,= f;(x,+0,y+k,,2, +l,)o

 لإيجاد تايلور متسلسلة استخدام يمكن أنه إلى نشير أن نود البند هذا ختام في

 الآتي: بالمثال الطريقة هذه استخدام نوضح عليها. حصلنا التي الآنية المعادلات حلول

(9.8) مثال

 بأن علً=0.1 عند ا%=yب ار=z للمعادلين العددي الحل أوجد

.x, =0 l,y,=0=, عند ة
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول دم

 الحل:

 أن: نرى الحالة( هذه في ماكلورين )أو تايلور مفكوك من

r٨y= y ١ wy+yا"إ "إبر+٠+ ..
2 إ3/

 و

r« 2=2 +د+, +ا%+%٠٠٠٠٠٠٠٠
3!2١

 عند المختلفة المشتقات قيم إيجاد عليناx=0.1 عندy,2 قيم نوجد ولكي

x,=0يلي: كا حساها يمكن هذه ؟ولكن 

 أن: حيث

z=2 ا= الربر

""y أ نجد بالتعويض، فإنه، = z y و1=  ""إج.=0=

 عل: لنحصل الآنيتين المعادلتين الآن نفاضل

y=و اشر= الر z==2ل3 )ا

 أن: نجد ومنها

 ="ج.1 و ="بر0
 عل: لنحصل أخرى مرة نفاضل

"y ومنها لج=y و =فمر2  /ج.=0 و1=
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•٥ الثامن الفصل د

 وهكذا...٠٠٠

 أن: نرى وحيثx-01 عند« وy حساب نستطيع تايلور مفكوك إلى وبالرجوع

y-٥.»-١١ ,ر)!%""%!٨١
3/2١

 -ء١(-o-١ ر٨/4 ر -ر('/"(
3!2١

z= 1.005,y= 0.1002 : أن أو

 معتمدة مشتقة كل كانت العددي الحل لإيجاد الطريقة هذه باستخدام أنه لاحظ

 في نقع لا حتى الدنيا المشتقات حساب في الحذر يجب وبذلك السابقة المشتقات قيم عل

 حدث. إذ سينتثر الذي الخطاً

(Shooting Method)  الرمي طريقة9.8

 الرتبة من العادية التفاضلية المعادلات حلول التفصيل، وببعض سبق، فيا درسنا

y  قيمة )هو واحد ثابت معرفة علينا يتعين الوحيد الحل لإيجاد أنه رأينا ولقد الأولى

 علينا الثانية الرتبة من التفاضلية المعادلات حل لإيجاد بالمثل ما(. ابتدائية نقطة عند

... وهكذا ثابتين معرفة

 يلي: كا معرفة القيم أو الثوابت هذه تكون المعتاد في

 القيم بمسألة المسألة وتسمى البداية نقطة عند معطاة مشتقتها أو الدالة تكون.1

 مثل: الابتدائية

304



• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول دم

«o)- ٥d مجه ٤ م-  اX ا
' dtl,':dR

 النقاط هذه تكون ما وعادة مختلفتين نقطتين عند معرفة مشتقتها أو الدالة تكون.2

 القيم بمسألة المسألة تسمى الحالة هذه وفي المسألة نطاق حدود عند أي حدودية

 كالمسألة: الحدية

2 xs1>00ر+لإ= 
dx

y(1)=1,0(=0ر) و 

 والهندسة كالفيزياء شتى وبميادين عديدة النطاق هذا ضمن تدخل التي والمسائل

. الجهد مسائل و الاهتزازية والحركة الحرارة تدفق مثل وغيرها

 ،مثل الطرق بعض استخدام ها يتم التي الكيفية ندرس الموالي والبند البند هذا في

 حلول لإيجاد الآنية، المعادلات من مجموعة خلال من الحل وطريقة الرمي طريقة

 العادية. التفاضلية بالمعادلات الحدية القيم مسائل

 التالي: المثال لنأخذ

(10.8) مثال

 الحدية: القيم لمسألة العددي الحل أوجد

dx -(لإه -ا١١٠٤-)٠2 ر3-)١

 الرمي. طريقة باستخدام وذلك
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•٥ الثامن الفصل د

 الحل:

 قيم مسالة المسالة هذه اعتبار لاستطعنا )(الو قيمة بالإضافة نديا، كان لو

. ار وم=« في آنية معادلات إلى تحويلها بعد السابقة بالطرق ولعالجناها ابتدائية d- ء٠٠٠٠••-•

 لقيمة تخمين بعملية قمنا لو .وعليهx=1,3 عندy قيم هو لدينا معلوم هو ما ولكن

 ومعy(3) المحسوبة القيمة تطابق مدى لنرى بالحسابات، قمنا ثم=١ عند الر

 عناء. بعض بعد المطلوب للمنحنى الوصول من المعطاة،لتمكنا القيمة

 ابتدائية قيم كمسألة المسألة بحل قمنا لو عندئذ ("ر1-)1.5 نأخذ دعنا

 استعملنا أننا .)لاحظ (ر3=)4.811 عل لحصلنا (ر3) عن الطرف وغضضنا

Ax=0.2)أخرى بقيمة نحاول (س.3-=)1 المعطاة بالقيمة مقارنة عالية قيمة وهي 

 قيمة أيضاً وهي («،3=)0.453 عل حصلنا ذلك فعلنا إذا المر.-=3 مثل "ر أقل

 معقولة. ولكنها نسبيا كبيرة

 الخطي، الاستكمال نستعمل للحل توصلنا والتي السليمة القيمة ولتخمين الآن

 علل نحصل كي] بالضبطy3)=1 عل لنحصل السابقتين، القيمتين خلال من

(.11.8) بالجدول الموضح الحل منحنى

 الرمي طريقة باستخدام(10.8) للمثال العددي الحل(11.8 الجدول)

١1.8١1.6١14١1.2٤١1 ا2.4/2.22.0 ا2.6 ا13.02.8

y/ 2.0 / 1.348 / 0.787 / 0.305 ٥١104 / 0.443 1 0.712 / 0.908 / 1.0261 1.06/ 1.0
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول دم

 يمكن كا الرمي بطريقة الطريقة تسمية في السبب يتضح المثال هذا خلال من

 رمي عند يستخدم ما وبين الطريقة هذه في استخدامه تم ما بين الوطيدة العلاقة تبين

 التالية: الخطوات في الطريقة تلخيص يمكننا وعموما المدفعية. القذائف

 كافية. شروط بافتراض ابتدائية قيم مسألة تكون أن حاول حدية قيم مسألة لحل.1

 الحدود عند الشروط مع المحسوبة القيمة وقار الجديدة المعادلة هذه حل أوجد.2

 الأخرى.

 كلها. الحدية الشروط مع تطابق عل تحصل حتى الابتدائية القيم هذه تغيير أعد.3

(11.8) مثال

 الحدية: القيم مسألة حل أوجد الرمي طريقة مستعملاً

 رلإي»; -)ا(ر1٠1752(3=)10.0179
dx

 الحل:

 والذي(16.8) بالشكل أسفله الموضح البرنامج نكتب له التقديم تم ما عل بناء

& SUBROUTINE يستعمل =x) الفرعي البرنامج يستخدم كي] T)" y ل ود
dx٠=

(RKSYST (DERIVS,TO,H,XOXENDXWRK,F,Nحلول يحسب والذي 

 يستعمل بدوره وهذا كوتا رنج بطريقة الأولى الرتبة من الآنية المعادلات من مجموعة

SUBROUTINE) الفرعي البرنامج DERIVS (X,T,F,Nالمشتقات. يحسب الذي 

 نرى ومنه المذكور، البرنامج بإجراء عليها المتحصل النتائج يوضح(12.8) الجدول
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•٥ الثامن الفصل د

 الأخطاء أن نلاحظ حث الرمي، طريقة باستخدام عليها حصلنا التي الدقة مدى

y=sinh x  التحليل بالحل الحل نقارن عندما جداً صغيرة
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,E Tث3٤٠٤ %k±, :',4:-;1٦٦٤-r -٤٦ P٦15T :-٤٤-٤8,-5٢٠,٦

. 37Ex 44,4: ,=iN'-IHE95-٧١8٤٠:٤ ج٤٠٤٢٢٤٦N;
٠٤11 ٢٢٤-٦35 ٠١٦٥T٧٠٤,٤:
IC -٥--٦٠٤
:aTK'-،l:-٤4 ٢: ا
4٢Rr:-!-25٤٤٦ -33١K1٦,1:;:،

%-٥::٤.:٤١

٤!٤-٠-٠ D-٦1٦5 :XEU٤٦٠٠"-4ن, F٠%١
D?  :ة١-٦٠
3N;312.I]--1٦٤!:
2:٦tلا٤١-;2٧2-'٩2٠1:١ !ز٤ 
COETIN5ه٠ 
٢:T.1- -33-:5 {Et:D, 1TT+-43٠ ,F,3!

I--٠2٩٦٤5
;٤٠-١٤H3,-اين١٩٨:٩ 

YE:;-1-3:٤١1' ١xw=X::،-:

٦٥---:-٢٠٤
;٤.K.3TER-VS {2±T:,03 -ا٢-

.٢-4nا١:: 
K7:IK'+, ١-٢٨٤:Lر 

<-5--٤TT

 ح١5٥5-٦٠٢

2WE3i4.I':6:+14 ,ذxw=27.١5١٢2٢5,::١ ذR!',-·4+2. 4٤wE4;داذي±::١٦-٨٢:٦ 

٢.٤٠ C٠8T-2rE
 م٣' ،٢٤\

E:L

i، ٤,TE,٤{£ERCTTIt- -Mr-v-7؟ 
٧+٤٨5 T:3t %:3١,F8٦;

-٤1:-٤١٤'
-12:-K١Li

11١k٢٩ 'خ٣

-٤٥

 الرمي. طريقة باستخدام(11.8) المثال حل(16.8) الشكل
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•٥ الثامن الفصل د

 الرمي. طريقة باستخدام(11.8) المثال نتائج(12.8) الجدول

·TOLH:RENCE CMTTERION MET IN 2 ITERATIOyS
FINAL VALLE AT END OT INILRVAL, 10.n179

USLNC INITIAL $LOP VAL4١:0H 15431 1٨ST C'ONP1;TATTON$ WFTF

T١wE X1 VAI،: 2 7AI.4E $1NIIIINE:) L:RROl
1.00o0 1.5431 ا١7% 17s200. .ا
1.10H 1.3356 14i685 1.335 .0000
1.2000 1.8107 ,ا5095 1.5095 .(NH%

1.30H0 16984 19709 1.6984 .0000
1.40@0 19043 2.1509 1.9043 .0000

50o02.1293 .ا 2.3524 2.1293 .(NH
1.6t0 23756 2.5775 2.3756 .0000
1٠706 2.6456 2.8283 2.6456 .000
1.8000 2.9422 3107s 2.9422 .0H
1.90 3.2682 34177 3.2682 .0000
2.0000 3.6269 37622 5.6269 .0
2.1000 4.0219 4.1443 4.0219 .0000
2.2000 4.45٦١ 4.5679 4.4571 ،.0000
2.30o0 4.9370 54١372 4.93٦7٤ .000
2.40H0 5.4662 55570 54662 ،0000
2.5000 6.0502 6,15٦23 6.0502 .(I0
2.60x) 6.494% 6.7890 6,6947 .0000
2.7000 7.4063 74735 7.4063 .000o
2.$00 8.1919 82528 $,19١9 .٧H0
2.9000 90596 9.1146 000. .و0590
3.0000 10.019 100677 14.017٧ .(NHX

Stp - Prugram 1ErmiraLed.

(11.8) المثال لنفسC بلغة حاسوبيا برنامجا نعطي(17.8 الشكل) في
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول ده

#inc٦ude=stdi٥.h>
#٦nclude<conio.h>
#٦nelude<math.h>
woid rk5yst()-
od &rأ sKfمأ at x[]);
F٦oat xo[2],xend[2] ,wwrk[4][2],f[2], h;
٦nt n ;
double tD;

}{id maintب 
douh]e s;f7oat g1,92,t3tart,xstart,d,r1,r2,error;
int i,3;
clrscrT):
H=D.1; n-2: g1=-l; g2=l;
٢stؤ r ; إrt-1:752 دt ,لإجز9; ي: d=10.0179;

4 ج?+م±#+#4٩«334±±=35± #٤%
[3 wE £UPP05 TO FIND ٧ 3/

SW#٤±±±٤ ±٤±٨٤##١3:ب}٧٢¥٦٢٩&٤ 
x0[٩] =xStart;
t0=t5tart;
«o 1]-l{

:٥f attgpT gne\n\n"1resu٦t٤ فH?"ت{ت مrم}خم 
pr٦٨Tff" y y'\٨\n"};
forGi=1;٦<-20;i++)
{
rksystC:
woEo]=لا end 0];xo&ا =edi]:
t0=to+h;
g٣1ntf٤" %a ٣٤ %f\٣"٠i ٠E0] ,x5[1]2;
geTcht];
7٣scrC;

٦±٤±=٣7±9;٩٨٧٤-+±r٦٤±3±٤3±±4أم #م#٩٧٢٨ 

/٦> wE 5UPPOS ANATHER wALLE T6 FIND Y //
Hام ي٦±3٦٤٤3٢٦#٤±٤8٦4١٩٧٧٨٧٤٤٤±٦±3± ج+± <#±ج 

r1=xO[0]:
to=٤5tart;
«9[g]-xstart
x0 l. ; و2=
p٣inFff"{nthe result of attempT tgo'\n'n");

";y'\n\n٦ لا"rintFم٤ 
forGi=l;i<=20;1+لإ 
٢rksystU);
xofO] .xend[0];
xof]=xend[l];
t0=tO+h;
grintf" ٤a %f %f\٨",ix5[0],oIl];

getchG:
cl ٢scr{){

#w3±±٤٤٤3٦±±42٧3م و٠/ 

//+ LINEAR CREATIO //
 بي3٦٧٤٩ ة٤٦٤٤٦٤ب٤w٤٩٤ وة

r2=xO[0D];
prin٤٢\'٨the result ٥f LINE8R (REATIO'n'\n";

pri ٨t ٤"€ لا y'\n\n");
Far (++j; =ز1;5-<20)
{
٦FGfAb5(r2-d <=@.OGl} goto one;
t٥=٤Sta٣t;
xo [0]=xstar1;
xa[1]=41-0g2-g1/G٣2-r1)td-r1);

;g2=1و 
];xo[1=2ق 
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•٥ الثامن الفصل د

r1-r2;
forti=1;i<=2O;i++}

٢rksysTG);
;]a [o]=xend [Oن 

xo[1l-xendE1];
to=tD+h;

print4٤' <d 3f %r\n",i ، [oEo ة .xa[];

getcht);<1rsrg;
r7=xa [D' ;
1
DrE-
to=tStart:x0[9]-5rarr;
x ; ]ض1. ب?و=
prinif&'''n the rcsult of shDating method comper with sinrh functi on 'n7n";
٢٢٦ntF" y بر y' ٤rror'n'n";

forti=l; i<=20; ( ة
{
rksystG};
$5٢g1-xe34[g]:

:l. =xend 'lب[ 
t٥=t٥+-h;
s=snh4tq);
error=s-xo[O];
PrintF٢" %F 94 %F %f %٤7n", t ;(٥o[0],x6[l],s,error لا,

etch{};
 لا

 ي ±في -٤+± ٤=٤±٤±4٤4٦٤

// RK APFLICATIdN 3//
 بي بي لذ+٣٦33٦٦4٦٤35٢ عذ٣±

vid rk5ystC
{ int i;

deriws Cxo};
٤٥٣٤٦=0; i ;n ء i++)
{
xwrk [٥] [i]-f٢[٠
xend []=x5[]+xwrk[o [i1/2:

}

erivs(xend) ;
f1;0٥ م =ع<n{i++ز 
٤ wwrl 1 [i]=hF[];
«R{]-ة T1ث rrk[11 [1/2;

٤dErivstxend};
fo٢}٦=0;i<n;٦+)
٢٢arkL2]٢11-٨١٧٤٢١[٠
xend[]=xص ["]+wwrkL2][i]/2;

1
deriv5€xend};

forti=0; i<n;1++)
{
wwK[3] [1]=١3f[2;

}
f٣}٦-٢i<n; ٦ ج

xend[i]=xoi]+Cxwrk[0] [i]+2"xwrk[1] []+2 wwrk[2] [i] wwrk[3] [i]/6-م }
R3  م م333# ٤±#3±3±٦3433±٤

aid derivsGfloat x[])
{

٤[a]=x[3]:
fL1=x[0];

C J( بلغة(11.8  الثا(-17.8 الشكل)
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول ده

.C  بلغة الرمي طريقة باستخدام(11.8) المثال نتائج(13.8) الجدول

 -لا

 .و-w6٥ يغ
-4. #Eكؤ E

 ة.لا-8 يا5
-١.496٤٧٥

-٤٠4٩٥ و
49٥pNا-٠ 
 ,ا-4٣٧٤

 ور.ة-g4 و
٤.35waE
-٥-٩٥٤2٤
 بلا-ة-

A٩ ا٤-
 ا.ا546
.8ق¥6>
sنuلا1 قذ. 

9٠٤1٩٣
_٣Tو 

4T»4-و 
-418٩1
-61655

٦٥/٩74
A-19٧ ر٩

u314a٥ -ق
 لالا-لا4 د>

 و يلالإلار-لا
4-5813

٦ 4-1134
4 4٠6795w

 و4٠66?6
٤٩٤ تلا-3W ا

١١٩-٨١٩٩٥
12-41 قa لآ1

 اa -لا81٦
1 ه ض81&&9ا

15 4-0٤٦5
1٩٠٤KunP٤?
1١٦-ttR9
1٤ 9٠8y?%M

7.٩1٦ وويلا6
٥٤٩-٦٦١٣١٨

 "لا

1.12٦&8
1.٤٩٧s

٤99٣,1 9ي
1,5686¥
1,391&
٩,639y٩

3 ،13 لاذ
3 هن«ذلة،

 ثن- لالا٩
.9٥?2

 .ن27٥&4
W8.55 كو

3 ،92814s
 و3 لوذ42

٩،3٩7٤٩5
٤,1٤٤٣٤
g،4٦39T٩
8 ٩٣/٩٣٣
٢٠1٥٣٤
٢،3٧5i?2

٦ 1-2M¥
٤ 1.9A¥
4 1٠5393
4 1٥83gz

1٠43٩٠٤ لا٧
 ن٤9٥٥ ؤ1

٤١٦-٤١61
 لا -لا66\5٤١

 و -لا٤١٤٦
1٥ 2٠8٦٧٤t
٦٦ 3٠٤٦3٦
٤ .#ui5

13٢-3/83 ب
•٩ و #.ه841«

15 4٠H5Ki
14 ٤,٤8¥٢٩

٤،٣٩٦9٧1٤
٤٠٤٩٨My5
٦٠١٣٧١٧»

2 ا.M2 لا8

 EDlنريmmTeيMMMMuMMدح
.١ r4»IL ur L1HsRR TRAT\تة{٥sE [٣9ني 

t8٤{٨w٣»rمk»اله p}1ny MEthp tr٢٨+ {ج يوnلقلا 
 'و "لا

1-٦١15r  ج
1٠8572
3٠٥126٧
3,٥٢٩83٥
3,5p868
3 -1٦5
3-80٦٣٤h

 -لا1 لآيا8ؤ5
8-٤81٦

3.٥ma ±٣ ر
 رق٧151

6.١4
A188F؟. 

٤.S8%و %%
6,48٤9٤
t. ¥« كوم
2-9٩57٦
-37m93

٤3Mp1م- 

 ،لا43 ة8%
 ,لا35١84

٠١7١ w
 إ٩٧٥٥٥

3-A.14
2--٧a٦%

1w٩1٧٧٧

±-٥643
W٤ -ع٧ فتذ

٢ ±-±bib»
1٤ 8-٤>

٤٠١٩4s8ا? 
12 4٠49T

455415 لا8
١٥ 5,491٦٩
5 &,8745
١8 6.2٩58N
٩٢ 2.65%E
٤٧ M.3N81

43٣y.لا٧٧ لا 
٩٥

b%? -w,0Ap34٠3115٦9-1 لا
1.£E ١ ؤ-8-4 %ا1 و ،45٤3٦٤

?٠w٩2--٤٥2٠٥١٤٩٥ لا
-8-٩1138-9٩١51٦٤.9٣5E

٤-٤5٩٦٥٩٩-15٤٦ و .ة-61 «يلا
-8,419٥5-٥75gg±-8١8٦١١
-9819٦١٩2.٤47wg2_587٤٥٧

?8٠٣ak4-٨1٤ فيؤبؤ ا،±١±.
.M٣1و2 لا.28183 .ة V2

٥p،D5»3.¥bu3 .؟45
٤-١٥5٥ إ٩٠٣1455-1 ا.A و>

٤Iw4539٥ ير.ة.١g$,٣ و١٥+-
٣t.435i982 ج -٥3 اقذ9-

5.٤٠٩٥٧٥٧٩٦22 -4.٤tu5
,٩٦٣d ر1441  .ذ1٤3 ذ٤-9-

-4 5B42g4.8٥٧B-٠٤٩٤٤ 4ج
-8- aT٤985٢2 لا-٧L33 لا#لا

awD41٤15-9>١ وw.3/uwy2
J-4n٩37$.±51-3 ن&491 ؤ

w-dnE?1٤,3r٤7M1ب A.٤15٤8±

1.515٧٥٥

 لا,لا9٥ لا٣
2،1m  لا

2 لا.934 ج
 لي ة.،6 ?#ا8

٤،46٤18
٩.2٩٠M4
-88٩7٦٩
٩-W742٤

.»4 «لا٧ م
 ؟،6 ا%3

٤.4٤#716
4.485٧5
,119944
3 ٠M٣?bg
$٠2tE84
9٠٣44٤٦5

 -الا٤م نؤ

1-٦4٧٣ لا
1±4Bة u

1 يؤذ.٧ لا
1w ¥u يK لآ

1.5 ؤ٣ «لا
٤#u

 -لا3 ا¥6
 لا-٥ ؤوب

 «ورو.
 الا#ف.
2. 14wM
43»»
244u6»
3,149M4
3-٢4iM%
3-8unMM
3-±wltB
3-٣KhLA
2 ٧wMwM

٥٥٧٣ لا

 لنفس التطوير)دلفي( بيئة بلغة حاسوبيا برنامجا(18.8 الشكل) في نعطي كا

(14.8) بالجدول معطاة البرنامج هذا تنفيذ نتائج (.و11.8 المثال)
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•٥ الثامن الفصل د

3°eaaure shast4ns_wethod;

KXO, KEmd, F , TIwE;
2Wrk : TFeurTwo;
Iter, i, N; 1nteaerr
R1,R2,RErra,5,H,TT6,G1,G2,Tal,TEtart ,X5tart,D : real;
LAakel Ll00;
Label Ls9;

begin
H :=0.l; I :=2;C1 :=-1.0; G32 := 1،0; Tol := 0.001;
TStart := 1،0; XSta±E := 1.1752; D := 10.0179;
XXa[±] := KStart;
TTC : ;TStart ء
KX0[2] ;٤G1 ء

for i :=2 to 20
begin

RKSyst (TTO, H, X6, XBnd, F, KIrk, W);

KKO[1] :-End[l];
KXO[2] := XEnd[2];
TTO := TTO + H;

;ndت 

R1 := KXO[l];
TTO := TStart;
KOIl] := XStart;
xXO[2] := G2;

fori := 1 to 20 d
beain

RKSyst {TT6, H, KKO, :End, E, KWEk, B);
xxOI1] :-XEnA[1];
KxO[z] :-XEnd[2];
TTO ٤٠ TT٥ + H;

;ndص 

R2 := XXO11];

fo± Iter := 1 q 2 D5
beg1n

 م -ء٠ ءد-١٠٠٠٠١٠١٠٠٠٠٠٠٠٠--
±£ Fbs {K2-D} < Tol then goto 199;
TTO := TStart;
XXO[1] := KStarT;
2YO[2] :=G1 + (G2-G1) / (R2-Rl) + (D-R1),
G31 : ;G32 د
G2 := ;XO[2]ال
Rl := R2;

1 م٠ ء٠---٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٢٠٠٠---
for i := 1 to20 do
begin
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول ده

RKSyst 1TT, H, XX0, KEn6, F, XIrk, N);
XXO[] := xBnaI1],
XXO{2] := xEnd[1;
TT٥ := TT٥ + H;

end; for i
R2 := xO[>];

erd; //for Iter

meجm l . L1nes ، Add('We did not mcet tolerance criteri1on iR
20 iterat1ons. Pinal value at end inteIval was'];

goto 1l00;

Lss:
mem5l .Lذ nes.add('Telerence xiterion met ±n 1 +

inttoatr{Iter} + ite±ations ا '};
1100:
mem1 .Lines.add('Rinal Value at enD of interval waB ' +

floattostr(Rz) );
neml ، Lines.addt 'eirg initial slope walue 5f' +

floattDEtr(z] + ast ا computaions ;{ ا

T٣T٢٥= TStart,
XX5[1] := KStart;
KX0[2] := 62;

S := Sinh {TT) ;
RErro := S- KXO[1];

meml .L1nEs.add(floattoatr{TTC) + ١ ا +
flcattoBtr4xD[1]} + ا١+ floattest±{YXO[خ+١٢]} +
floattoetr(S) + ٠٠ + floattoAtr (RErxo) );

for ± :=1t٥ 2٥ d
begin

RKSyeT [TT, H, XX0, xEnd, F, KIrk, W);
KX6[1] := xEnal1];
XKO[2] :-2End[2];
-TT := TIO +H;
S := S1nh (TT} ,
RErro :=S- KXO[1];
memol .Lines، add{flcattostr (TTO) + ء ا ا

f1oattost±{XXo[l] +' + ا floattoAtr(xxo[2]) + '
١ + f1oaTtoBtr{S} + + ا١ fldattOBtr {RErr) ; لا

erd;

dر 

procedure RKSyst (TTD, H ;eal± و 7A± JX0, XBd, F
v4ة X٣rk 4 TRbu4Two E و ;{integsr ا
waI

i.  ذ
begin
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•٥ الثامن الفصل د

Derivs {XXO, TTd, P , N};
far i :=1L٥ Ndo
bsg1n

Xm±k[1,i] := H» F[ ;[ ذ
KEnd[±] : KXO[i] د + xwrk[1,i] / 2;

end;

Derivs {XEnd, TT7 + H/2, F, I];
for i := 1 t٥ N do
begin

XWrk[2,i] = H+ F[i];
xEnd [i] := KXOIi] + XWrk[2,i] { 2;

end;

Derivs {XEnd, TTO + H/2, F, N};
for i := 1 to T do
besin

XWrk[3,i] := H+ F[i];
KEnd [i] := KXO[1] + Xwrk[3,2/لذ] ;

end;

Deriws {KEnD, TTO +H, F, T);
for i := 1 t M do
begir

XWrk [4,4] ٤=H+ F[i];
;ndت 

for i := 1 toN do
begin

KEnd[i] := XX0[i] + {KW±l[1,1] +2.6 + XWrk[2,٤.0+ذ] 
+ XWrk[3,i] + xwrk[4,i]/6

end;

end;

p=oedurف DervE{var K : "TIwo; T ٢ real; Va¥ K 4 TTw6; I
±nteger) ;

bag±x
FI٦] :-K[2];
F[2] := [1];

 ;dnص

 دلفي بلغة(11.8 المثا)-(18.8 الشكل)
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول ده

 دلفي. بلغة الرمي طريقة باستخدام(11.8) المثال نتائج(14.8) الجدول

RE  drب

1,13343BN3iE6
،DprN1ج¥
a51ws7116w5
a.Dbta1 EA257
aD21@43R3776
0D#TG315
٥516a#3a4
٥d14meaa
،٥t243EEماE
--٤1B738R37GR

sbiE]

،0CR143l6
٥d144107sweN
٥d194Zi901t2

3uم016142115 ج 
٥01a23NAG6
00r6713273B7357
2.5ramNolE5

4.4571 G61a3
49361sN5=556
5BER21aE1
6050a048Gs
6.694T22a3
7.
£
9t651
1001774a2

23t61s3617
261T31e21&rg8
2TTIk7115
3,16iB6315175le
2423pa
2Bi61347

54&114721572
6.Di68554GRN5
E.733rE9١7
2.432AtHa213g
aA31G1234
$ts27wST43rz2
1aa19

 بلغة المثال لنفس حاسوبيا برنامجا نعطي أخيرا

(.15.8 بالجدول) معطاة فهي النتائج

 (،أما19.8 بالشكل) ذلك و بيسك

٥T-٤١R٢٢L٠٤dT١٦٥١!"٨ إ٦
5E:LARE FuNdTno» ai {k!  ز
UE+LARE FUNCTIO٧ P !X} إ
٥1٨ Yl٢205, Y2(20, C200), ERT20o)

CL5
<CRE=1 12
٥٢٢٤ "8M»-١٧٢" FUR ٥٧TPT A5 #2
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E- 5

l=ثم 
N- ٤
BETA - 1.0l79
w1٢1 = 1152
ll-0؟ 

v2€-)-0
2Z =l

{- م
FOR I-2T٥٨+ ]
K11 = ٧٤٥٧11
Kl2-٠٤٤ {PG;) 4 Yll + %x] 8٧1٤I- L] + Rt)
Kl٧22ذ٨ ه- 
K1٨ = w٤١٧Gx; 4 %22 CX] "٧2٤r- ٦))

٢21 =W٢٩YLl +.5° Kl2)
K22 =w٦ {HGX+٠5-W)٤٨YIl+.53KL2)+٩(x+.34%؟ز YlCI-  ا.5(1
Kl1)١Rtx+.5 (( ة
K١1٤٧22١٠5٤ لا-٤٨٧٩)
٢24 =w٩(٢٢x+٠5°٤٧(٨22+.53K14) + Qt+ .5 ٧٨ ز {Y24I- 1) + .5
K13))

K3:=W3 (Yll +٠5 K22) ،K32 W [PKX+.5w) ٢٧I1+ ٠5K22)4 0CX +.53 )4 {Y٥٤T- 1)+ .54
K2-٦+١G%+.5» w);
K33-5٢٧.+?٧2ا K24)
K14=٤٢٢٨٩X+.5W)3 ٤٧2?+.53K24)+ 0C+ " ز%"5. (Y2tI- 1)+ .5
K23 ( ز
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Ex =1; ٤٨ExFGx} - txFtx);
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 بيسك بلغة(11.8 المثال)-(19.8 الشكل)
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول ده

 بيسك. بلغة الرمي طريقة باستخدام(11.8) المثال نتائج(15.8) الجدول

(wI بز ٢EXAGT ERROR
 د٥٥٥ د

1.5٢ 1.175199986 1.175201178 0.101437٤-03
1.1٥ 1.333647464 1٠335647464 0.0000C00E+00
1.24 1,509462357 1. 509461403 0,651797٣٤-04
1.30 1،698384523 1.698382378 0. 126341&E-03
1.40 1.404304624 1،904301405 ٢i، 1690200٤-03

٦ ؟٨ 2.125783667 2،129270375 0.2015487٤-03
1.6 .375573148 2.375567913 0.2207981E-03
1،7٥ 2.445638227 2.645632029 0.2343063٤-05
1.6C 2.92181826 7.94217415E 0.2593115E-03
1.56 3.26817164 لا 3.265162٦? 01.269921RE-05
2.66 3.626576155 3.62686038٢ 0،2695213E-3
2.10 4.021867752 4.٢72185630$ 6.2845475E-03

،، م يرج 4,45711755& 4.4571051€t 0,2781574E-3
2.3 ت 4.936975479 4.93696165- 0، 2800969E-03

2،40 5 . 468244698 5.466229916 0. 2704232٤-03
2.5 6،50221445 6,050204277 0, 2837282٤-3
2.6n 6, 694750786 6,694731712 0.2849029E-03
2،7٥ 7.406282902 7. 406263351 6.2639701٤-03

2 الا. 8.197940308 8, 191918373 0.2673373٤-03
2.9 9.059584161 9،05956172 د 0.25Z6412E-03
3. 50 1.017900467 10٠01787471٤ 1.2530326٤-03

(Finite Difference Method)  المحدودة الفروق طريقة10.8

 يمكننا وبذلك المحدودة الفروق بدلالة دالة مشتقة كتابة يمكن نعلم، كا

Difference Equation  فرقية معادلة عل ونحصل الفروق بذه المشتقة عن التعويض

 للمعادلة التقريبية الحلول هي الفرقية المعادلة هذه وحلول تفاضلية؟ معادلة من بدلاً

 المطلوبة.

 المثال نفس لنعتبر الأحيان. من كثير في السابقة الطريقة من أفضل الطريقة وهذه

: المسألة نفس ولنأخذ(10.8) السابق

dx -(لإه -ا١١٠٤-)٠2 ر3-)١

 عن نعوض وعليه والخلفية الأمامية من أدق إنها حيث المركزية بالفروق ولنعمل

y dy«:و بامعادلتين dxdx%
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,2hdsl الاف الا-لاo ا٨)
d"  بر
dx

-٢

(٨)o2 ب ارلا+ مyلا- 
h'

 عل: لحصلنا المعطاة المعادلة في عوضنا لو• قيم بين الثابتة الخطوة قيمة هيh و

٧-2y» ( ١ ا-بوأج ،،5 ' '٨"

 أن: أو

X. ٠2٨١ /أ;٧٣٧-٥ ن٠ 5،

 هذه حل مشكلة أمام الآن فنحن وهكذا.x=8 وy=Y بوضع قمنا وحيث

. ٣e[,3]  الفترة في الفرقية المعادلة

 قيم بذلك فتكونh=Ax=0.5 نأخذ مثلاً الفرعية، الفترات من عدد إلى الفترة نقسم

 هي:٣

8=1,٤,=1.5,x =2,8,=2.5,x, =3

 يلي: كا وذلك حدة عل« مناظرة معادلة كل ونكتب

=x=1.5  ل

 ، {لإا!/ة بأ' إإ-«٦«
x=٢,=2  ل
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول دم

.»4 أهإ4ج برأ إ:-، -{إ
٢=٢=2.5

 ، إ;إ!ء /برا٠ب :{أ!
y أن وحيث  عى: نحصل بالتعويض فإنهy وا-=2=

-2.175 1 0 y -1.625
1 -2.150 1 y=  ،ا-•• ا.:0.5

y =0.552, y =-0.424, y, =-0.964 :  أن نجد المعادلات هذه وبحل

 بساطة من بالرغم أنه نلاحظ فإننا )الرمي( الأولى الطريقة بحلول قارنا ولو

 قيمة اختيار أن بالطبع يعني وهذا معقولة. كانت الحلول أن إلا نقاط( )خس التجزئة

hاخترنا لو وعليه دقيق. تقريب عل الحصول في كبير دور له h-02بإجراء وقمنا 

 النتائج عل نحصل فإنناy المختلفة القيم وحسبنا أعلاه المذكورة الخطوات نفس

 وطريقة الطريقة هذه بين مقارنة أيضاً يوضح والذي(13.8) بالجدول الموضحة

 الرمي.

=h اختيار أن نلاحظ وهكذا Ax=02مقدار أن أيضاً نلاحظ أكثر. دقة أضفى 

 المستخدمة. الطريقة خلال من وذلكh" مع يتناسب الخطأ
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 الرمي وطريقة المحدودة الفروق طريقة باستخدام((10.8) )المثالy قيم(16.8 الجدول)

X y ( ( المحدودة الفروق  لا )الرمي(

1.0 2.0 2.0
12 1.351 1.348

1.4 0.792 0.787
1.6 0.311 0.305
1.8 -0.097 -0.104
2.0 -0.436 -0.443

22 -0.705 -0.712
2.4 -0.903 -0.908

2.6 -1.022 -1.026
2.8 -1.058 -1.060

3.0 -1.000 -1.000

 يلل: فيا المحدودة الفروق طريقة خطوات نلخص البند هذا ختام في

 عن بالتعويض وذلك فرقية بمعادلة المعادلة نستبدل حدية، قيم مسألة حل لإيجاد.1

 المركزية. الفروق بدلالة المشتقات

 كل عند الفرقية المعادلة ونكتب متساوية مناسبة فرعية فترات إلى الفترة نجزى ،2

 معروفة. غير الدالة حيث نقطة

 الناتجة. الآنية المعادلات حل نوجد.3
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• ه العادية التفاضلية للمعادلات العددية الحلول دم

(8) تمارين

 امتداداً. والأكثر وامتدادها أويلر طريقة بين قارن.1

 -كوتا؟ رنج وطريقة )ملن( وطريقة أويلر طريقة بين الأساسية الفروق هي ما.2

 الحدية؟ القيم مسائل حل وفي الابتدائية القيم مسائل حل في المستعملة الطرق هي ما.3

 المسائل حل أوجد -كوتا رنج وطريقة المعدلة وأويلر أويلر طريقة باستخدام.4

 التالة:

)r)=0, r()-2ك. »م 
dx

.4Y 3 ٨ ت F(1)=-1, F@)-2  ب)
dx

 وناقش. المختلفة الطرق أجوبة قارن

 الابتدائية: القيم مسألة حل أوجد.5

d 0 y=1=٤y.±ل 
dx

(e  بقيم )قارن =ه0.1 =#.خذ2 عند وذلك

 معطاة ا والزمن ا والتيار الجهدً بين العلاقة كانت إذا كهربية دائرة في.6

 بالمعادلتين:

 ه1
dtL

dv_ , ا
،

d٤ e
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. V00)=V, ,I00)=L و e,L كان وإذا المعنية؟ الدائرة تخص ثوابت  حيث

 هذا في إليها التطرق تم التي المختلفة العددية الطرق استخدام كيفية فأوصف

.t>0 V, زمنية لحظة أي عند1  لإيجاد الفصل

 نصف يساوي متحرك بواء مادة تبريد معدل يكون للتبريد نيوتن قانون من.7

 هي الهواء حرارة درجة كانت إذا و للهواء. وتلك المادة حرارة درجة بين الفرق

K"300اللحظة عند وأنه t=0المادة حرارة درجة كانت K"370فأحسب 

.310%K  ل مساوية الحرارة درجة تكون متى

 ثابت )وحيث السكان عدد مع يتناسب ما بلد سكان في الزيادة معد بأن علم إذا.8

 متى فأحسب سنة.50 في تضاعف السكان عدد وأن(0.01 يساويk التناسب

 الأصليين. السكان أمثال ثلاثة السكان عدد يصبح

 التالية: الابتدائية القيم مسألة تحقق التي =،4 عند ،y قيمة احسب.9

١(-o,إ"ه. ،االه, dsldx

.(e ( بالقيمة إجابتك قارن

 الحدية القيم مسألة حل أوجد المحدودة، الفروق وطريقة الرمي طريقة باستخدام.10

 التالة:

 رلإهo,.0=)٠١ -[ر١
dx

.(h  مناسبة قيمة استعمل وقارن) التحليل الحل أوجد
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