
 التاني الباب

 الدوال واتصال النهايات

 للنهايات مقدمة:1-2 بد
 عندماf(x) دالة قيمة لإيجاد وتطبيقاته الحسبان في نحتاج ما عادة

 كان فإذا.a يساوى بالضرورة وليسa معلوم عدد من قريبةX تكون

f() f(1.001) حساب نريد إذن فنحن ، f(0.998) أ  هو المطلوب

 أن لو ذلك مثال معرفة. غيرf(1) تكون فقد.f(1) وليسx=١ من بالقرب

R(ح) +\}

 ا٢-١/
 معرفة غيرf(1) أن نجد

R(0.998)-999 .(Ro.99s أي 1.998  ي
0.002-

A.oo)2.00l٨\00١.١-)2.001 أفي
0.001-

 فنجد ،f(x) مقدار زاد أكثر منx اقتربت وكلما

f(1.0001)= 2.0001 =f(1.00001) و 2.00001

. معرفة غير أي مالانهاية إلى تصل نفسهاf(1) أما وهكذا

- ،. -فم2,,٠٠٠٠٥٠- x=2، مثل أخر مثال واتخذنا -f(x) من بالقرب أن، نجد
3x-6

٨1.999999)- 1.333332000 ، f(1.9997)-1.332933363

f(2.00000)= 1.333334667 ، 832.00002)1.333336000
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0٠٤. 0 معرفة. غير أيf(2-=) بينما -•
 العدد منf(x) اقتربت2 منX اقتربت كلما أنه سبق مما وضح

 قيم حسبنا مجرد لأننا ذلك من التأكد يمكن لا ولكن1.333333333
3

 مقدما نقاشاً نعطى ولكن.2 من قريبةK للمتغير لقيم للدالة اختيارية مختلفة

 التالي النحو على لعوامل والمقام البسط نحلل دعنا النتيجة لهذه

٨ ير (ث٨-2) }

3(x-2)
 حذف نستطيع2 تساوي ولا2 من قريبةx ولأن ،x-2=0 أن وطالما
 لتصبح، (،x-2) العامل

-f(x) مر
3

 2م.
f المكافئ القطع إذا هو =y وبيان -٠،3

.(39) شكل في واضح هو

 كما(2,4/3) النقطة من محذوفاً

 كلما أنه الشكل هندسة من ويتضح

 من تقتربf(x)٠2 من8 اقتربت
. متوقع كان كما4
3

 على معرفة دالةf كانت إذا وعموما

 الفترة هذه إلى ينتميa مفتوحة، فترة
 بحيث،

2rم- 
y=-

3x-6

( x=a ( وتظل a X من  اقتربت كلما(1

.L f(x) حقيقي عدد من تقترب  فإن

(39) شكل
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 وذلك كافي بتمددL من قريبةf(x) الدالة قيمة جعل الممكن من وأنه(2

.( x=#a ( لكن a  من كاف بقدر قريبة باختيار؟

 الترميز استعمال يمكننا عندئذ فإننا

lim f()=L
X}a

" The limit of f(x) ,as x approaches a ,is L "  وتقرأ
"L a هي f(x) من تقترب عندما  "نهاية أو

x-»a نكتب وقد f(x)L كلما

,x)) النقطة أنf)( بيان على يعني وذلك f(x)النقطة من تقترب 
. a x من (a,L) اقتربت كلما

 نكتب السابقين المثالين ففي

٠٠X+1lim/._  =ر معرفة غير قيمة
٤»1 X

 بالبداهة إلى" "تؤول و من"، "تقترب جمل باستعمال النهاية عرفنا إننا يلاحظ

 المصطلحات. هذه عن بعيدا للنهاية رسميا تعريفا القادم البند نضمن سوف ولكننا

 ولكنناa منX اقتربت كلما معين عدد من تقتربf(x) أن نعرف أحياناً

 ويجب موجودةlim)( التعبير، نستعمل عندئذ العدد، هذا نعرف لا

lim) حساب، أن إلى الانتباه f(x، إن افتراض يجب x= a،ًأن أي دائما 
X}a

 تكون أن بالضرورة فليس الموضوع عن خارجةf(a) الدالة قيمة

(lim (xمساوية (f(aكانت، إذا فمثلاً. أحياناً حدث وإن 
X}a

2r_4م- 
 ي

him 2, .ي6 و X

 -2ر1
f(x)= ٤-1

3

X1

X=1
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x-1١ ن"وز
٤»1 X  ب!"

(٤-1)(x+1)
=lim ( ي1]
٢] X

-\iy2-ب١)»- 
R1)=3

 فإن

 بينما

lim) إيجاد، أن نجد البسيط، الجبرية التعبيرات حالة في f(xبسيط أمر هو .
X}a

f(x)-3x+1  عندما فمثلاً

lim f(x)=1im(3x+1)=3(4)+1=13
٢٨4-٢ ٨4

 موجب عدد€ ،X=4±e مثل4 من جدا قريبةx قيمة اتخذنا إذا لأننا

f(4±e)= 3(4± e)+1  فإن صفر من جدا قريب

 /ل،»٩40١-١3 فن ما"لمع±ياسر لمر ء بتنا
lim f(r)- f(4) ،  المسالة هذه
٨4

 يكون، وببساطة

s-3(-2٩(-3-2اجز I676-5،  بتاv٢،و-4
1o+٧٢ م(وز] -)اi5-4جنا 

im f() ، f(a)  تساوي فيها يتحقق التي الخاصة الدوال بعض إن
X}a

 النهاية نحسب عندئذ بعد، فيما إليها وسنعود متصلة أو مستمرة دوال تسمى

8=a im] عن بالتعويض /()
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 فمثلاً الذكر السالف المباشر التعويض استعمال نستطيع لا أخرى دوال في ولكن

١2) .5+x-I٤)2-شع٤+ 
=Xد ٢ا{- م 

(x+1)٤-1
 المشترك العامل حذف به المسموح ومنX-1٦0 فإن ،x=1 أن وبما
 المعادلتين بياني أن ذلك عن وينتج(x )ا- والمقام البسط بين

x-2+شر 
=٤2 ،y=yلبعضهما مماثلان .

X-1
=y المعادلة بيان على تقع(1,3) النقطة لأنx=1 عند ماعدا x+2ولا 

.x-2الدالة بيان على تقع +شر =y(40) شكل في موضح هو كما.
X-]

h(x)=
2 ,x=1

lim h(x)=3
X-]

h(2ا(= 

2() +٤+2Kع' 
X-1

!a(»)-3
 -)(ء0

 محذوفة(1,3) نقطة

f(x)=+2
lim f(»)=3
X-]

٨1)-3

 +م٤+2,
X  و

X-1

 حذفت(1,3) نقطة
 محلها. حت(1,2) ونقطة

(40) شكل
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X-9
lin =  إ و
X9ر X-

 النهايتين، أوجد(:1 مثال)

2x-5x+2
]i1= 7x-652 -ر»»

 الحل

 يعطي المباشر التعويض أن بما
5x+2 2 -ر0

=]11=
7x-6 «52 -ع0

 النهاية إذنx-2٦0،x ة2 أن أي الدالة نطاق في ليست=2

 تصبح،
2x-1 3(٤-2)2x-1)

)=in آsر -)جlin ي= واو ٢2X-+-x٨2+-X ا2

..x-9
 جر المقدار فيx=9 المباشر التعويض كذلك،

X-3

٠٣-(٠ الدالة، نطاق فى ليستx و= "، يعطى

 إذن، ،٦0x-9 أي
( المرافق في )ضربنا

(x-9)x+3x-9 -! لا.ك-م!
(٤-٥)x+3)

[ -9)= lim X-X9ر 

=limx+3=,/9+3=6
X-9ر 
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S1n X ..
،lim= (ii ،
٢0

f()

 النهايتين أوجد(:2 مثال)
.sin x

(ilim=
Xx٨0

 وحساب مناسبة ل قيم باختيار
 الحل

X

0.01
-0.001

-0.0001
0

+0.0001

+0.001

+0.01

R() 5I ٤K
X

y= sin x/x
0.999983333
0.999999833

0.999999998

L
0.999999998

0.999999833

0.999983333

 للدالة جدول نكون

 ،0 من القريبة لقيم

 ر

 الجدول ولكن ز لألأ ا يعطيx=0 المباشر التعويض أن نلاحظ
0x-٨0 ٢

،x=0 )r من بالقرب  )م٣" لدالة تقريبية قيم يعطي أعلاه الموضح

 من مباشرة ويتضحX للزاوية الدائري التقدير هو أو حقيقي عددX حيث

 النهاية، قيمة تخمين يمكننا أنه الجدول
sin X

lim =1
x»0 K

٠٠•l0٠ ا (iR( =x )ع'5\0 للدالة جدول نكون ١ من بالقرب
X-1
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X

0.997
0.998
0.999

1
1.001
1.002
1.003

f(x)=logx/(x-1)
0.434947229
0.434729356
0.434511774

L
0.434077479
0.433860766
0.433644340

0.43408 < f(x)<0.43451 x<1.001> تكون0.999  لما أنه نجد

lim \)-0.4343 ،  بان التخمين ونستطيع

((0.43408+ 0.43451)/2)

 الكتاب هذا في بعد فيما وسنثبت =ا",ا0.4343 أن، أيضاً لاحظ
log١0 e

 أن،
l0g١٨ 1li٣=

»١ -1 loge

78



im) حساب عند f(x[نجعل فإننا Kمن تقترب aكانت فإذا كاف بقدر 
X-٨a

xمن أكبر aمن تقترب حتى منها ننقص وبدأنا a، نحسب أننا نقول 

 ونكتب ،X>a حيث اليمنى الجهة من النهاية

lim fs)
H»a

 حتى تزايدX وجعلنا ،X<a اليسرى، الجهة من النهاية حسبننا وإذا

 الصورة على النهاية فنكتبa من قريبة تصبح
lim I(»)

X}a

. بالطريقتينa منX اقتراب يوضح(41) وشكل

(41) شكل

 فترة في الأقل على معرفةf تكون أن يجب اليمين من النهاية ولحساب
 أن يجب اليسار من النهاية ولحساب حقيقي، عددc حيث(a,c) مفتوحة
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 يقرأxa الترميز.c حقيقي لعدد(a,c) فترة في معرفةf تكون

. a x من اليمين من تقترب ، ،xa يقرأ a X من اليسار من تقترب

1im)( للنهاية ويكون fكان إذا فقط وجود ، 

Li f»-١-1im /»
1 م-٥+

-٨a

!i/ /T٧١-٢
 ، كان إذا أما

lim (x)=L٠٨ lim f()=L
}

X}a
X-a

lim f(x) L النهاية فإن موجودة غير L و أو L ب من أي أ، = L  وكان
X>a

 موجودة غير تكون
 موجودة غير الأخيرة النهاية فيها تكون حالات يوضح الذي(42) شكل في كما

 يج،}
a X

limff»- , موجود غر lim#»=او limf(»=L,, limff»  موجودة غر
XXM

L #L

(42) شكل
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 أمكن ما وأوجدf بيان خطط ،

limn f() (  ب
X-٨4

.٨٣4) د(

(:3 مثال)

R»)= ٠I4  كانت إذا

)io  ا4

 يبإ٤٨٠

y=/٨4

(43) شكل

 الحل

(43) شكل في واضحgr(f) تخطيط

x-4>0 ، فإن x>4  كان إذا أ(

 عدد هيf(w)=,44 ثم ومن

 ثم ومن معرفةf(x) أن أي حقيقي،

limn٧٨-٩-٠4-٨-
x»4

 ليستf(x=)٠/٢-4 ثم ومن-4<0 فإن ،x<4 كانت إذا ب(
.(1im f()  موجودة )غير ، فإن وبالتالي حقيقياً عدداً

X»4

 فقترة على معرفة غيرf(٢) لآن موجودة غيرlim)+( وبذلك ج(

 من أكبر وأخرى4 من أقل حقيقية أعداد على تحتوي فترة أي ،4 تحتوي
.4

٨(4)44/٠=0 مباشرة الجبري التعبير من تحسبf(4) د(

81



lim f()(جب 
X»0 (x٨0 ف«م

(:4 مثال)
Xكانت إذا ء (=-f(x(خطط، gr(fوأوجد 

٠xا •

lim f(x) im ب1) f(») (  أ ، ذلك أمكن ما

(44) شكل

 الحل

(gr(fغير الدالة(44) شكل في موضح 
.0 x=0 حيث -f(0) عند معرفة

0 "

 اx-= فإن ،x<0 عندما أ(
X =-1، f(x)=

-X

lim fx)=- ١ إذن،
X٨0

Xf(x)-=1،/= ٢ فإن x>0  عندما ب(
X

lim f\x)=1

 أن ينتح ، متساويين عير اليسار من والنمية اليمين من النهاية ان ج(بما
X[Iim f()= limموجودة غير .

X0ر X٨0
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(:5) مثال
، f  الدالة بيان خطط

2+x ; x<2

٨»)=/0 : =2
3x4-4x : 8>2

//!"٠٠"//١/٨3٠٠ د١+

 الحل
(45) شكل في مخططgr(f) البيان

lim f()= 1im(2+x)=4(أ 
x٨2

x-2

"i"(3/-  -«ه-+از٩ ب(
(45) شكل

 متساويتان واليسرى اليمنى النهايتين أن نجد )ب( )أ(، من ج(

/i] أن وينتج 4(=4

 في دخل أي لها ليس ،f(2)=10 أي ،x=2 عند الدالة قيمة أن لاحظ

 النهاية. حساب
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2-1 تمارين

!i0(31»2ج) 
(4liml1

6

(2

(5

(8

3lim) أي-تماجزلإ X

 ت!0
2X +1

lim1إو 
٤--1 ٠٢+

«١ً/- 
 عر-فم

lim (9
»5 15-x

lim (-1) (7
X->m٤/6

2[lر 
X-3 ا٣ إ5.

 على للمساعدة الجبرية الاختصارات استعمل(24) إلى(11) من التمارين في

 موجو ا•٠٠ ء ا انحاد لنها دة دةا·كانت
2 2X -9

(12
X -x-12

(11lim lim
٢ ر3 x-3 ٢3 x+4x+1

H4-16
(14

 م٤2
(13lim 6 lim

h4 h-2 ٤1 2t +5t-7

lim
(x+٨)-x

(16
. (x+٨}2-2م 

(15
h lm h

h0 h٨0

2٦-4
(18

,+18
(١7lim lim

22 %-2z-8 X-2 x+2

lim
2x x-3+ 4ر6- (20 ٨lim+٤+3٢+3 و

X-33٢ م ٤-1 ٢

lim ٨٤-7 (22
r2 +2r-3

(21lim  و
49 X-49 ٢3 r +7٤+12
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2-5
lim (24

10z+25%-5ه 

 -م8
 منا -ير

x2 -4
(23

: وجدت إن الأتية النهايات أوجد(35-)(25) التمارين في

١im f() lim ج) f() ( lim ب f(») (
X>a }

X}a X}a

=fx .ر( +ا5 a=-5 (25(x-3)
=fx س(٢/٠-٩١ a=3 (26(x-3)

f(x)=٧/٤+8-x a=-8 (27
2f\)-و a =0 (28

X

f()-
 +مر1

a =8 (29
X-8

2f(x)=/7-3x-x 7
-=a و (30

3
٨»)= x+[] a=1.5 (31

٨(»)- x+[»] a=2 (32

٨  ر
a=1 ا_1+8 /٢ ر\-33) -1

2x-1-٥ م« -1 a =1 (34
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 من الموجود وأوجدf الدالة بيان استخدام(45) إلى(36) من التمارين في
 عندما:f(x) نهاية ، الآتية النهايات

، ٢-0، ٢-»0، ٢3، x3، x»3
X0

(37

(39

86

(36

(38



(41

(43

(40

(42

(45
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 إن الأتية النهايات وأوجدgr(f) إرسم(52) إلى(46) من التمارين في

. وجدت

lim f()  أ)
}aX}a

2 a@-ا-ج/-«،٣٣ ا ،٥ ا 
4-x,x>1

 ا<ا-"م/-«م -ا-،١٠٥(٩7
3-x,x>l
4x-2,x<1

lim f(x)  نا«"( ب)

(48, a=1,x=1f(x)={4
4-2x,>1

a=1  و49)

, a=1 (50

/١٠+١f)-
3-x ,x>1

=()f ا;إ٠٦١
,x=11

x<1,2م+ 
a=1 x=1f()=41, و51)

x+1,x>1م+ 
 شم4

,X<]
x-2

(52,=2a=2,-1,3 X عندما م٦)٠46 =

٣+3x+2  و
X>

٢+1
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 النهاية قيمة لإيجاد مناسب بجدو استعين(60) إلى(53) من التمارين في

: يلي ما وأثبت

lim(1n)53)2.72ا> 
X»0

lim (1+2x)< 403.4 (54
X»0

3-9
lim  ج9.89
x»2 X-2

 مX-0 ±ايب أو ،- "ا+او_ادر

2-2
lim  ج1.39
x٥1 X-1

lim/1لا= 
X-0م 

cos(m2)
im=-1571
1 X-]

tanx-2x .,
]i1=-
2 XC0SX
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X L عندما ،y من تقترب  للجملة دقيق معنى الآن نعطى سوف

 ، له رمزنا والذيa من تقترب
limy=L
X}a

. a L من قريبة لا قيم بجعل y من جدا قريبة تبقى أن  نرفع بأن

 تكون لأن يكفى صغير حقيقي موجب عدد هي€ كان فإذا

L- €<y<L+€

e-لز> yا 
 سماحية لهاy أن القول ثم، ومن.L عند€ سماحية لهاy أن نقول فإننا

L]<0.01 L يعني L. عند0.01 -y عن0.01 من أقل بعد على أن أي ا
، صغير موجب حقيقي عدد لنعتبر بالمثل a d عند  سماحية يعطي

x#aأي. xعند سماحية6 لها a، كان إذا 

x-5/<8>0 ا

 أي

a-6٥<<a+8 , =a
 ع

 ا،
 سماحية ل كان إذا بحيث0<8 عدد يوجد0<4 عدد لأي كان فإذا

 ، فإنL عندe سماحية لها يكونy فإن

 اi جإ4
 تكون(0.999,1001) الفترة في قيم لجميع كان إذا ، المفهوم ولتقريب

y x ،و1 عند0.001 سماحية لها y أي(2.9998,3.0002) الفترة في
 أن مقول فإننا3 عند0.0002 سماحية لها

liب٠- 
(2-1) البند في الجدول باستعمال النهاية قيمة نخمن كنا كما
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lim فإن وثم y=Lلكل أنه يعنى e>0، كان إذا بحيث&>0 يوجد 
X}a

x-a/<8>فان0 ا y- L<eا 

 النهاية تعريف
 عند أحيانا ماعدا ،a على تحتوي مفتوحة فترة على معرفةy كانت "إذا

aوكان ، نفسها Lالجملة فإن. حقيقي عدد ، 
lim f(xkL

X>a

-x <ا6 كان إذا بحيث8>0 يوجد ،e>0 لكل أنه تعنى a>/0فإن 

f()-I/<eا 
-x&</ المتباينة وتسمى a>والمتباينة€<-)8 السماحية ،0 ا f(x،ا 

.€ السماحية

: النحو على المطلقة القيم استعمال بدون المتباينتين كتابة ويمكن

a-6<x<a+6 , xa8 للسماحية

e >Le للسماحية f(x)<L+ e

 تعريف صياغة يمكننا كما. أعداد خطى على المتباينتان يمثل(46) وشكل

: يلي كما أخرى بطريقة السابق النهاية

"Lim f(x)-Lلكل أنه تعنى e>0، في تقع إذا بحيث8>0 يوجد 
X}a

"(L e,L+e) f(x) الفترة في تقع =x فإن a ،(a-8,a+8)  الفترة
 وحيدة. النهاية هذه فإن ،a منX تقترب عندما نهايةf(x) للدالة كان وإذا
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0 </x- a/<6
 سماحية )أ(

a-8 X

 ى€

L+e

(٤)
L- €

L<e(-٨\fا 
y ( سماحية ب(

 د ز8 م+8 ن

 م

:

(46) شكل

 أن للنهاية الرسمي التعريف باستعمال أثبت(:6 مثال)
lim=(3x-5)-7

X٨4
 الحل

،L=7 أن نفرض a=4، (x)-3x-5أثبات ونحاول 

0 </x-4/<8 ، كان إذا بحيث&>0 ايجاد يمكن e>0  عدد لأي أنه

: التالي النحو على ، (ا5-3-)e>7 فأن

3x-5)-7<eا) 
3x-12<eا 
x-4)<e)3ا 
3x-4<e

€>x-43 ا
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3-٠ ء ، على نحصل8-< باختيار إذن

x-4<5>0 ا
€>x-4>0 ا 3

0 <3x-4<e
0 </3x-12/<e

0 <(3x-5)-7<e
 البرهان. وأكملت المطلوب تحقق المتكافئة المتباينات هذه

(:7 مثال)

 ز!=»'٥ أن اقبيت
 الحل

، e>0  أن نفرض
a3<eا- 

ax+ a]<eا a)(x-ا٤) 
e"ا> x"+ax+ a/ا a-ا٤ 

€٠>/X-aا 
 ا٣+ax+a3 ا
0 ا<x-a ا ٩-<€ a

€ ء
 يكون ،6 م= بأخذ ،e>0 لكل

a
0 </x-a8>ا 
l «'=a  ف
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 للحل أخرى طريقة

 و ،a>0 الحالة لنفرض

(=L= a f(xأي ثم ومن 
e>06>0 نجد أن علينا

 الفترة فيx إذا" بحيث

(a-8,a+8)
 الفترة فيx فإنx#a و

(ea+ e)م- 

a"-١٧٥١٩=
a+8a-&

(47) شكل

=y± الأفقيان الخطان رسمنا (،47) شكل بفحص aبيان يقطعان اللذان 

y= x  المعادلة

 النقطة و/,'. ، 3و( ي هما ،x الأفقيان، إحداثياتهما نقطتين في

(xx)كانت إذا الأفقيين الخطين هذين بين المنحنى على xالفترة في تقع 

'(٧اما-ء, سموحة)ء'٥ه
 ، من كل من أصغر موجب عدد8 اخترنا ما إذا

aبقاء م و"م ،ج +و -ج a'-=>0في هو ،كما 
 النقطة تكون ،a عند8 سماحيةX ل يكون عندما إذن.(47) الشكل

(xn)الأفقيين الخطين بين واقعة y= a'±e، ر3 للدالة يكون أي 

. a"  عند€ سماحية

،(a-8,a+8) X الفترة في  كان "إذا أنه يثبت الهندسي البحث هذا

x= aفإن "xالفترة)+' في a"-e, a")الفحص نفس تكرار ويمكن 

a <0 ،"a= عندما lim المطلوب ثبت وبذلك
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 أن التعريف باستخدام اثبت(:8 مثال)
 ر1-2

=2lim
٢-]w1

 الحل

٣-1 ٠٠a=1،L=2، f(x)-  نأخذ
X-1

f(»)-L<e , e>0ا 

 جب
e>/2- -3ر1

x-1

2x+1-م 
 ا ع<

X-1

e> 0

2(-1)
Cا> 

x-1

x-1<eا 
e بأخذ إذن ، e>0&=يكون 

e0</x-1/<5/>2)»(-ا٨ 
 لذن

lim=2 -3ر1
x-»1 X 1
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2-2 تمارين

 الرسم. باستعمال أو صحيحة الآتية النهايات أن الرسمي التعريف باستعمال اثبت

(1lim=2
x-2
lim(-3x)=-15 (2
٢5

lim(2x+3)=5 (3
Xl

Lim(5x-3)-7 (4
x-2

lim4=4 (5
٢5

lim c=c c حقيقيتان ،a  لكل(6
X}a

.c ،b ، a +ax)i١] الحقيقة الأعداد لكل b)=ae+8 (7
XC

a >0 ، a حقيقية ، لكل

a >0 ، a حقيقية ، لكل

lim ٣= a2 (8
X}a

lim x= a (9
X}a

a>0 ، a حقيقية ، لكل limx= aه (10
X}a

a>0 ، a حقيقية  ,د(im1١ لكل ،1
X>a

a<0 ، a حقيقية  لكل11 ،9 ،8 التمارين كرر(12
 الآتية النهايات أن لإثبات(7) مثال في المستعملة الرسم طريقة استعمل(13

1
lim x-1 ، 1im
-»1 x٨1 X 1

. موجودة غير
٢+11 •imصنا ، ا ، 

٤ ر1 X-+X١0 X
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 النهابات ايجاد أساليب:3-2 بند
 هدف فإن وذلك التعريف. باستخدام نهاية أي لتحقيق المجهد لمن إنه

 بأبسط لنبدأ النهايات. مسائل لتبسيط تستخدم مبرهنات تقديم هو البند هذا
 أن نجدf(x)=c وهي الدوال

 اf( -=ا-)٥ =ا0
c أن وحيث f(x) نهايتها e>0 أن ينتج e> لكل0

. a X حقيق عدد أي من  اقتربت كلما

lim I()= lim c=c (1)
X}a }a

 أن، إثبات يمكن وبالمثل. نفسه الثابت المقدار هي ثابت مقدار نهاية أن أي
limx=a (2)
X}a

 البند هذا في مبرهنة أول تعتبران(2) ،(1) المعادلتان
 فمثلا

lim 7=7 lim8=8

«٠ ، iد-م 
x5x»/2

 ومركبة، معقدة نهايات لإيجاد تستخدم أنها سنرى بساطتها على المبرهنة وهذه
: الآتية المبرهنات باستعمال
 مبرهنة:

lim كان إذا g(x)=M ، lim fTx)=Lفإن ، موجودتان 
X}a X}a

1im[ f(٢)+ g(»)]=L+ M (3)
X}a

)(s)]=L)41wlبز]٤[ 
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٨(x) L
lim٠ =  و امنه«
him[crTr)]= cL,
X-}a

,M ( ة0(5

(c  عدد أي6)

1imn[(»)- g(٢)]-L-M (7)
X2

 النحو على7 إلى-3 من المعادلات تذكر نستطيع أننا أي
 النهايات مجموع= المجموع نهاية(3
. النهايتين ضرب حاصل= دالتين ضرب حاصل نهاية(4
. المقام انعدان عدم بشرط النهايتين قسمة خارج= القسمة خارج نهاية(5
. الثابت المقدار في الدالة نهاية= ثابت مقدار في دالة مضروب نهاية(6
. النهايتين فرق هو الفرق (نهاية7

(:1 نتيجة)

[im(a8+ b)=ae+8 (8)

 ، لأن

!&tبو!-٣° (ash!ز) 
= alimX+b

X->C

= ac-+b
(:2 نتيجة)

n

 ا/إ!٨-"«٧/ وز! ء»6١
 ، لأن

 او//]٨٧" ارز]-4«٨«••
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= Lim f(»)1im f(٢).......
X>a X}a

 ا-٩٣.
- r

lim

 ابب٤ م أد«. ،

(:9) مثال
 الآتية النهايات أوجد

3x+4
lim٤2 إي٦ X-

!i1+33)ب '
 الحل

X-١4 ١o4(+2٩ اد!)3 -د٨
[11--٦ ٢-='، =
٨٥5+7 1im(5x+7) 5(2)+7 17

 إ+ ء-":ي±ا
 (بز/3٢+١ رلإ/-أ١٩٩٠ ا١/-(٥٥٥

Li(s33+}2-3(+2)-5(-33+,3+ر 
X-٨-2

=40+12+33=5

 مبرهنة:
 فإن حقيقي عددa ، حدود كثيرf كانت إذا(1

lim f(x)= f(a) (10)
»a
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 فإن حقيقي عددa ، قياسية دالة و كان إذا(2

li ٩(s)=٩(a) (١)
 البرهان:

 كان إذا

R(»)= b,٣" +b,_ ٣ .+ا-"٠ ر
Lim fT)- 1i(6, +٣ ا" L im +/ا"ن٠٠+١,,m(6 ن b
X>a X}a X}a X}a

 ':عراة-٨ «-ا"بيب
= b,a" +b,م a"-ا٠٠+. b
- f(a)

(hx)( ، نفرض(2) فقرة ولبرهان ، fحدود كثيري ، 
f()-٩0٧ ا

X

Mimn /\) ( ج
aXa ١ ن(»sl ;م- أ,ا،- =أوز٩4)
a1 X٤»a

X>a

 ، مبرهنات من يلي ما برهان للطالب ونترك
n لأجل ، a>0صحيح حقيقي عدد 

n أو ، a<0فردي حقيقي عدد 
n nlim x a (12)

X}a

n لأجل ، mموجبة، صحيحة أعداد 
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1im (٣"= ""ج(3
X}a

 ، موجب حقيقي عددr لأجل

lim x =a-' (14)
X>a

(5) 'ئ!٠70".

•٠٠٤٠٣٥٦٦١ ن١"٠

.a x على تحتوي مفتوحة فترة في >f(x)<h(x) لكل g()  لدينا كان إذا

 وكان
lim f(x)=L= lim g()
X>a

lim h(x)=L
٢-a

X}a

 فإن

a=4 كانت فإذا ، a<h<bb=4،
. h=4 h<4> أي4  أن فلابد

(:10) مثال

 أن لإثبات السندوتش مبرهنة استخدم
1. ١ ر -أم؟٧

X٨0

 الحل
-١ ا=أز».1

، x'  في الضرب نستطيع=0 أن بما
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1. +s(»م٣ أ+ 
X

x»0  لما النهاية بأخذ
1  أب تاء[» <أن "#بنا

٨-0X٨0)X-0ر )

1. 0<١ ن٠إ٣ هi <[ي0
Xx-٨0

 ، إذن
. 1 ١١X»0 -أن\«ه؟0

(:11) مثال

 'رس٠١١ م-٠ه

,2w،:
(ii

(iv

 ، النهايات أوجد

 امم3,7+3
[in

l6_٠ ق٨
X

(i

!\١+٠٤-5) (i
 الحل

2

i)3 5..وx 83+38 446d2+3شم 
]11٦- د=+

«8 ٨l6  ر26
X

4-،٢a- ٥+٥a-٠5-تي٧5٢-»و" 
 +اابنا٠١-٥+\-/٠٥ -/٥-١

(ii

(iii

.٨-2 نطاق في تقع2 لأن
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i1]٠أ-١٢-٤
x0 X

 ، النهاية أوجد

(12) مثال

 الحل
1-1 0 .٠٤٠٠ •:٠  معرفة غير قيمةf/0-)= ان واضح

00
 تصبح البسط مرافق في والمقام البسط ضربنا إذا ولكن

{,'٨٨٠٨-4٠-٤-٠-٠ ٢-إ/٠إ٨

١٢1+x+1-x
(1+x)-(١-)٠-,مإ٠-
im ييم f()=Iinلا 

X-0X +X- -XX-0

 وتصبح والمقام البسط منX تحذف إذنx=0 أن بما
2

Mim f»)=liي في 
X-٨0 -٤ ٨0 +X- K

22
 -ح ح أ

١٠5-١-١٥+١

(:11) مثال

 موجودة كانت إذا ، النهايات مبرهنات باستخدام الآتية النهاية أوجد

11

 ًيًم ا-و،
 الحل

 أ-» أن-,وإيي،
103



0 )م/-)م-(١-٠٣0
 ، الجبرية الاختصارات بعض وبإجراء معرفة، غيرf(0) أن أي

m-/إ-\/٤٦\ )،
٠١٨6

 ، المرافق في ضرب

(١-٠1+٨)١+٠١+٨1

٠١٨+ذ٠1١٨+1
١١(-٠١+٨)

-٨('٠1+٨١1+٨)
1-h1

h h+1+h+ ا/
lim fTh)=Limيج'

x0 x»01-+h+1+ h
-1 1

 +0ا0+1

 د،،،،•
2

 اليسرى أو اليمنى النهاية إيجاد عند
f(x) a نجد قد f عند  لدالة

 حدود. بلا متناقصة أو حدود بلا متزايدة

 الدالة نعتبر دعنا ذلك ولتصور
Xf(x)-

X-1
(48) شكل
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X
 نلاm م_­

٤-»1

 ، أن تبيان ويمكننا(48) شكل في موضح

 موجودة غير

gr(T)

X

 الدالة قيم بعض يوضح الآتي والجدول

• x=l  من بالقرب
1.03/1.02ً/ o1.1ً0.97 /0.98ً /0.9ً و [1ً أ

fx)34.3/51101١?/99١-/49/-32.3-ا 

 بدون تتزايدf(x)،x ا= نحو اليمين من٤ اقتربت كلما أنه نجد
X f(x) باختيار الرغبة حسب كبيرة  نجعل أن نستطيع أننا بمعنى حدود

 تكون حيثx-1.00001 مثل ،1 من أكبر ولكنها الكاف بالحد1 من قريية

f(1.00001)=  ، فنقول ،1.00001
Xlim=o

٨٥١+٠ 1
X ء x كلما0  "[ر أو

 نستعمله اصطلاحى رمز هو وإنما حقيقي، عد يمق لا مائياية(a الرمز

 ا إلى٢ اقتربت كلما نقول قد أننا من الرغم على ثم و الدالة. سلوك لتبيان

(. إلى تؤول )أوa من, اقتربت اليمين، من

Limn[) ، أن نعنى لا أننا إلا '[x/(x-1موجودة .
x٨1

 دلالة ليعطى مشابه بأسلوب فلنستعمل مالانهاية( )ناقص(o) الرمز أما

( جداً كبيرة سالبة قيمة )تأخذ حدود بدون تتناقصf(x) أن على

=x عندما فمثلاً  أن، نقول لذلك(0.9999-)9999 ،0.9999
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x
lim=­
»»١- X٠1

-X-X ء o« [م كلما  او

 اختيارية لدالة(49) شكل في الموضحة الجانبين من النهايةً اين لنعتبر

X
 أ

(49) شكل

Vertical) X=a تقاربية رأسية خطوط ،x=b f. الخطان نسمى
x-b ،o f(x) من تقترب f. لأجل أنه لاحظ Asymptotes) للدالة

x»a ،-o f(x) من تقترب  ولأجل والأيسر. الأيمن الجانبين كلا من
 والأيسر. الأيمن الجانبين كلا من

،-o a الآخر الجانب ومن f(x) هي الجانبين أحد من  نهاية كانت إذا

 موجودة. غيرlim )آ/ أن نقول (،48) شكل في كما

(:12) مثال

٠7·  موجودة كانت إذا ،lim ي اوجد
»4(x-4)
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=(x الحل
 ،4 من قريبةX كانت إذا

،2 x=4، فإن (x-4)موجب 
.0 من وقريب

،(x-4)  فمقلوب ثم، من
 فى ومتتاهي موجب ،1

(%x-4)د٧ 

 حقيقي عدد يوجد لا. الكبر

 النهاية4 من تقتربx لما محددة7 أو ا للمقدار نهاية أي
(٤-4)%(٧-4)%

 على نريد كما كبيرة أً نجعل أن نستطيع لأننا موجودة، غير إذن
(٨-4٣"

٠٠٠٠٠٠٦٠٠١.٤١٠٠٠٠٠7  بدون تتزايد أن وبما.4 من الكافي بالقدر قريبة اختيار حسب
(٧-4)

 نكتب ، حدود
7

-(li; ٦X٨4 ٢-4

 هوx=4 الخط.(50) شكل في موضحf()'_ الدالة بيان
(٧-4)%

. f  للدالة رأسي تقاربي خط

(:13) مثال

 الآتية النهايات من موجود هو ما أوجد
1
li لا ، -٨٨2 م جم ترو -2

1
،

lim [; "x٥2 ترز x-2

1
lin; x2 إ تزر X-2
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1f()=
(»-2)

(51) شكل

 الحل
 النهاية الثلاث، الحالات جميع في

 إلى يؤول المقام لأن موجودة غير

.2 إلى تؤولX عندما صفر

 غير قيمة إلى الكسر يؤول وبالتالي

 محدودة.

0 من قريبة٢-2 <،2 ،2 من قريبةx عندما(1
1lim  -=م وسالب

(x-2)در- 
x>2 من قريبة عندما(2 0 من قريبة-2 ،2،

1limم =o  وسالب
٨٨3+ (x-2)

 استنتاج، نستطيع -،o والأخرىo أحدهما جانب كل من النهايتين لأن(3
1lin,,,  «-ق موجودة عر

x2 X-2
٠1  د-(2) هوX=2 والخط(.51) شكل في مرسومy= المعادلة بيان

. راسي تقاربي خط

 ا تصبح عندماL عدد من قيمتها تقترب الدوال من قطاع الآن نناقش
. جدا كبيرة

(52) شكل في بيانها والموضحf( )م213 ، الدالة لنعتبر

 الصورة على الدالة ولنكب
3f(x)=2+
X
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f()  جعل الممكن من أنه واضح

X  باختيار كاف بقدر2 من قريبة

 ، فنكتب الكافي بالقدر كبيرة
3  اوبر2،3 -أ2
X-0

(52) شكل

،0 ، X o عن التعويض يمكن لا وأنه حقيقي عدد ليست  أن دائما وتذكر

 جعلنا فإذا. جداً كبير عدد أنها أو حدود بدون تتزايد بأنهاK في نفكر نحن
 فإن الكبر في متناهية سالبة قيمة تأخذ جعلناها أي ، حدود بدون تتناقص

(f(x2 إلى أخرى مرة تؤول.

+ ='}رو2 فقا
. حدود بدونK تزداد عندما للنهاية دقيقا تعريفا الآن ونصيغ

1 تعريف
 عددL حقيقي، عدد (،c,o) لانهائية فترة في معرفةf كانت إذا

 فان. حقيقي
lim fTx)=L
X-0

 فإن ،x>M كان إذا بحيثM>0 عدد يوجد ،e>0 لكل أنه تعنى

f()-L<eا 
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2 تعريف
c) لانهائية فترة في معرفةf كانت إذا ،(-o,cحقيقي، عدد Lعدد 

 فإن حقيقي.
lim T(x)=L
K-0م- 

 فإن ،x<N كان إذا بحيثN<0 عدد يوجد ،e>0 لكل أنه تعنى

L<e(-٢)fا 

 ، النهايات من النوع هذا في نستعملها التي الهامة النتائج ومن

1)lim c ٥=c . حقيقي قياسي عدد أي،
Xم- -o

(2c

!٤-"، kحقيقي قياسي عدد أي .

٠.k- , ٠. . دائما معرفةX' وبشرط

(:14) مثال

، 2x-1+4 م
lim  و اوجد
»2x +3x2

 الحل

4x+2x-1
]i1 =

3x+2+2 4م»

 على نحصل ،x ، أس أعلى وات والمقام البسط بقسمة

 ;ا( أخ
-«٤+ ;/ا .ة٩ أ

٨ تم

_4+0-0 2
2+0+0

٤ ...١٠٠٠٠٤4x+2٤-1 ٠f= y=2 الدالة لبيان أفقي تقارب خط هو  أن وينتج
2x +3x+2
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(:15) مثال

 ، النهايتين أوجد

2,-5 .
lim (I
+a 3x+x+2-٠ا٠ lim  ي ن(

-+٦-3٢-»-o

 الحل

(i
5

°;
3 ا2

٢٢ ٨٣2 ,3

2-0' 2
(- سح د

0" +0" +0" 0

2,-5
limو = limxa 3x-+X١2

(iiا-٠5٠٠ا 
]in
+٥ x+x+3

7,-٩-7
٣.= [1--

٤«٢+٢+3

1 بجي. » ا.ر3
XX،اس:. 

1+0"+١٥
. الدالة لبيان أفقي تقاربي خط هوy=2 الخط
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(3) تعريف
 فإننا ،a عند أحيانا ماعدا ،a تحتوى مفتوحة فترة في معرفةf كانت إذا

 كتبنا لو
lim f(x)=  ه
X}a

-x كان إذا بحيث8>0 عدد يوجد ،M>0 لكل أنه تعنى a/<6>فإن ،0 ا 

f(x)> M
 يلي: كما ، التعريف هذا عناصر يوضح(53) وشكل

 في كماy=M أفقي خط أي خذ

(.53) الشكل

lim=)( كان إذا f، كلما فانه 
X-} a

 مناسبة فترة فيx كانت

(x=a ،(a-8,a+6، نقط تكون 
 الخط فوق واقعةf يبين الذي المنحنى

 الأفقي.

M >0  باستبدال التعريف تغيير ويمكن

f(x)<N f(x)>M ب N<0 و  ب
lin f(x)=-  تعريف على لنحصل

(53) شكل

X}a

(N=٨ أفقي خط أي اتخذنا فإذا y،)فإن سالبة (gr(fهذا أسفل يقع 
. x#a ، (a-8,a-+8) x مناسبة فترة في  كانت كلما الخط
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(:16) مثال

: الآتية النهايات أوجد

2»+3"-5
lim ٠٤١أ ,٤،

-2٤٥ 4+3
2+3-5
4+3l2lim

K-0م- 

 الحل
2"+3-5
4+312= [im

3

33 د /:ا٠٢

• أ;ر ٢ 331

X-0م 

2"+3-5
lim,٢أ,,
٤٥ 4+3 -2

= 1im
X-0م 

،3 -'/;ا أن بما lim
X-0م 

 جز!3-٥

 لذن
0+1-01
0+3-03

2"43-5
lim٢٤٥أ٤ 4+3 -2

X--o  النهاية لإيجاد

11 5
2' 3'

13
4أ إ

3' 2'
2' في والمقام البسط بضرب

to ،-t  ب٤ استبدال يمكننا

= lim
t 0

2+3-5
4 +31lim

K-0م- 
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3 -إ;٠٠
1 9 t= 1 2

c 4x2'+3 -13

t1-5x2
=lim ،t4x2-1

2' على بالقسمة
t  م0

 ا ي
2'= lim ١t-o 4

2'
0-5 5
4-0 4

 أخر حل

2»+35 2+3-5
lim = ,,رإ lim » ،ا
٤«٥ 4+3 -2 ٢٥ 4+3x3 -2

a>1 ، lim a=0  القاعدة باستعمال
K-0م- 

50+0-5-  إ١ه أ\، ح ح

3x0-0  النهاد+4
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2-3 تمارين

١· لتعر داستعما دف ل لمبر هنات. · و.. ول.. ياو..٠ و أحدا لنها ·استعما دد حدت ا· الآتية بات ل

lim (6٤-2٣" (2 lim 6 (١
x1/2 x3

2
x/9- 4) شع

X -x-2
(3lim lim (٤-2)2x-3 x-2

1im (3»-2x+) (6 lim 3 (5
X-2 6

١iM (#-s+3/ 2x-3شر- 
(8 (7lim

٢-2 +4ع5x+6 ر5'

1iM (5x-9r8) (10 lim x (9
X»4 X-)4

Lim +م8 v3k2 +43k+2 (2 (11lim ٨
k»2 ٤-2 ٤-16

١im (++3)4- ٤) lim (13
»2 ٢ ر3

Iim v(3v-4)9- ) (6 x-16
(15lim x

٧ م3 x16 ٤-4

lim (3t+4\7t+9) (18 lim 3x-4 (17
t3ر X»4

7x+10-ر 
(20

(1/»)-(/2)
(19lim lim ر64-0 x-2x-2 x-2

lim (t-3.1416) (22 lim (-4x+2) (21
٤-٤ X-2

١ 3 3 (24 ٣+3  و23)

Hm ، د، h١0 ر١2,2 + lm. (١)-/٠(/3)X--3 ٢-+
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lim x 26) د11
x-5

(25lim
٢٨ 2 7 x»-2 4x+3

٤2 1
(28 lim /x+x1 6 (27]im-

٤»1 ٢-1 ٢-l ٤»] X

6x-1
(30

2x-1
(29lim lim

»4 2x-9 x4 3x-1
16 ر2

(32
2x+,2

(31lim 4/3 lim
4 x+5٢-8 4-٢ Xl6

24x-6x-3
(34 lim (-2x+5) (33lim 2

٨»4 16x +8x-7 X>]

x-2+م im /x-5x-4 36lim) ا35) Xl -فم١ X)4

2,-3
(38 1im (3x-1) (37lim»1/2 6x4-7x+2 X-2

3

•
2+5x-3x

(40 lim ٨-4x+1 (39lim 2
,3 X-] X-2ر- 

x-2
(42 • ،100lim (3-8) (41lim

+2 x-8 ٢ ر3

4-/16+ x 5 X-٦٤:lim (44
X-٦٤

(43lim
X-0م X ٢-m X-+TT

x+10
(46

(٣-3}
(45iim lim د x-3٤١٥- (x+10) 3'
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4  -ر16
lim

1+/2x-10
(48 lim (47

x+3 X-+4x5' ٢ ر-4"

lim
/3+ x-/3-x

(50
x-/2x-1

(49lim ٨
X-0م X »1 x-/3x-2

lim
 +م(1-)1

(52 lim
2x+/x-2

(51
٨3-4X-0م X x2

٠ ا٧+1 (54 lim  ]-ا٠[
(53lmm

x»0 l-+ x1.5 X-
n n

1 3 3 ) -٤-ا٠2 55X-a
(56lim 1m 2

X}a X-a ٨»1 x-3x+2
3x2-6+1

(58
3' 21

(57lim
X-+1 lim  فم ج

Xl X٨2 X-

5x33x+7
(60

9-4
(59lim lim , »»» 2+x+3 +0 3 -2

4-7x
(62 3 3٣limlim+2٨-7 ر

3x+2٨ ه ٢٥ 6x+2ر 
5x-3+43 ع

(64 . (34-+4l ٤lim-١) وج( , +9 lm (2x+7)(x+ X-c ا(2

2x +2
(66

- x +3x
(65lim X-1 lim 2,-11K-0م- X-c

3
4x-3

(68
6+2x%

lim lim (67
٤ ر/1+4 (2x(x+7ا٥- 

X-+C0SX
(70 lim sinx (69lim x+2Xم c X-c
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. موجودة كانت إذا الآتية النهايات كل أوجد

lim f(x)(ج lim f(x) lim ب) f()  أ)
X}a }

X>a X}a

3
٨T»} ; ,/١ر a=1(72 N»)=5-٢: a=5 (71
٨(»)-,3 ;a-8(74 T»)- , 8قر a-2(73

 النهايتين وأوجد

 بالإ"
f n بيان ارسم. صحيح عدد  كانت إذا

 إن!1
f\»)-(-1/" n<x<n+1 و (75
f(x)- n n+1>٢>n و (76

X = و nf()= (77
0 و X# n

٨ ا-«0 1
n= و

X# n
(78

 و

٨»)--[w] (80 ٨(»)-[x] (79

R(»)=[x]-٢ (82 IT»)--[w] (81

(83486) المعطاة النهاية لتحقيق سندويتش مبرهنة استعمل

،.x . ا2  يسلا ٠٢:مي٣٩ إ ا-إ٨ ه
٦٢0+"4 ر٢7+4«0

 إمنا"+si =ا',0»١86 إنs =إ'0»85
X٨0/xx0

lin »I(٤)-0 c. أن اثبت > حقيقي لعدد0 f(x)<c  كانت إذا(87
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 ، يأتي ما سبب اذكر(88

.٠11 ء  إان] أ»، ]ء[} أ،إ] أ{«إت]
X00٢ رXX0

11
١ «ز اأ'اب=أ«ا}]١ «م(

X٨0٤0X0٢ ر

lim 0=(x) ي im و f()=L=0  كان إذا(89
X}a }8

n[)«( أن اتيت [4(8)/'e[موجودة غير ن .

,٨(٤)
lim = ,ز M M بحيث ( عدد وجود افرض: إرشاد
٧a g'X

٢(»lg(») ,
1im I()=1im  أن أن واعتبر

g'X٢a٢»a

 النهايتين أوجد(90

 ر(ما ا«-٨+ ،١i(٠s+ا)«-
٢Xc م0

 ، أوجد(91

4-3l +5
lim -رر,

٢«٠ 2 +12

 أو-a،o شكل على الآتية النهايات أوجد(99) إلى(92) من التمارين في

DNEكلمة )اختصار Does not existموجودة(. غير وتعني 

Iim (x) lim أ) f()(ب lim f()(ج 
X}a }

X}a X}a

٨)«٩٠a-2 (93
2-x
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-4 3f(x)-, a=-- (95
7x+3 7

2R(»)=ة ,a=-1(97
x-2-4ر 

R»)- a=-1(99, -ا
(w+1)%

٨-)« م.5(94
(2x+5)' 5

3,2 9
f(x)- -a و (96

(2x-9} 2
f(»)-ا .,a=3(98

«(x-3)%

 ارسم المعطاة، الشروط تحققf الدالة(103) إلى(100) من التمارين في
. أفقي تقارب خط أي يقطع لا بيانها أن مفترضاً ،f للدالة الممكن الشكل

(100lim f(x)=١،lim fTx)=1
X-0 K}-0

lim f(x)= lim ه fx)=- ،
3 ٢-3

lim I(x)=-1 lim f(x)=-1
X-0 K-0م- 

lim f(x)=- lim f(x)=٥ ،
٨2 ٤٨2

lim f(x)=2 lim f(x)--2
X-0 Kم- -o

lim f(x)= lim f(x)=o ،
3 x83

lim f(x)=- lim f()=o ،
٤-»1 x-1ر '
lim f(r)=3 lim f(x)=3
X-0 K}-0

lim f(x)= ، lim f(x)=o ،
٨1' -٢ ٨1

lim f(x)= ، lim I(x)=- ،
-2' ٢ -ر-2

(101

(102

(103
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(104

(106

(108

(112

. والأفقية الرأسية التقاربية الخطوط أوجد(117) إلى(104) التمارين في
2,2١ f(x)=م f(105)٢-) و

X-4+X-6x
2

(0٨٦»-5,»-} 4-x16-

3x2 )ب (o9 N+-K+3٨ )ر٢ { أ]

5x 3xتيي. ٠-++. -شم_ 
٨ س -6ا}& د(٨٠-٣٠4 [} x-4 -ر16

»0 ي-3-ي-»s ,ا«»! د» x-12x +3x-5

«««,_/4CاI (  -الألأ أ -.ا,»٤ ق+

4-1 و١ال٤-1)٤+2)
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Continuous functions  المستمرة الدوال4-2 بند

 أو كسور من بيانها يخلو التي الدالة هي المتصلة أو المستمرة الدالة
 به ليس متصل منحنى عن عبارة فبيانها ، رأسية تقارب خطوط أو فجوات

(54) شكل في الموضح مثل تقطعات أى

-,
X

 مستمرة دالة

(54) شكل

 مستمرة غير لدالة بيانات فهي(55) شكل في الموضحة الدالة بيانات أما
. =c ( عند متصلة( غير

 ز3..
 )ج(

f=و";٢ ا 

 ي١ )د(
(55) شكل
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 إلا معرفةf() )ب((55) شكل وفي معرفة غيرf\c) )ً((55) شكل ففي

Iim) أن f(r)+ f(e(55) شكل في أما)( فإن )ج(lim fغير 
X>C X>C

 أن إلى بالإضافة معرفة غيرf() )د((55) شكل في وأخيراً موجودة

f (fx حققت إذا الأنواع هذه من يكون لن lim وبيان f(x)=o
X>C

 الآتي التعريف في نذكرها شروط ثلاثة
 الأتية. الثلاثة الشروط تحققت إذاc عدد عند مستمرة تكونf "دالة تعريف:

1im) )ب( معرفة. تكونc)f) )أ( f(xموجودة .
X}C

"lim f(x)- f() ( ج)
X>C

 النحو: على كتابتها ممكنc عند الدالة استمرارية شروط أن أى

lim f(x)= 1im f(x)= f(o)=  معرفة قيمة
X-٢٥ ر٥"

 كانت إذا لان ،c عند مستمرةf أن لإيضاح يكفى )ج( فالشرط

lim f(x) ٥) أن يعنى فهي١٨)f النهاية وان معرفة لابد fT»)- re)
٢-C Cم 

 أوتوماتيكيا. يتحققان )ب( ، )أ( والشرطان. موجودة

 ،)ب، )أ(55) شكل في الموضحانc عند الاستمرار عدم على ويطلق

removable للإزالة قابل استمرار عده discontinuityالممكن من لأنه 

. مناسبة بقيمة الدالة بتعريف الاستمرار عدم إزالة

.jump discontinuity  استمرارية عدم قفزة فتسمى )ج((55) شكل في أما

 الجانبين منc إلىX تؤول عندما- أو ه إلى تؤولf(x) كان إذا

» برر:ييا، عر ن=ية #»ء ريم:
. التوضيح سبيل على استمراريتها ونناقض الدوال بعض نذكر يلي فيما
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 بيانها الدالة

f(r)-2x

2 { ح2-٨٨ ٠)+٢

X-1

 استمراريتها
، C  قيمة لكل

lim f(x)-2٥-٨(٥)
XC

 مستمرة الدالة

(56 شكل)

(57 شكل)

 نجد ،c[= عند
lim f()-lim f(»)=3

٨ رx1 ر1'
 استمرارية ،عدم لها الدالة إذن

 ، عرفنا إذا للإزالة قابلة

R1)=3

4x=2شر- 
f)- 2(x-2)0x=2

1
(58 شكل)

٨ ا)«
X

(59 شكل)

٨ ­ر« x

(60 شكل)

 ،نجدc=2 عند
٧/١٦- /i  -ي٥

RT2)-1
 عدمC=2 عند يوجد..

 للإزالة قابلة استمرارية
1 من بدلاf(2)=2 لوعرفنا،

c=0  عند

()fبطريقة لانهائي يكون ا 
0 من اقتربت كلما اختيارية

 استمرارية عدم لها( عند الدالة
. لانهائية

c=0  عند
lim f(x)=1,lim f(»)=1

-0-٢ ر0
 متساويتان. غير النهايتان

 استمرار عدم قفزة يوجد إذن
(2= القفزة )مقدارc=0 عند
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 مبرهنة:
c f حقيقي عدد لكل مستمرة دالة هو " الحدود (كثيرة1

.٠f ,- ،g حدود لكثيريq قسمة خارج(2 fأي، =qعند مستمرة دالة هو 
8

" (يc)=o الشرط يحقق الذي ماعداc حقيقي عدد كل

f ،c إذا لأن منطقي والبرهان lim حدود كثير f(x)= f( ٥) فان حقيقي، عدد
X>C

'1im I()= ٥(e) c ويكون ك نطاق في g(c)+0، فان  كان وإذا
٤٢-c

.c  عند مستمرة و أي

(1) مثال

(61) شكل

f()=/x+/x-I ،  كانت إذا
.٥ حقيقي عدد أي عند مستمرةf(x) أن أثبت

 الحل:

(61) الشكل في موضحf بيان

 فإن٢<0 كانت إذا

f(x)=-٤-(x-1)
=-2x+1

 فإنx>1>0 كانت وإذا
f(x)=٨(-٤-١)

=1
 فإنx>1 كانت وإذا

f(x)=٢+x-1
=2x-1
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 في نقطة أي عند مستمرة حدود كثيرات هيf(x) أجزاء جميع أن وبما
 وعندx=0 عند الاستمرارية ندرس أن بقي الجزء، الأ المعرف الفترة

X=0 X=1 عند
X=0  عند

lim T()=lim-2+1-1
X-0م 

X-0م 

lim f()-liml=l
+ ر0

X-0م 

f(0)-/0/+/0-١/
-]

x=0 .:. عند مستمرة الدالة

X=]  وعند

Lim f(x)= ١imI=1
٤1

 بر٨٠-١٦٩٠١١
r)=/+/-1/
-1

=l .. عند مستمرة الدالة
.c f حقيقي عدد أي عند  الدالة أن وينتج

(2) مثال
 الدالة استمرارية ابحث

2<x<3
x<2
A>3

[»
٨(s)-/٣-2

x-1
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 الحل:
2<x<3 2=[x] القترة في نقطة أية عند  أن نعلم

 النحو على الدالة كتابة يمكن إذن
٢<2
2<x<3
x>3

 شر2
٨»-/2

x-
 بها. المعرف الفترة في مستمر الدالة من جزء وكل

. x=3 x=2 وعند  عند الدالة استمرارية نبحث أن بقى
X=2  عند

١i2(-2بب4« -+ابنا 
 لأ٢»١- جو/2

RP2)=2
=.2 عند مستمرة الدالة.•.

X=3  عند

١i  ج -+(بإ-«»2 د-إ
 وًً -«ى4 د+2

R3)-2
X=3  عند مستمرة الدالة

.R ٠.f(x) الحقيقية الأعداد جميع على مستمرة

(3) مثال
 الدالة استمرارية ابحث

(e(-2,2لاا 
R(ا-)ء٤ 

xe(-2,2)X

2
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 الحل:
٢-<2 و ،x>2 أي-(2,2) إلى تنتمي لاx عندما
 يكون ،X>2 عندما

 د لا-+١
X

 يكون<2 وعندما

 ا٤-_٢_١
XX

 النحو على الدالة صياغة إعادة إذن يمكننا
-1

٨٧/-٧2
1

٢<-2
-2<x<2
x>2

x=-2  وعند

 بإل4٣- ني -ا٧١-١
 ج!"٣- ,ً!+2--١

٨2)=1
x=-1  عند مستمرة الدالة إذن

x=2  وعند

 وبل»8 جنا-«2=
lim f(x)=liml=-١
X-٨-22٢١ ر

f(-2)--1
x=2

x=2 .:. عند أيضاً مستمرة الدالة
.R f(x) الحقيقية الأعداد جميع على مستمرة .•.
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 مستمرة. غير

 ا٤+1
X+-1

«T»)-/١
 +م8

«2

(4) مثال

f(x)  الدالة عندها تكون التي النقط أوجد

x>0
x=0
X<0

 الحل:

++١/_٤+١] '
X-+1 ٢-+1

 تكونx>0 عند

 هذه داخل تقع لاx=-1 الاستمرار عدة )نقطة الفترة هذه على مستمرة الدالة
 الفترة(

 مستمرة غير و +م8
X-+

 م+8
1im f()=١im4
٤»0 x0ر k

I+1 ا٤im f()=١im',=l
+0X٤ -ر0١ ر

f(0)=1

 الدالة تكونx<0 عند

 لأن،x=-2 النقطة عند
0f(-2)-- =  موجودة غير
0

 الفترة. بقية على ومستمرة
X=0  عند

X=0 .:. عند أيضاً مستمرة الدالة
.x=0 ،x=2 f(x)٠٠ عند فقط مستمرة غير

129



=٤f :م،» ة أ1
0

(5) مثال

 الدالة استمرارية ابحث
X0ة 

X=0
X=0  عند
 الحل:

 )السندويش(. الحصر مبرهنة استعمال هنا ويناسبنا ،٤-0 عند الدالة نهاية نبحث

-١ أء< ي ا= X
٠ ء2٤. ،X X في ضرب  ة0 موجبة، دائما لأنها

. 1-x<&sin x> -جي
X

 صفر إلىK تؤول عندما

. 10<xsin-<0
X

. 11im xsin,=0
Xx0

f(0)=0  أن ومعطى
.X= 0 .. عند مستمرة الدالة

(6) مثال

. a f(x) عند مستمرة b الدالة تجعلان اللتان ،a  قيمتى أوجد
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X<aو 

X=aو 

a2شم- 
X-a

fTw)-{5
2bx-+ aX

X> a

b حيث ،aحقيقيان. عددان 
 الحل:

٤-a2lim f()=1im
X»a X aX2

(x- a)x+ a)
 رز]=

(x٠ a)»a

 او/إ-٣ )ً
=2a

lim f()= 1im bx+ ax
Xa" ٨»a

= ab+a3
f(a)-5
،a f(x) عند مستمرة  تكون ولكي

lim f()= f(a)= lim f(x)
٤-a"X>a

2a=5=ab+ a  ف
12s5 ي5 ر

'2 {ح- ا 2 8
٨-١7 585

4 2 8

 ج=
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: تعريف

 تكونf فإن]a,b[ مغلقة فترة على معرفة دالةf كانت إذا

 أن، إلى بالإضافة(a,b) على مستمرة كانت إذا]a,b[ على مستمرة

lim f(x)- R(b) ، lim f()= fa)
x->a"Xb

(7) مثال

٨(»)-sa,  الدالة أن اقبت

].0,8[ المغلقة الفترة على مستمرة

 الحل:

 الدالة بيان يوضح(62) شكل

A٨-)«6د
،0<c<8  كانت إذا

Iimn f(8)-Limv8,  فان
XC XC

-٠6,

s@(6) شكل
- ((8-eاe
= f\)

 فإن=e عند نهايةg(x) للدالة كان إذا )لأن

lim g()=Limn g@»)
X>C X»C

،lim g(x)>0 ،  أن بشرط
X->C

]0,8[ للفترة الحديتين النقطتين مرجاعة لنا ويبقىc عند مستمرة الدالة لإذن
 واحد. جانب من النهايات باستعمال
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١im 4(»)- ١m ن v8٨,ش=١im w8-»)
٨0" ٨0" ٨0"

- o@s=0- «o)
١ia 4(8)- Iim 8x,

 ;-مبث
-٢ ٨8

=0= f(8)
 ومن.X=8 عند اليسار ومنX=0 عند اليمين من مستمرة الدالة إذن

].0,8[ الفترة على مستمرةf الدالة أن ينتج السابق التعريف
f (,a] كانت إذا ، (a,b] أ  الفترة على الاستمرارية تعريف يمكننا
f a. كذلك X>a عند استمراريتها إلى بالإضافة الفترة في  عند مستمرة

,o[ أ،(a,b[ الفترة على مستمرة تكون b)نقطة كل على مستمرة كانت إذا 
g ،f x=b. الدالتان كانت وإذا x<b. عند ومستمرة ،  الفترة في

،C  حقيقي عدد عند مستمرتان

،c  عند الأخرى هي مستمرة الآتية الدوال فإن

.g(c)٦0 g/ بشرط٤ g وكذلك4 ،f-g٠/+g
 باستعمال بسهولة برهنتها للقارئ يمكن مبرهنات عدة أيضا هنا نذكر

 وهي. النهايات مبرهنات
b ، مستمرة كانت lim g(x)=b  كان إذا(1

X}

 فإن
lim 4(g(»))= f@b)

- برأ [«ا
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 أن، المبرهنة هذه من وينتج

4 'يإن٠٤3 إوزا,"- «ى

 «ن!i أe٣ ء»-]/[)«(« د

 .@ا»و/ت!-«»loe. بوتاm أ«
 وهكذا.

 التركيبية الدالة فإنf(c) عند مستمرةg ،وc عند مستمرةf (إذا2
.c gof عند مستمرة

 أن، أي

»4e)أ ز]-[«»٥ l-8)4«ن! ا 
، g(x)=/x f(»)-3x-7x-12 كان فإذا

K(x)= g( fx))  فإن. دائماً المستمرتان
 دائماً. أيضاً مستمرةx(gof)=(Kfx) أي

 مستمرةk(x ا=)3 -ر7x-12 الدالة أن أي

.( c  حقيقية قيمة أية عند أي) دائماً

v[ مغلقة فترة على مستمرةf (إذا3 ،[a,bبين عدد أي (f(aو 
(f(b، واحد عدد الأقل على يوجد فإنه eفي ]a,b[يكون، بحيث 

f(c)-٧
 الوسطى القيمة مبرهنة تسمى(3) رقم المبرهنة

 تأخذf المستمرة الدالة فإنb إلى4 منX تتغير بينما أنه على "وتنص
• f(B) (a) و٨  بين القيم كل
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 نقطة من كسور وبدون باتصال ممتداf المستمرة الدالة بيان كان إذا أي

((a, f(a)نقطة إلى ((b, f(b،) لكل فإن(63) شكل في واضح هو كما 
 يقطع ،f(b) وf(a) بين عدد

 علىf بيانy ا= الأفقي الخط
 الإحداثي.p واحدة نقطة الأقل

 عنده يكونp لنقطةc أي

. ٧=(f(e))
 أنه الوسطى القيمة مبرهنة من ويتبع

 في مختلفين(b) وf(a) كان إذا
 بين يقعc عدد يوجد فإنه الإشارة

b ،a،بحيث f(c)=0أي 
c f عند صفر أو جذر لها  أن

 فمثلاfً الدالة أصفار مواضع إيجاد في الوسطى القيمة مبرهنة وتساعدنا

f(x)= x +2x-6n+2x-3 ،  كان إذا
 يلي، كما2 إلى-4 من الصحيحة الأعداد عندf قيم وحسبنا

(63) شكل

X

٢(r)
-4

-139
-3
72

-2

41

-[

2
٥-3

1
-4

2

17

 القيمة مبرهنة ومن لجميع مستمر إذن فهو حدود كثيرf(x) أن بما

C2 أصفار لهاf أن نجد الوسطى ،C، €4<٥-<3 حيث و،- 

1<٥3<2 ،-1<٥<0
-]4,2[ الفترة في حقيقية أصفار ثلاثةf للدالة أن أي
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2-4 تمارين

 الاستمرارية، عدم نوع معرفة والمطلوب معطى(8) إلى(1) من التمارين في

 لانهائية. أم قفزة أو للإزالة قابلة
(1(2

(64) شكل

(66) شكل

(68) شكل

(70) شكل

(4

(6

(8
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(63) شكل

(65) شكل

(67) شكل

(69) شكل

(3

(5

(7



 للإزالة، قابلةf ل الاستمرارية عدم (صنف18) إلى(9) من التمارين في

 لانهائية. أم قفزة

f()- =f(x) ا8: ا<0 ر 9 :ا-م٢<١ رو(
2x-1٠ x>1 3-x ٠ x>1

f()= ، (12) ا٢-2: ة2  ر
x+3: x#-2ا 

fx= (11)»

3 ٠ x=2 2 ٠x=-2
2 x<1 2٢-+1; x<13-x

٨ /-)د١ x=1(14) f()= 2 x=1(13)
X+1 x>1 x x>1

٨٠-١٢-١١]-٤(٨6١ م-«(5١
TT- . -«»٠ أ«»ذ »)م-;أو«مه 2

٨ -د عابء وأج (x-1)

.a  عند الدالة استمرارية ابحث(30) إلى(19) من التمارين في

(19)f(»)-,2٨5+3x,a=4

(20)R(»)-٣ ,a--2
x+2

a=2 ٨(-)« ا.21)
٤-2

(22)٨»)-,,,2 ,a=5
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f()=
x%3:9ر- 

x-3
4

,a=3 (23)
; =3

f(x)= x-3
2 :X=-3

, a=-3 (24)
 شر٦:3-9

1f(»)=3x+7-- ٠a=-2
- X

»0 إ/- =م3 ر X = ,a=
0, x=3

X,، -ا22 2-٤}-()f و ,a=2
 ا٤=2

3i ،_sم,( X;٢-
2x+1

•,n)3 = م٨ر ا/0++ a=
0 x-0
1-cosx X,(م  و

fx)- x ,a=0
1 ,x=0

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

:(34) حتى(31) تمارين فيf الدالة استمرار عدم نقط أوجد
x3 f(x)=, (31)fx)=32)م )

X+3x-103x-1lx+8

٨« إ!مجج, م لا±إ» امم
2x +x-3-1
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(.42) إلى(35) من التمارين في المعطاة الفترة على مستمرةf الدالة أن اثبت

[-5] (35٨1١)-64
[4,8] (36)٨(-)«٠٤-4

R»)-٠7-٨-(٠,7] (37)
R0)ء(-ا ,a) (38)

X

 ,ا]2)(39)

(2,3) (40)

[03] (41)

[2,3) (42)

fT»)=x-[٣]
1fx)=x-2

٨-)«٠54-م
X-+1

٨ م-« أ٦: X-+

f c الدالة عندها تكون التي  قيم أوجد(62) إلى(43) من التمارين في
.X=2  عند مستمرة

R\.A 3x+ll (43)}

2x%-x-3
(46) fT)- /542+٨+1 (45)

{٤,٨-١٤ رو(

X-4

٨»)- ,4 1 شر-(٩7)

٨ -م-)« ر««(

 -تمج.0

Xf(٣)=
٠/٨-6
x5٨»)-\"" (8)
X+5

(s0)٨-)« كم
X-X

{6٨:٢-نخ(5 رد (2x-1)
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1fx)=sec-x (54)
3

f(x)=1+cotx (56)
٨(١=)٠@2+٨3-٨) (58)

«٤٩٠3 (}

٨-16
 ب -ثر٨-2 رد(

} «3-2x

»٠,٤- ي» ٢-6
f(x)= tan2x (55)

f(x)=sin x ا (57)

٨»)-2r59)1مد )
٨"-«"(١ -4م16 X -16

d الحقيقية الثوابت قيم أوجد(68) إلى(63) من التمارين في ،cتجعل التي 
.R f على مستمرة

f()= c-3 ٧<2
cx+2 ,x>2

f(x)= 3x-3 ,x<1
3cx-2 ,x>1

٢ c
9 شم-

X<-3٩ ،

f()={ 4 +ر-7 ا,٧<3 ,x>3
d
4x ,٢<-1

٨1w)-/c٤+d ,-1<x<2
-5x ,x>2

(63)

(64)

(65)

(66)
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٢+2 ,x<c
«(»)-{٣ ,c<x<d

CX+d ,x>d

X-+C ,٢<c

٨»)-/d x=2و 

cX+d ,x>2

(67)

(68)

 فيf للدالة الوسطى القيمة مبرهنة حقق(74) إلى(69) من التمارين في

>f(a)) كان إذا أنه وضح أي]a,b[ المذكورة الفترة vs fTbفإنه 
. f()= ٧ بحيث [a,b] c في  عدد يوجد

f(»)=»+1; [-1,2] (69)
f(٤)-2x-٣;[-2,-١] (70)

()٨-)«٠9-٨ :[o3]
(72)(»)--٨; [o2]
(73)٨-)«٣-x; [1,3]

٨٧-٢١٠٥٠ إ/٠١ /ً»١ 2
 في حقيقي حل لهاx-3,-2,-w+1-0 المعادلة أن اثثت(75)

(.0,1) الفترة
 الدالتين بياني أن لتثبت الوسطى القيمة مبرهنة استخدم(76)

n»)=»-5و٣ g(»)=2x-4x+63 بين يتقاطعان=
. X=4  و
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