
 الخامس البال

 للدوال القصوى الحدود

Fxtreme of functions  للدوال القصو.ى الحدود:1-5 بند
 كهربية مقاومة أو الحرارة درجة مثلy فيزيائية كمية يمثل(88) شكل كان إذا

 الزمن مع وتغيرها غيرهم أو محلول في كيميائية مادة مقدار أو الدم ضغط أو

[a,8.ط الفترة فى] 

a C C2 C C4 Cs C6 b

(88) شكل

X

y ,e] أن الشكل من يتضح [ ى ،[e, [ ث ،a,  [ء الفترات في تتزايد
[e,e[ الفترات خلال ومتناقصة ،[e,c] ،[e,e[الفترة في وثابتة 

[e. [ ا
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 تعريفا نعطي يلي وفيما الدوال. جميع في تحدث والتناقصات التزايدات وهذه
 والتناقص. التزايد لمعنى دقيقاً

X3 فترة على معرفة دالة كان إذا" تعريف: ،X ،l1 فى عددين.
 فإن:
٠٦<83 عندماf(٦<)f(x) كان إذا ا على تزايديةf أ-

<I(x))( كان إذاI على تناقصيةf ب- f٠8<83 عندما
=f(x)(٤) كان إذا ا على ثابتةf جب f،85 لكل.

 أن -أ(89) شكل في نرى حيث السابق. التعريف بيان يوضح(89) وشكل
.٢ زادت كلما صاعدا بيانها المتزايدة الدالة

.X  زادت كلما هابطا وبيانها المتناقصة الدالة أن ب(89) شكل وفي
 أفقي. مستقيم وبيانها ثابتة فالدالة -ج(89) شكل أما

yy
y= f(»y= f(»

١»٧/ ه» أ/ »٠ً 4s)١ 4(%)
 ا ا

 أفقى مستقيم ثابتة دالة

(89) شكل
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 الفيزيائية الكمية أن نجد ,ى]c[ الفترة على وركزنا(88) لشكل رجعنا إذا

yصغرى( )نهاية لها قيمة وأصغر€ عند عظمى( )نهاية لها قيمة أكبر تبلغ 

 وإذا الأخرى. الفترات في مختلفة صغرى وقيم كبرى قيم توجد كما ى. عند

 والنهاية.cs عند تحدث العظمى النهاية أن نجد بكاملها]a,b[ الفترة اعتبرنا

f a. لدالة الصغر والنهاية العظمى النهاية نعرف ولذلك  عند الصغرى

 التالي النحو على

 عددc الحقيقية، الأعداد منS مجموعة على معرفة دالةf كان إذا تعريف:

.S  في

<f(c))( كان إذا ،S علىf ل عظمى نهاية تكونe)f) أ- f٢ لكل
.S  في

>f(c)) كان ،إذاS على1 صغرىل نهاية تكونf(c ب-) f(xلكل 
. S8في 

 منحنيات أشكال لبعض الصغرى والنهاية العظمى النهاية يوضح(90) وشكل
.S  الفترة في أنه الشكل من ويلاحظ الدوال.

f(c) ceS. صغرى نهاية أو عظمى نهاية منحنى لكل يكون ،  كلاهما أو

 أي الفترة نهاية نقطتي عند تحدث قد صغرى( أو )عظمى القصوى القيم وهذه
 عظمى نهاية تأخذf أن نقول عظمى نهايةf(c) كان إذا.b أوa عند
,c)) والنقطة.c عند f(c)المننى. على نقطة أعلى هي 

.c f عند عظمى نهايتها تأخذ f(c) أن نقول صغرى نهاية  كان إذا

,c)) والنقطة f(o)على نقطة أوطى هي (gr(f.ًالنهايات نسمي أحيانا 

 القصوى. بالقيم والصغرى العظمى
 العظمى القيمتان تسميان نطاقها فيf لدالة والصغرى العظمى القيمتان

 المطلقتان. والصغرى
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=C ()f عغد  عظمى نهاية

x=b f(b) عد  مزى نهية

S=[a,b

=C (f\c عد  عظمى نهاية

x=b f(b) د  موه نهية
xe(a,P) ()f عد  عطى نهاية

x-b± f(b)  موه نهية

S=[a,b)

S-[a,b]
(»)Iن= 

$-(a,b]

 )ه(

 م

 القصوى القيم(90) شكل

230



(:1) مثال

،S=(1,3) f الفترتين في  للدالة والصغرى العظمى القيمتان اوجد

F-9-x (S=[-3,2 عندما
 الحل

/(r)=9-,2
s3,2=-[ر )

X
f(0)-9 ،{=0  عند عظمى: نهاية

f(-3)-0 ،x=-3  عند صغرى: نهاية

(91) شكل

٣-f(»)-9م, eا/ر 
٨

s =(1,3)

(1,3) الفترة في أن نجد الفترتين. من كل في الدالة بيان يوضح(91) شكل

 أو عظمى نهايةf\) عنده يكون(1,3) الفترة فيc عدد أي يوجد لا

 عدد ويوجد(0,9) هي نقطة أعلى أن نجد ب(91) شكل في أما صغرى

c=0الدالة عنده تكون f(0)-9عدد يوجد كما العظمى. القيمة هي 

c=-3عنده يكون f(3)-0الصغرى. القيمة هي 

[a,b] f المغلقة الفترة في مستمرة كانت إذا  دالة أي أن القول ونستطيع

 لأنه].a,b[ في واحدة مرة الأقل على عظمى وقيمة صغرى قيمة تأخذ فإنها

c f(b) عدد هناك يكن لم ولو حتى فإنه معرفتين قيمتين ، f(a)  كان إذا
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f(b)) فإن قصوىfc) عنده تكون(a,b) في ، f(aالقيمة ستمثلان 

f( ٢-) ؟' لدالة بيانياً تمثيلا(92) شكل ففي الصرى. والقيمة العظمى

(-.1,2[٠ ,ا-]2)٠-]١,2[ الفترات في

f@2)=' ،  هما-]1,2[ الفترة في والصغرى العظمى القيمة ويوضح

 عظمى.f(-1)-2 صغرى،

•-2- صغرى. يوجد ولاf(-1=) هي العظمى القيمة]-1,2) الفترة وفي

 عظمى. يوجد ولاf(2±=) هي الصغرى فالقيمة-(١,2[ في أما

-1<<2

(92) شكل

، f c الدالة نطاق في عدد  كان إذا تعريف:

 بحيثc عدد هناك كان إذاf ل محلية عظمى نهاية تكونf(c) أ(

(x)< 4(c)في8 لكل (a,b)1 نطاق في أي.
 بحيثc عدد هناك كان إذاf ل محلية صغرى نهاية تكونf(٥) ب(

(f(x)> f(cلكل xفي (a,b)نطاقها. في أي 
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 وجود معf(e) أيc عند المطلقة العظمى النهاية يوضح(93) وشكل

f(c;) )ع( أخرى محلية عظمى نهايات ، f، ج( f(c.الصغرى والنهاية 

 أخرى محلية صغرى النهايات وجود رغمf(c), أيC ر عند المطلقة

٠ 4(e) ، (e)

y

 أو،بزالإا{يم-بهي و ييو {أجاإر.٠
 إ!!٩/٩3,4٩ ز

 إو ذ# واي آري
 ا& ا ا!ه ;٠#

«aًا 

 ن

€٨€;Cc C3ث 

(93) شكل

 مطلقة أو محلية ذكر دون الصغرى النهاية أو العظمى النهاية نقول وعندما

. f ٢ ز المطلقة الصغرى والنهاية I  و المطلقة العظمى النهاية نقصد إنما

 أفقياً المماس إما عندها يكون المحلية القصوى للقيم المناظرة النقط أن ويلاحظ

 المشتقة إما النقط هذه عندx الإحداثي أن أي )ناب(. ركن عندها أن أو

 مبرهنتين: نورد وهنا موجودة. غير أو( تساوي
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(:1) مبرهنة

 إما فإنه مفتوحة، فترة فيc عند محلية قصوى قيمةf للدالة كان إذا

f()0أو )(fموجودة. غير 

 أن، مباشرة وينتج
 قصوى. قيمة ليستf(٥) فإنf(c)=0 موجودة،f)( كان إذا

(:2) مبرهنة

 عظمى نهاية ولها]a,b[ مغلقة فترة على مستمرة دالة٢ كانت إذا
 فإنه: (،a,b) المفتوحة الفترة فيc عند صغرى أو

 موجودة. غيرf(c) أوf()=0 إما

، f c، الدالة نطاق في f العدد يسمى تعريف:  حرجال عددا

 موجودة. غيرf(c) أوf()=0 كان إذا

 الآتية: الخطوات نتبعf مستمرة لدالة القصوى القيم ولإيجاد

(a,b)  ل الحرجة القيم جميع -أوجدf1 في

(.1) في أوجدتهاc لكلf() -احسب2
. f(b) ، f(a)  الحدية القيم -احسب3

 الأكبر القيمتان هما]a,b[ علىf والصغرىل العظمى النهايتان-4

(.3) (،2) في المحسوبة الدالة لقيم والأصغر
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(:2) مثال

، f  للدالة والصغرى العظمى القيمتان اوجد

f(x)=2٨-54x , -4<x<5
 الحل

، f(x)  فنوجد الحرجة القيم بايجاد نبدأ

F"()=6x-54
-6 )وشم

=6(٢-3)x+3)
 فقط هي الحرجة القيم فإنxeR لكل موجود حدود كثيرf(x) أن بما

.3 -و3 أي.٤(x)-0 تجعل التي
 بين من هي والصغر العظمى القيم أن ينتج-]4,5[ علىf كانت ولما

(f(5) ، f(3) ، f(-3) ، f(-4،وهم 
f(-4)88
f(-3)=108
f(3)=-108
R(5)=-20
x=-3 f(-3)=108 الحرجة القيمة عند  هي العظمى النهاية أن فنجد

.x=3 f(3)=-108 الحرجة القيمة عند  هي الصغرى والنهاية

. gr(f)  يوضح(94) شكل
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١

١
١

١
 ا

(48g4-بر ة١١ <x<5;ي- 
, اوذ،إ ،

5 63 ١4
 أو}/s ر«

 «ي:
/

/ -5 -4
١

(3,-108)
(2 مثال)

(94) شكل

(:3 مثال)

 على والصغر العظمى النهايتين أوجد ،f(x)=3+2(x-2 و) كان، إذا
 الدالة. بيان ووضح]0,10[ الفترة

 الحل

 وقمتهاI=8 لجميع معرفة موجية قيمة ت)د-ا( اد -س(2];) ن بما

 أن، نجد(.x=2) عند0

f(x)- 3+ ( ( صفر أو موجبة قيمة

 الصغرى القيمة أن نستنتجf(x)>3 فانx=2 عدا وماf(x)>3 أن أي
 هي،f ومشتقةf(2)=3 هيf للدالة

,=4f(x)=-(x-2)5 ا_4 ٠ x٦2
،3 3(x-2)3
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.x=2 f(x) عند موجودة وغير صفر تساوي يمكن لا

].0,10[ الفترة في=2 هي الوحيدة الحرجة القيمة إذن

 الحدية، والقيم
2

R(0)=3+2(-2)
=3+234
= 6.45

2
R(10)=3+2(10-2)5

2
=3+2(8)5

 رين ذ-دم صري ونمية»o-١١ طى لمية ،دلةا
(.95) شكل في موضح الدالة

(3) مثال

y
1011y- " ا""م2(4-2)3+2

3

«
«0)٩%١

 الصغرى النهاية
٨2)-3

(95) شكل
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 أن ونلاحظ
lim f(x)=
x2
lim f(x)=+o

(.2.3) د ناب له المننى ن ينتج -»،2 د مسترة١ كانت ولما

(:4 مثال)

، f  للدالة الحرجة القيم اوجد

٨»)=(w+5)3-4
 الحل

2 ١
٣(»)=(w+5)2 '(٨- 4)7-2(x-+5/x-4)ذ 

3

3(x-4)3 و»- ااء-,3-'
_(٢+5)x+5+6(٢-4)]

2
3(x-4)

_(٢+5)7x-19)
2

3(x-4)3
19f(r) =x و ،x--5 f(x)=0 عند  فإن ولذلك
7 "

.X=4  عند
٠٠٠.19 ..f5,,4 هي حرجة قيم ثلاثة لها.-

٠٠٣7
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(:5) مثال

 للدالة، الحرجة الأعداد اوجد

f()= 4sin° +32cosx, 0Sx<m
 والصغرى. العظمى
 الحل

.xe/0,m]  قيم لجميع معرفة الدالة

f(x)=12sin4 xcos x+62 cos -sin x)

F(r)=6sin xcos »2sinx-2)

 صفر، تساويf(x) متى بحث بقي ،xe(0,m) لجميع معرفةf)( كذلك

6sin م xcos »2sin x-2)=0

sin x=0 cosx=0 أو =sinX أو
2

m 3m،mT،
X=,X=0,m او =X أو

4 42
.-mt m 3m 0 ,و,T هي حرجة قيم5 يوجد..

•٣4 2 4

 هي، المناظرةf(x) وقيم

302,2.502,4.2.50,3,2

=f(0) هي العظمى النهاية.. fm)=3/2، هي الصغر والنهاية 

«w05،±244، ،انفذ أي -أ
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y

X

(+,302)•3

 ا، أ;
y=4sin3 x+32cosx -

mm/4 n/2 3m/4

3،5

4

5،2
2

(96) شكل
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(5-1) تمارين

 فترة كل في القصوى القيم وجد بيان وضح(4) إلى(1) من

(0,4) د-(0,2 ج-)

[o9]-  د(1.2 ج-[

n»)-\2شم٨- ()
2

]0,5-)]25[ أ-
2

f(w)=2(x-1)3-4 (2)
(-o,1[(7,2 ب)-

2

xeR ، f(x)=x (3)

«eR ، f1»)-٨3 (4)

 المعطاة الفترة علىf للدالة القصوى القيم أوجد(10) إلى(5) من

«e[-3,1] ، fTx)-5-6x-2n (5)
f()=310-شر x+7 , -1Sxs3 (6)

2

f(x)=1-٠٨-1<٤<8 (7)
xe[0,2] ، fTr)=x-5x+4 (8)
xe[0,m] ، f()=sin4-cos (9)

«e(3,) ، f(w)=(2r-3),9 (0)
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 للدالة. الحرجة الأعداد أوجد(36) إلى(11) من التمارين في

٨.A١)3-2ي )}

 -%ر4
2

١)"(-٨2)5t+4
 (ىs(-)١-3 7و)(3)

R)-«%245 (١4
Ku)-(4u+12 (5)
٨(»)-(2٣-s)47 (6

٨٥-٩٠٦-٠-2 ٨٩١
٨-٨-6 (s)

f(»)=2ثم- r+x-12 (19)
R(»)x-32x (20)

f(١)-4٣ +5٣2-42٤+7 (21)
f(r)=2,+x-20x+4 (22)

u(x)=3x+1 (23)
T()=4a4-3a+2 (24)
g(0)=2030 +sin 40 (25)

٨ ٢٩\!-« ملام
1-sin X

f(x)=8cos x-3sin2x-6x (27)
g(t)=sin 2t+2cost (28)

K(r)=4sin r+32 cos4 r (29)
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f(6)=cos40-sin0 (30)
f(s)=see(x +1) (31)

f()= SeC X-1
(32)

Secx-1
H(م )= cot٧ +csc@ (33)

g(x)=2x+cot (34)
P()=3tanc-4a (35)

f(x)- x- tanx (36)

f(0) f()=/x وأن الوحيد الحرج العدد هو ،0 أن، أثبت ( كان إذا(37
(.0,0) عند مماس له ليسf بيان وأنf ل محلية صغرى نهاية هي

f f. أن اثبت f بيان وأرسم محلية قصوى قيم لها ليس ( أن اثبت(38
 على صغرى ولا عظمى نهاية لها ليس ولكن(l,0) على مستمرة
.(0,1)

f(»)=1/ ٨f(»)=x+1 أ-  ب-

، f ( للدالة القصوى والقيم الحرجة الأعداد اوجد(39

x<1>0,شر 

.-3(x-١) +2(x-١)+1 ,١٤x<2
fv)=

,2sx<3'3(x-2)-4(٢-2)

,3sxs4-(٤-4)2
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The Mean Value Theorem  المتوسطة القيمة مبرهنة:2-5 بند
 مبرهنة بمناقشة نبدأ لاجرانج لويس للعالم المتوسطة القيمة مبرهنة لمناقشة

 عشر. السابع القرن في رول ميخائيل للفرنسي تعود التي رول

 الفترة على للاشتقاق وقابلة]a,b[ مغلقة فترة على مستمرةf كانت إذا
-f(a)) وكان(a,b) المفتوحة f(b، ى واحد عدد الأقل على يوجد فإنه 

. f(c)=0 (a,b) بحيث  في

 رول. توقع صحة توضح ج( ب، -أ،97) والأشكال

٢٠X،إي ت 
(97) شكل

 أنواع. ثلاثة من واحدة تكون أن إلا يمكن لاf الدالة البرهان:
 ثابت مقدارf وعندئذ(.a,b) في لكلf(x-)٢(a): الأول

.(a,b) c في x. لك أي f(r)=0 لكل  و
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<(fx) الثاني: f(aمعينة لقيمة xفي ,(a.)العظمى النهاية تكون عندئذ 

 عند تكون أن يجب ثم ومنf(b) أ،f(a) من اكبر]a,b[ فيf ل
 خلال موجودةf(x) كان ولما(.a,b) المفتوحة الفترة فيc معين عدد

. f()=0 (a,b) أن نستنتج  الفترة
>f(x)) الثالث: f(aمعينة لقيمة xفي (a,b.)القيمة الحالة هذه وفي 

 عند حدوثها ويجبf(b) أ،f(a) من اصغر]a,b[ فيf الصغرىل
.(a,b) e في . ما عدد f()=0 ،  ثانياً في كما

 البرهان. انتهى

 نتيجة:

=f(a)[ الفترة على مستمرةf كان إذا f(b) ،[a,b، فإن fعلى لها 
.(a,b)  المفتوحة الفترة في واحد حرج عدد الأقل

 البرهان:
 كما حرج. عدد هيe فإن(a,b) فيc عند موجودة غيرf كان إذا

 عدد يوجد رول، مبرهنة من فإن،(a,b) في موجودةf كان إذا وأن

 البرهان( )انتهى حرج.
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(:6) مثال

f(r)=4x-20x+30  كان إذا

 التي الحقيقية ى قيم وأوجد]1,4[ الفترة على رول مبرهنة تحققf أن اثبت

. f(c)-0  تحقق
(98 )شكل الحل

f(1)-4-20+30=14
R(4)-4(4) -20(4)+30=

- 64-80+30=14

٨1)- ٨4)
 للتفاضل وقابلة مستمرةf أن بما

f(1)= f(4)،  حدود كثير كونها
(98) شكل

20 5
=X= =

8 2

 رول مبرهنة فروض تحقق هي إذن

٣(٨=)8٤-٢,20=)«(0 ]،1,4[ على

 إذن
555r4>:>٦ -أ٠١٥=e--222

2- ،٣ ا3 -ا0 أن وحيث(.98) شكل في موضح مكافئ قطع هو٤ وبيان

 ،و]s[ لرس عد افتيا الدس خن
""

 لاستعمالها خطوة نعتبرها أننا إلا نفسها رول مبرهنة أهمية من الرغم على

 المتوسطة. القيمة مبرهنة وهي الحسبان، أدوات أهم من وأعمدة برهان في
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( Mean value theorem)  المتوسطة القيمة مبرهنة:

 الفترة على للتفاضل وقابلة]a,b[ مغلقة فترة على مستمرة دالةf كان إذا
 بحيث(a,b) فيc عدد يوجد فإنه (،a,b) المفتوحة

(a\٨(-4٣6)٣ أ٥  أ(

b- a
 المكافئ، الشكل أو

٨(b)- ٢(a)- ٢() (b-a)

 ي±\1a/-(b) حيك المتوسطة القيمة مبرهنة بيانياً يصور(99) شكل
b- a

,b)) النقطتين بين الوتر ميل fb)) ،(a, f(a)والنقطة Tالمنحنى على 
 المذكور. الوتر يوازيf(c))) عندها المماس ميل نقطة هي

()

 ،إ-بجي
}}+٠

(fTbر٨ ,رم/ 
fa ٠ {+ ب, 'Bc

 ر

٨a) i  ".أ،.٠

y= f(x)

(99) شكل
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(100) شكل

 البرهان:

0 إلىP من الواصل المستقيم معادلة

 -ر٨ -ر«٨(h)-٢(a), )، هي
b- a

,T(c)) ولنفرض f(cعلى نقطة 
 يوازي عندها ا المماس بحيث المنحنى

 المسافة هيg(x) كان فإذا ،4 م

. f PO المنحنى إلى  الوتر من الرأسية
 فإن(100) شكل في موضح هو كما

.g g(c) ل محلية قصوى قيمة هي  المسافة

g(x)= f(x)-y

-b -«(ء٨-« -ر«»4-٨\ ه-،١ ا a

b)=0 أن وبما ،g(a)=0،ي) )(gيمكن إذن للتفاضل، وقابلة مستمرة 

 بحيث(a,b) المفتوحة الفترة فيc عدد يوجد رول. مبرهنة استعمال

g'(e)=0
 ولكن

'(A)- ٣(4\ 4((٥-)٤\٩-K Xع 
ba

 بحيثC عدد يوجد إذن

(_٨a(-٥@4,٣ ر
ba

 أو
(٨\٩(-fTb)٣ _ا

b- a
 البرهان. انتهى
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٠(7) مثال

f(ج )=x-8x  كان إذا
c f عدد وأوجد]1,8[ الفترة على المتوسطة القيمة مبرهنة تحقق  أن فاثبت

 المبرهنة. نتيجة يحقق(1,8) في

 الحل

fللتفاضل، وقابلة مستمرة تربيعية دالة 

f(8)=0 ، t(1)=-7
٠.·fنوجد المتوسطة، القيمة مبرهنة فروض تحقق Cبحيث 

٣(٥ا-٨8-)4١١_7-0,_ {'

8-18-1
٢(x)=2x-8= f()=2c-8

 ذن
2c-8=1
2c=9
c=4.5

(:8) مثال

f(x)=2,-15x +ax+b  كان إذا
 علماً]0,3[ الفترة على المتوسطة القيمة مبرهنة فروض تحققf أن فاثبت

b بأن ،aحقيقيين. ثابتين 

 الحل

(0,3) على للتفاضل وقابل]0,3[ على مستمر حدود كثير الدالة

f(3)=81+3a+b ،R(0)=b
٢(x)= 6x4 -30x+ a
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r()= 6e-30e+213)-f(0)
3-0

6c -30٥+a=-27+a
6e4 -30c+27-0
2c4 -10c+9=0

10±oo-75
{ -

4
10± 28

(-

4
5±/7

 ع
2

5 5لا5+٠7 [د(،  و(
2 2 ٠

 إذن

-C \ا
2

(:9) مثال

٠1fx)=  كان إذا
٢-2

.e f وأوجد]3,5[ الفترة على المتوسطة القيمة مبرهنة تحقق  أن فاثبت

 الحل

 للتفاضل وقابلة الفترة. في تقع لاx=2 لأن]3,5[ على مستمرةf الدالة

(.3,5) على

3 ا-)١
3-2
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s)-  ا ا
5-2 3

-1
fy- ٥F-)0ا X

١ ر2
-١ _3 3 1

 ر،

(e-2Fs-3 3
(c-2)3
c=2±3 2-3e[3.5]
c=2+3
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(5-2) تمارين

 تحقق التي المعطاة الفترة فيc قيمة أوجد(4) إلى(1) من التمارين في
 بيانها. الموضحf للدالة المتوسطة القيمة مبرهنة

]1,10[ الفترة(2١

(102) شكل

]1,10[ الفترة(٥ ر

(104) شكل
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(101) شكل

]1,7[ النزة((3)
]1,10[ النزة ب(

(103) شكل



 على رول مبرهنة فروض تحققf أن أثبت(14) إلى(5) من التمارين في
. ٢(c)=0 (a,b) بحيث c في ,a] الأعداد وأوجد [ ط

(5)f(٤)-4x-8r5 ، [0.2]
(6)f(»)-3 -12x+5 ، [0,4]
(7)٨\٤)-2+7x-٣ ،[3,4]
(8)٨\»)-11-12x-2, ,[-7,1]
(9)، [-33]٨(-)«٨+4٤+1

٨٠-٥١٩٨+٠١ ا!إ-ا٨ 2 2
R»)=sin2x ,[0,m] (1I)

m 5m٨٠١-w» 2 ا.؟ا»١ 2
(13)f(x)=cos2x+2cosx , [0,2m]

٨-«٤٠ و«ه]3إ اججي. ر 4 4
 مبرهنة فروض تحققf كانت إذا ما أذكر(33) إلى(15) من التمارين في

 بحيثce(a,b) قيم جميع وأوجد]a,b[ على المتوسطة القيمة
٨(b)- ٨(a)= ٢(\b-a)

f\»)=4x-3»+8 ، [,2] (15)
٢(»)-5x3ش- x+11 ,[,3] (6)

٨»)-1-3٠٨[-8,-1] ()
f(»)-2م- x+x+10 ,[-1,1] (8)
f»)-3R +5,+15x ،[-1,1] (9)

٨ "ه»)«( ,]،4[(20)
X
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٨(»)-/x-4 ٠[-1,5] (21)
2

f(»)-٨3 (٠ -,ا-(8)(22

٨-«٣1 .[-23] ()
-2

(o2] ٨ ا-)« ]،2٩) (x-1)
٨1=)4+٠٨-٠1 ,ا]3[(25)

٨1»)=(w+2)%3 ،[-1,6] (26)
T»)=x+1 ،[-2,4] (27)

R()= x+4x ،[-3,6] (28)
(29)R()=sinx , [0,m/2]
(30)f()= tan x , [0,m/4]

>x+5 xلحم+ - .]8 -]-إ١١[٨٠ إ/-«" را
4x4+x+5 ; x>0ثم- 

[a.b]=١,8] ، ب) [a,8]-[-١,9] (، r\»)=/٣-832)لا )

q+r[ كان إذا(33) ,xe[a,b"+٩٠r ،f(x)=- p٣، pثوابت 
ne حقيقية، N، <ا mأن أثبت fلا القيمة مبرهنة فروض تحقق 

.(a,b) c الفترة في تقع فعلا أنها p،4،r. إيجاد بعد تحقق  على تعتمد
 يوجد أنه اثبت ]،a,b[ على معرفة الثانية الدرجة من دالةf كان إذا(34)

،.a-+b (a,b) هو المبرهنة نتيجة يحقق c في =c. واحد عدد ٣٠٠٠٠2

 أثبت ،x f(xآ/,=) ،٤ للدالة المتوسطة القيمة مبرهنة بتطبيق(35)
٠h ,+F<1 أن h>0.رار 

2
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 متزايدةf عندها التي المواضع على للتعرفf استخدام كيفية هنا نورد
 المحلية. القصو القيم مواضع تحديد ثم ومن متناقصة تكون وأين

 بيان يوضح(105) شكل

=y) المعادلة f(xويتضح 
 موجبا المماس ميل أن منه

 المفتوحة الفترات في

(e,e)بث و( .e)و 
٢>)(0 أفي(e )ي,
 متزايدةf تكون عندما

 المماس ميل أن يتضح وبالمثل
(105) شكل المفتوحة الفترات في سالباً

(e,,e) (e, وe) و
. f()<0 f تكون متناقصة  عندما أي

 الآتية. المبرهنة في ندمجها النتائج وهذه

: مبرهنة

: فإن(a,b) على للتفاضل وقابلة]a,b[ على مستمرة٤ كانت إذا

[a.b] xe(a,b) على متزايدة+ فإن f()>0 لكل  (إذا1
.[a,b] f على متناقصة xe(a,b) فان f(x)<0 لكل  إذا(2

 البرهان

[a,b] (a,b)، في عددين,8 F()>0 في  كان إذا(1

 المتوسطة، القيمة مبرهنة فمنA<K بحيث
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٢(»)- f\»)- ٤(e) (-٤)
f(»)> f(») f(c)>0 إذن ،8-» >0  ولأن

(.1) في كما الطريقة بنفس البرهان(2

 البرهان. انتهى

 فإن(b,o) أو ,ه-(a) الفترة فيf()>0 كان إذا أن أيضاً يلاحظ
fعلى متزايدة ]a, a)-أو (b,a[لما متناقصة وبالمثل الترتيب. على 

. ٢(٨)<0

 متناقصة ب(

(:10) مثال

f(18ج3,4 -شع(= x+1  كان إذا
 متزايدة أ(f فيها تكون التي الفترات أوجد

.y= f()  المنحنى وأرسم
 الحل

F"(x)=12x +6x-18
 عندما متزايدةf تكون أ(

٢(r)>0
46x-18>0412 ع

2,4 +x-3>0
(2x+3)x-1)>0
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= حث +نم=ر -ا حز حي جن ب
 ر-

 م
X

(x-1)  إشارة

]- -إ- حك- ح=- كإ=- إ= حإ=- كإ= ك=- -ع=-=
+}ff}:ا 

X3/2- ند

(2x+3)  إشارة

==3 ا ت] ة
 ودودو مد

 د ه3f التF «ذ+ إشارة
 ا

 ثر
 تزايدية

 ى
 تناقصية

 مر
 تزايدية

 الدالة اتجاه

•، ,ء/3 ا ),(، الفترتين علي موجبة4' إذن 2

 (أز-أ رة فى ماعا٧-/١ نى ك افا

 انتر،أرخ] في متانة ا ل0 من مرء يتج

2- أ.ز_أ ء مباحك-+«/ ننط أيه

 المنحنى، لرسم
.3

y -=X نوجد(1 ، ٤[= الحرجة القيم عند
2

٥ -»،٥s١ا -أو3 ا 2
 أمكن، ما المحورين مع التقاطع نقط نوجد(2

y= X=0، ا1 نجد  نضع ، المحور مع: أولا
.y (l1, المحور مع التقاطع نقطة(0
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y=0  نضع ، المحور مع: ثانيا

0= 4x +3x-18x+11
x-1 l= إذن المعادلة هذه تحقق  أن بما

 أن نجد وبالقسمة العوامل احد هو

0 =(x-1\4x +7٤-11)
0=(-1)x-1/4x+11)
0=(x-1)(4x+11)

 ."ا"-ا0 ا و ,ا(0) ها المحور مع تقاطع نقطتي توجد

 أ(،-106) شكل الرسم. على النقط جميع نضع

 ممه
 و/2
٣,',%5- إ أو#

 -أ(106) شكل

258

 (،0,11) المحورين مع التقاطع نقط

'4 الحرجة والنقط )0.ا( أم،إ±،

0o، أ s2 اج-أ
 وهبوط صعود معلومات نستعمل ثم

 المنحنى على لنحصل السابقة المنحنى

 -ب(106) شكل في موضح كما



y= 4x +3x4-18x+1

2 دي-ا٥

 حر م سر-- شرهم. "شرً.
 -ب(106) شكل

 وقيمة-2 حرج عدد يوجد -ا3,31s) الحرجة النقطة عند أن ونلاحظ

 تغير ثم صاعدا كان قبلها المنحنى وأن٨ا-3 =ا3 .ا25 محلية عظمى

 هابطا. إلى بعدها

 قبل سالب إلى موجب منf"(x) تتغير المحلية العظمى القيمة عند أن أي

 للدالة صغرى نهاية توجدX=l الحرج العدد عند وبالمثل الحرج العدد وبعد

. f(0)=1
 صياغة ويمكن.x=0 وبعد قبل موجب إلى سالب من(x) وتتغير

 التالية: المبرهنة
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 مبرهنة:

f للدالة حرج عددc كان إذا ،fعند مستمرة cعلى للتفاضل وقابلة 
: فإن نفسهاc عند الممكن من عدا ماc تحتوي[ مفتوحة فترة

 عظمى نهايةf(c) فإنc عند سالب إلى موجب من تغيرتf' (إذا1
 محلية.

 صغرى نهايةf(c) فإنc عند موجب إلى سالب من تغيرتf' إذا(2
 محلية.

f\) x=c فإن xel عدا ما f(x)<0 لكل  >)ج0 إذاf(3) أو
. f  للدالة محلية قصوى قيمة ليست

 البرهان

(a,b) c. مفتوحة فترة يوجد إذن 'f عند سالب إلى موجب من تغيرت  إذا
 بحيثC على تحتوي

f(x)>0 ,a<<c
f(x)<0 ,٥<x<b

.[a,b] f على مستمرة (a,b) بحيث  اختيار ونستطيع
,a[ على متزايدةf أن مباشرة السابقة المبرهنة من وينتج c[ومتناقصة 

[e.  [ة على
.x=c >()f عدا ما f(٥), a<٤<b  أن أي

. f f(c) للدالة محلية عظمى نهاية هي  إذن
(.3) (،2) إثبات يمكن وبالمثل(1) الفقرة أثبتنا قد نكون بذلك

 العظمى النهاية من بالقرب المنحنى بيان بشكل يذكرنا أ،ب(-107) وشكل
 سالب إلىx< لما موجب من المماس ميل أيf(x) تتغير حيث المحلية

.X> c  لما
 أ،ب(.-108) شكل في كما المحلية الصغرى للنهاية يحدث والعكس
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yy

٢٧ب٠-7١٧
)<0

(w)>
 ا م
 ا١١
 ا١١

 ا١١
 ا١١

١٤١Te)١fTe) ١
 ا١١
 ا١١

 ا ا ا١
 ا١١

١ إ١

c
 )ب(

 المحلية. العظمى النهاية(:107) شكل

f'()>0

 المحلية. الصغرى النهاية(:108) شكل
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()f عند  إشارة تتغير لا عندما الثالثة الفقرة يوضح أ،ب(-109) وشكل

=C

 محلية. قصوى قيمة يوجد ولا

y

y

٢'()<0

n)>0£")م 

٨1e)/

 )ا(

y

٣(n)>0{

 ا ا

}٨ )ء
 ا ا

f(c)) شكل  قصوى. قيمة ليست109):
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(:11) مثال

 بيانها ووضحf للدالة المحلية العظمى النهاية اوجد

٨(-)«٨(0-») -
٨ ر, تم١3_  لا

X-+1
 الحل

 ا2
٢(x)-٨-(١(+)١٥-w)٤ 3

_-3x+(10-)
3,32

10-4x
3,2

r(4 2(5-٤)
}

3 فم2

 ا-٤

X=0 ،x=5 ،  حرجين عددين يوجد إذن

 الفترات فيf(x) إشارة نبحث لذلك
(-o,0) (0,5) , (5, ( ه

 نستطيع الثلاث، الفترات من أي في أصفار لها وليس مستمرةf أن وبما
 مجرد القيم، هذه عندT قيمة لحساب الضرورة من وليس.f إشارة تعيين

 الإشارة. معرفة
 وفي =،3 نأخذ(0,5) الفترة وفي -=،1 نختار ,ه-(0) الفترة في

 كالآتي: جدول ونكونx=6 نأخذ(o,5) الفترة
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(0,-)(0,5)(5 )ه, الفترة
X 1-63 مقدار

F(x) -(٣-(١-R'(3)=(6)٣ مقدار
-24

<0> ()%24>0 3x692

{-{-٢)«( إشارة

.. ملل• ملل الدة"f على الدة"f على متناقصةf النتيجة

 ,ه-5[[5.]]5), على

]5, )ه على متناقصة ثم ,ه-(5[ على موجبة٤' أن أي

 هو، المحلية العظمى النهاية ومقدار.5 عند محلية عظمى نهاية لها الدالة أن أي

٨s)-53(0-5)-5%5
.0 عند إشارتها تغير لاf لأنx=0 عند قصوى قيمة للدالة وليس

(.5,55) (،0,0) الحرجة الأعداد المقابلة النقط أولا نوقع الدالة بيان ولرسم

x=10 عندx المحور مع التقاطع ونقط ،x=0مع(10,0) (،0,0) أي 
 الوحيدة.y محور مع المنحنى تقاطع نقطة هي(0,0) أن ملاحظة

 لأن ،x=0 عند رأسي مماس له والمنحنى
lim T(x)=a
X-0م 

.X=0  عند مستمرة الدالة بينما

 المنحنى بيان يوضح(110) وشكل

264



4 -2

1

y= (x- (م10

X4 6 8 10

(١)(11) مثال(:110) شكل

٨ )د43 }

X+1
٢)-)(٣+102»)-(x% -+3)0)

 لأ
(x+1)°

_2x+2x-x-3
(x+1)%

_2x+2x-,-3
(x+1)%

_٣+2٢-3
(x+1)%

_(٢-1(x+3)
(x+1)%

x=-1 f(x)=o عند ،x=-3،x=1 f(x)=0 عند  أن نجد
X=-3،X=-l،٢=l  هي حرجة أعداد ثلاثة يوجد.٠

 الفترات فيf(x) إشارة سنبحث والآن
 -,ه-(3)٠-(3-,1)٠-(1,1)٠(1),
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(a,-3-)(١-,3-)(1٠1-)(,1) الفترة
X4-2-20 المختارة

(2)=R(0)-٣(-2)-٢(-4)=
٢(r)55

>0-3<0-3<0>0
99

 إشارة
٢٢

٢()
fالدة fمتناقصة fمتناقصة fعلى متزايدة 

 مر. م النتيجة

 ),ا] عنى -,ه-(3[-]3-,1[ عنى ,.ا-]1[ عى

X=1 X=-3 عند محلية وصغرى f عند محلية عظمى نهاية لها .:.
 ولكن قصوى قيمة يوجد لاx=-l الحرج العدد عند ولكن

، lim F(x)=lim f(x)=
X] X]

.x=-1  عند راسي تقاربي خط يوجد.٠

:
2٢ +3٧= X+\

(2)

y

1 2 3

(111) شكل
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 )ب(-11 مثال



(0,3) عندy المحور ويقطعf(x)٦0 لأن محور يقطع لا والمنحنى
. f(-3)--6 .. هي المطلوبة العظمى النهاية

(:12) مثال

N»)-,3(  )و-م كان بذا
 المنحنى. وارسم المحلية القصوى النهايات أوجد: أولاً

 من كل على المذكورة للدالة الصغرى والنهاية العظمى النهاية أوجد ثم: ثانياً

: الأتية الفترات

2 -ام-ا7
-]1,4 ب-[  :-ا

 الحل

r(»)-3»(+)م3(2 م{/و-م 

 ب;ية. "و
 ،به

3٠،٢ ،٤ م -2٠٦٠٠٠ الفترات فيf(x) إشارة نبحث إذن ،x-±= هي الحرجة الأعداد: أولاً

2222 ا أ;ء•!٠ أ /?أ )ج،
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2 ا أ{23 إ إم:2 {ي( أ.،3 لفترة

X2-1-21 المختارة
R(2)=٣-()٣(-1)-٣(2)=

٣(»)14 10 م٥10 >14
<()- <() 323332

٣(x)٢{- إشارة

fمتزايدة fمتناقصة fمتزايدة fمتناقصة 
 أ;+ ، ا «ي ت :م] حل .ي ا النتيجة

3 يناظرها
X=

2
3  -=، عذل.
2

 محليتين صغريتين نهايتين لهاf إذن

 المحليتان، الصغريتان القيمتان

822 أ;-أو/3 ت±--اa ء«

 ولكنf(0)=0 مستمرة، الدالة ،x=0 الحرج العدد وعند

, lim f(x)=lim f(x)=
««0 ج0

 الدالة بيان يوضح(112) وشكل(0,0) عند ناب له المنحنى..
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2

 -ر )و-م(قم

 أولا((:١2) )مثال(112) شكل

١
١
١

١
 م\١١

y
[-١4]-٠

١
١
١

١
١
\

١2 /ء:ا
/

/
/

/
١

/
 ا/

 ه

2١ ا /!ا/
/

 ح١
١ X
 ا

/
/

 عب/>١

y

 ثانياً((:12) )مثال(113) شكل
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2-- !ا-ا ة، ن:».

ii = ٨(-1)--8
351٤
 -، -أت#ً و ، ، د

-]1,4[ الفترة ب(

-+ "--إ;م م- 2 8
fi٨ = f@4)-73/i6

2 رء/،;ا
fa = ٨٢-2)-534

34٩s-;6-٨ إ-أ 2 28

(:13) مثال

 المنحنى وارسم المحلية القصوى النهايات أوجد

f(x)=3x-4x-24x+48x
 الحل

F"(r)=12,-12x-48x+48
= 12x(٤-١)-48(x-1)
=١2(٤-١)(-4)
-12(x-1)x-2)x+2)

 هيF(x)=0 عندما حرجة أعداد ثلاثة يوجد إذن

x=-2,1,2
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(-a,-2)٠ (-2,1). (1,2), (2,) ()I الفترات على  إشارة نبحث

(-a,-2)

-3

٣(-3)=
- 240<0

fمتناقصة 

(21)

0

R(0)=
48>0

٢

fمتزايدة 

 ,ا(2)
3
2

،;}2
21 ٨- <
2

fمتناقصة 

(2,a)

3

R(3)=
120>0

٢

fمتزايدة 

 الفترة
Xالمختارة 

٣(»)

٢(x)  إشارة
 النتيجة

 -ه-(2[ على ا-]2[ على ا]2[ على ا]2 )ه, على

f(1)=23:. هي محلية عظمى نهاية يوجد
f(-2)--112 هما محليتان صغريتان نهايتان ويوجد ،f(2)=16

 وإنما(0,0) الأصل بنقطة يمر حيث(114) شكل في مبين المنحنى بيان ورسم
 لأن(3-,2) الفترة في تقع عندهاx قيمة أخرى نقطة في محور يقطع

. ٨(-3)>0 ،f(-2)<0

(13) مثال(:114) شكل

y
- 24x2+4
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(5-3) تمارين

 وفتراتf للدالة المحلية القصوى القيم أوجد(24) إلى(1) من التمارين في
.y= f(x)  المنحنى بيان خطط ثم الدالة وتناقص تزايد

f()4x-3x (1)
f(»)-٣-8٤+1 (2)
f(»)= »x-40x+8 (3)
f(x)=2n +,-20x+1 (4)
f(x)=8x-7x-1 (5)
f()=19-8x-11x (6)
f(x)=6x-9x+5 (7)
f(x)=5-7x-4٤ (8)

٨(-)«٤s9)ء} )
f()-١0)-»(8)3م )
f()-wx-5)د ()
٨1١-)٤٩، (2)
f(x)=10r(x-1)% (13)

٨»-8-{5i (+)
٢( م-)«3+4 م3(5)

٨-)«( و,»(6
f()-17)4+2}6-٢)3شر )
٨»)-»4A (8)
٨»)-$A-9)4و )
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f(s)=(-2}(ع١+ ) (20)

f(»)-4(21) +م

f()- ٣(w-5) (22)

٨,).٧٧-4X = (23)
 ر2

 2م
٨1s)-, (24)

+2

 علىf لدالة المحلية القصوى القيم أوجد(34) إلى(25) من التمارين في
 توضيح مع متناقصة أو متزايدةf فيها التي الجزئية والفترات المعطاة الفترة

 بالرسم. المنحنى بيان
(25)f(x)=cos x+sinx , [0,2m]
(26)f(2ج(= cos x+sin2x , [0,2m]
(27)f()=cosx-sinx , [0.2m]
(28)f(r)=2cos x+ cos2x , [0,2m]

٠1 (29)f()=-٤-sinx , [0,2m]
2

»8-٠);٠ ;ج-ا» 222
f(x)=x+2cosx . [02n] (31)

f(x)=cot4 w+2cotx m و 5m، (32)
6'6

f(x)=2tan x-tanfx , _٦٦ (33)
3'3

f(x)- tanx-2sec
mT m.:(34) ا
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 الشروط تحقق التيf الدالة بيان ارسم(39) إلى(35) من التمارين في
 لك. المعطاة

R(3)-0 ، ٢(5) ، معرفة غير f5)=0، f3)=5 (35)
f(x)>0كان إذا x<3ولكن>5 أو f(x)<0عندما 

3<x<5

(0)=3(36)٢، f(0) ، f(-2)- f2)-4معرفة غير ، 
2)= r(2)=0)-٢، f()>0عندما x>2أو 

٠0<x<2 x<-2 أو f(x)<0 عندما ،-2<x<0

f(x)>0 ،a=0,±1,2,±3 0=(a) عندما٤ ، f(a)=a (37)
. قيم لجميع

، f(5)=-4 ، ٤(-5)=4 ، f(0)=0 (38)
٣(-5)= ٢(0)- ٢(5)-0

.0<x<5 F()<0 لما ، f(x)>0 >«ا5 لما

، ٨(-2)- f(2)--4، r(0)=3 (39)
٣(-2)- ٣(0)- ٣(2)-0

f(x)>0لما x>22<<0 أو،- 

٠0<x<2 x<-2 أو F(x)<0 لما
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٠$٠٥٩١٤٧٠١#١

. f f تناقص أو تزايد فترات لمعرفة  إشارة استعمال كيفية4-3 بند في درسنا
 التقعر تعريف ونورد الغرض لهذاf" إشارة نستخدم فسوف البند هذا في أما

 الانقلاب. نقطة تسمى جديدة حرجة ونقطة لأسفل أو لأعلى المنحنى تقعر وفترات

 )التقعر( تعريف:
I f مفتوحة فترة على للتفاضل قابلة  كانت إذا

: يكونf بيان فإن
.1 على متزايدةf إذا1 على لأعلى أ-مقعر
. ا على متناقصةf إذاI على لأسفل ب-مقعر

 إلى قيمة من يتزايد ،f المماس، وميل لأعلى مقعر منحنى(115) شكل ففي
 بالنسبةf' تغير معدل أن أي موجبة. قيمة إلى الصغرى النهاية عند صفر

. ٢(x)>0  أي موجباً، إلى
 من يتناقص ،f المماس، ميل ونرى لأسفل مقعر منحنى(116) شكل وفي
 تغير معدل أن أي سالبة. قيمة إلى الصغرى النهاية عند صفر إلى موجبة قيمة
f'R"(  <)ج0 أي ، سالباً يكون إلى بالنسبة

(116) شكل
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. الآتي الاختبار نورد ثم ومن
 التقعر اختبار

.1 مفتوحة فترة على للتفاضل قابلةT" كانت إذا

: يكون بيان فإن
.I f"(x)>0 على  عندما ا على لأعلى أ-مقعر

. I <F(x) على 0  عندما ا على لأسفل ب-مقعر

 أو لأسفل مقعر إلى لأعلى مقعر منf بيان عندها يتغير التي النقطة أما

" Point of In flection"  انقلاب نقطة فتسمى العكس

. الآتي الدقيق التعريف ذلك على ويبنى

,c)) النقطة تسمى f(c،) على gr f، انقلاب نقطة 

. الآتيان الشرطان تحقق إذا

.C  أ-f عند مستمرة

 بحيثC تحتوى(a,b) مفتوحة فترة يوجد

 ولأسفل(a )ت, على لأعلى مقعر المنحنى يكون

. العكس أو(c,b) على

 لا-

 فإن.c عند الأخرى هي مستمرة ،f استمرارية إلى بالإضافةf" كانت إذا

f()=0أن الممكن من أنه بالذهن يبقى أن يجب ولكن الانقلاب نقطة عند 

 الانقلاب، نقطة فلإيجاد ولذلك انقلاب. نقطة عند موجودة غيرf"(c) تكون،

 نختبر ثم موجودة. غيرf" عندها التي الأعداد وكذلكf" أصفار بايجاد نبدأ

 لا. أم انقلاب نقط هي كانت إذا ما لتعيين الأعداد هذه جميع
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 الثانية المشتقة اختبار

، c f تحتوى مفتوحة فترة على للتفاضل قابلة  كانت إذا

: فإنf()=0 وكان

. محلية عظمى نهايةf() فإنf(x)<0 ، كان إذا أ(

. محلية صغرى نهايةf() فانf"(x)>0 ، كان إذا ب(

 الثانية المشتقة اختبار يفشلF()=0 ، كان إذا ج(

 الأولى. المشتقة لاختبار العودة ويجب

: البرهان

,c)) عند المماس ميل يكون٢=)(0 كان فإذا أ( f(c)ًكان فإذا ، أنقيا 

 يكون ولذلك لأسفل مقعر يكون المنحنى فإنf"()=0 لذلك بالإضافة

 أسفل بأكمله المنحنى يقع بحيثc تحتوي(a,b) مفتوحة فترة هناك

 يوضح(117) وشكل محلية. عظمى نهاية هيf(c) أن وينتج المماسات

 ذلك.

 )ب(. الحالة يوضح(118) وشكل )ج( و )ب( إثبات يمكن بالمثل

e)إ٨ 

)-/

٢(e)-0 Y=٨(
٣()<0

(118) شكل(117) شكل
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(14) مثال
. بالرسم بيانها ووضحf للدالة المحلية القصوى القيم أوجد

[0.2m] f()=2(sin الفترة على ٤-sin »)+1
 الحل

f(x)= 2(cosx-2sin x-cosx)=2cos x1-2sin x)
٢"()=2(- si ٤h-2sin 8)+2eos »-2coss)

/sin x+2sin4 x-2cos4 x2 ا=
، f(x)=0 f عندما قيم هي  الحرجةل الأعداد

2cos x(-2sin x)=0
. 1COSX=0 . SInX=-

2

m -X ي٩ 2"2
m 5m

X٠6'6
،.3mm5mtm ,-,=X:. هى الحرجة الاعداد

6-266
 هي النقط هذه عندf"(x) وقيم

٢ ا--ج٠ إب/ ا-٣ -أم،«-اي٠ 6266
 لدينا أن نجد الثانية المشتقة اختبار ومن

٨ -ا"3/2 ملية: حطمى نهاية 6

6 )(،+2 سفة سى بيت

2 ا=ا"أ محلية: صغرى نهاية
f(3m/2)=-3 :  محلية صغرى نهاية
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 شكل المنحنى على نحصل بينها اختيارية نقط وبعض الحرجة النقط هذه بتوقيع

. (119)

2

1

-1
-2
-3

y= 2(sin ٤-sin" »)+1

(14) مثال(:119) شكل

(15) مثال

f(»)-2  ه3,+ كانت إذا
. المختلفة التقعر وفترات والصغرى العظمى النهايات أوجد أ

. الانقلاب نقط ب-أوجد
f  الدالة بيان جب=ارسم

 الحل
2 ١2- 4٢(x)=x3+-٨

3 3
_2 (+2r)

3 م23
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5 2
٨، 4- 4-f"(x)--x3+-x3

9 9
1

4 ٨3-1
9  ر٩ د

 حرجان عددان هناك أن نجدf(x) من

1 o2 أإ/-«٠

-1،3
9٦٦ /ب ابز;-، اي"م 2

-1  -ه_٥ا ا-
 و -ا
 ا-
F"(0)= ، موجودة غير

٠1•٠ -٠2 هى محلية صغرى نهاية يوجدX= :عند إن ٠٠٠٠٠

 ة{":}% /"؟ إم. ا ا-3١551
 الأولى. المشتقة اختبار سنطبق ، الثانية المشتقة اختبار يفشلx=0 عند ،

1،
-'42 أن نجد(0). النترة في ا=«٠ أ،إ الفترة فى'-=» باخيار

٣ ا =ا' موجبة٢(١) مرجية 4
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=)(/ وإنما تصوى قم يوجد لاx=0 عد الن

 أم،إ/ (وa.0) الفترات فيr)( إشارة ندرس التقعر ولبحث

2 أ د[إ،1

 الثلاثة الفترات فيx اختياريةل قيم باختبار فنجد
1

2 ند ا}--ا، في--«١ م -•

٤-(1=) موجبة

 أ ألإ+ ا سر بسد.
•2-4 ج-ا،ند0\ في ،:+

.1 4•• -أم مرمة

 أاج-ا لار سنر داننى

، x=1/2أن نجد ،(0,1) في 
٣/("2=) سالبة

(0,1) في لأسفل مقعر والمنحنى
 عند انقلاب نقط وللمنحنى

r"(r)=0
1

x3-1=0  أي

 لأعى. بعدها اننى بقر.3 أ سيتب شد يوجد::
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1 4

y-2٨3-  ق,

X

 مقعر المنحنى-(1,o)(o,0) على لأعلى مقعر المنحنى
x=0 =o عند  المماس ميل(0,1) على لأسفل

2 اتقي نفطة مي(1,3) صغى نهية اقي,إانار 23

(15) مثال:(120) شكل

(16) مثال

f(»)-5,2  دقر,د للدالة(15) مثال كرر

 الحل
-10 ا2 5f(ج )=x3+ x3

3 3
5 (2+x)
3

r(). 10. XX و10 دا + X
9 9

10 (-1)
5 م3
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0 -،2 هي الحرجة الأعداد أن نجدf(x) من

r"(-2)=  سالب أي،٣-(2-\0_)-=»2 عند
3(-2)3

٨-2)-3x23  ة4.8 هي محلية عظمى نهاية يوجد

f(0) عند x=0نلجاً. الثانية المشتقة اختبار يفشل ، موجودة غير 

.x=0 f(x) وبعيد قبيل  إشارة نبحث حيث الأولى المشتقة لاختبار

1-33 ء إ'ذ سد؟
r()-3 ء35 ٠31 -ام5= مرب

 هيX=0 عند محلية صغرى نهاية يوجد إن

R(0)=0
 ،نجدX=0 عند المماس وميل

lim f(x)=  سالد
X-0

lim موجب f(x)=

 القر، ولصبهن موجودًةRo)=0+=0 د ندني لمنتى ن أي
f"(x)=0 =y=6،x عند يوجد أن نلاحظ ١ عند أي ، انقلاب نقطة

 لأسفل مقعر المنحنى ،f"(-1=) سالب ،-(a,0) الفترة وفي

2- لأسل مقعر المنى ،r اإ-[ ،سالب(0,1) القرة في ،

 لأعلى مقعر المنحنى ،f(2=) موجب ،(o,1) الفترة في ،
(.121) شكل في موضحf الدالة وبيان
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-5

(-2,4.8)

4 -3 -2 -1

(١,6)

2

y= ٨3(5+x)

X

(00) عند ناب

-(2,4.8) عند: محلية عظمى نهاية

(1,6) عند انقلاب نقطة

16 مثال:(121) شكل
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(5-4) تمارين

 اختبار باستخدام المحلية القصوى القيم أوجد(33) إلى(1) من التمارين في
 وأوجد لأسفل والتقعر لأعلى التقعر فترات عين. ممكنا كان إذا الثانية المشتقة

. الدالة ا· الانقلاب.ا نقط  ا.• رسم.

f(r)= , +10x2 +25x1 (١)
f()-2٣-6x (2)
R(x)= ٣ -د1 (3)

٨(-«٢-١} (4)

fw)=8x -2x (5)
f(»)-3x-4x+2 (6)
f(»)=15x -25, (7)
f()=2-,3 (8)

f(»)- ٨-4x+8 (9)
f(»)= ,-2,+x (10)
٨(r)- ٣'(3x+10) (11)

(٨-)«٩٤(١-٠ (12)

f()= x(3x-5)(13) د

f()=R3x+2 (14)

٨»)-844٩, (15)

٨=)«6 ر+د (16)

2 2f(x)=x16-x (١7)

f(x)= x9- (18) م
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. [0,2m]  الفترة على معرفة الدوال(24) حتى(19) التمارين في

f(x)= cosx+sinx (19)
f(x)=cosx-sinx (20)

1 .f(x)= (١-2sinx) (21)
2

f(x)=cos x(1+sin x) (22)
f(x)=2x+4cos2x (23)
f(x)-2cosx+ cos2x (24)
f(x)=2tan x+ tan4x (25)
f(x)=secx- tanx (26)

X m m٨٠١-ee- ، p22 ا;ج-أ 22
m 5m٥»(-٨o2+١3أ &otx:28ا،"/) )6 6

mT m٨٠)-2tn٢-tan9:-",6(٢ (/ت؟ 3
mT m٢(١-)١an٤-2see» ( (/ت,-ا30:
4 4

٨)23-3٤ (31)[

(2-1)
N, ٤٦+١ (32)K X-1
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(122) شكل في موضحةy=±+cosx المعادلة منحنى(33)

. المحلية القصوى القيم أوجد-x<2m>2 الفترة في

(34) تمرين:(123) شكل (33) تمرين(122) شكل

-.3 =y المعادلة منحنى(34) x-sin x2 في(.123) شكل في موضح--

 القصوى القيم الثانية، المشتقة اختبار باستعمال أوجد،-]2m,2m[ الفترة

. المحلية

 ولأسفل لأعلى التقعر فترات ثم ومنf لبيان الانقلاب نقط عين

»10-+(=)6/١ر
f(x)-10 ٨ لرو0 ب-

٢(-)«5 قر(+٨ +ا9x ج-

(35)

 الانقلاب. ونقط القصوى القيم أوجد(36)

٨(=)٥ia(٣-7»+3) , [0,6]

287



 المنحنيات رسم5-5 بند
=y) المعادلة منحنى أي ،f دالة بيان تخطيط إن f(xخواص يوضح 

 الدالة سلوك بها نرى سهلة بطريقة ويمدنا واضحة غير تكون قد التي الدالة هذه
 وقد الدالة. تناقص أو تزايد ومناطق المحلية القصوى والقيم التقعر مثل كيفيا

 دالة. بيان لتخطيط مختلفة عديدة أفكار السابقة البنود في شرحنا

 أخرى. إضافية نقط ونعرف الأفكار هذه هنا نلخص وسوف
 منحنى. تخطيط عن نتبعها الإرشادات من مجموعة في ذلك فنبلور

:y= f()  متق

(Dم٢ نطاق -أوجد١( 
. أسفله أو محور أعلى المنحنى وجود مناطق -عين2

x ، وقيم I()>0 x تكون التي f(x)<0 قيم أي  تكون التي

. وجد إن الاستمرارية عدم وصنف أوجد-3

 المحورين. مع المنحنى تقاطع أوجد-4

،{x: f(x)=0} X هي  محور مع التقاطع نقط

f(0) , وجدت إذا(0 f(0)) y هي  محور مع التقاطع نقط

 كانت وإذاy المحور حول متماثلة الدالة تكون زوجية دالةf كانت -إذا5

 للمستقيم )بالنسبة الأصل لنقطة بالنسبة متماثل الدالة بيان كان فردية

(y= ٢ أ، y=٢

 التيX قيم بإيجاد وذلك المحلية. الحرجة والقيم الحرجة الأعداد -أوجد6

 المشتقة اختبار استخدام ثم موجودة غيرf(x) أوf(x)=0 عندها

 القصوى. القيم لتصنيف الأولى

 للمنحنى. ناب أو أركان هناك كان إذا ما عين
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. ولأسفل لأعلى المنحنى تقعر ومناطق الانقلاب نقط -أوجد7
 فيكون أمكن. كلما الثانية المشتقة اختبار واستعمالf)( بإيجاد وذلك

. (w)<0 f"()>0 عندما ولأسفل  عندما لأعلى مقعر المنحنى
f"(x) عند مستمرةf كانت إذا ،cعند إشارتها تغير cفإن 
((c, f(c)انقلاب. نقطة هي 

fTx)=L lim كان إذا-8 f(x)=L im أو1
K-0م- X-c

 أفقي تقاربي خط هوy=L فإن
lin إذا f(x) lim أو I(x)

X>a
}

X>a

· راسي تقاربي خط هوX=a -فإنo أوo هي

 كثير وله دائما وأملس مستمر بيانها فيبدو الحدود. كثيرات هي الدوال أبسط من

 نقطة أو محلية قصوى قيمة يعين حرج عدد وكل السفلى. والنقط العليا النقط من

 الدرجة من الحدود كثير كان إذا(n-1) هي عادة المنحنى طيات وعدد انقلاب
n.فمثلا 

n=2

n=3

٢٦
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 {ة

 با



n=4

\٠
B

،٢٥٨١

a,bر 
' B

/8A\
A

a,b

A

n=7

٠٠٨/\,
n-  =ا لأسفل المقعرة المناطق عدد+ لأعلى المقعرة المناطق عدد

n-2=  الحرجة النقاط عدد

 فيكون بعضها على الحرجة النقاط بعض تنطبق قد ولكن

n-1>  المناطق عدد

n-2>  الحرجة النقاط عدد
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X
g اقه-) مس الكرية والدالة ، «(s، 4صفر لكل يكون خود كثيري 

hlx
 (يx) درجة كانت وإذا رأسي. تقاربي حط ،x=٥ مثل ،h(x) أصفار من

1im فإنh(x) لدرجة مساوية f(x)=L، المستقيم y=Lخط هو 
X-0

 أفقي. تقاربي

(17) مثال
 مر

، f =f بيان وخطط ناقش 4-٨3
 الحل

,،- -2,0,2 الحرجة الأعداد ،f(x)-D م نوجد(2,1,8
(2-x) (2+x)

(-a,-2) (-2,0)
 إ-

(0,2)
 إ-

(2,)  الفترة
f  إشارة

%#; X

 ييه، إ;بهي
(124) شكل
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Dم = R-{-2,2} D,=(-a,-2)(-2,2)u(2,a) أي
(124) شكل في المظللة هي المنحنى وجود وأماكن

x=2 رأسيان تقاربيان خطان ويوجد ،x=-2رأسيان بخطان يمثلان 

(.124) بالشكل كما متقاطعان

lim f(x)=-١
X-c

 أفقي تقاربي خط هوy ا-= أي

. مستمرة الدالةx=+2 عند ماعدا(3

x=0 ، f(x)=-0 ، ٢ المحور مع التقاطع نقط(4

f(0)-0 ، x=0 y عند  المحور مع التقاطع نقط

. فقط(0,0) عند المحورين يقطع المنحنى

.y f المحور حول متماثل بيانها زوجية دالة ،٤(-x)- f(x) (5

(r(»-  ٤-32h١-324ي
(٨- {م

_2نإو-م+متأ
(٨-،}

8x

(٨- {م
f(x)=0عند x=0.. x=0حرج. عدد 
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 الموضحة الفترات في الدالة وتناقص تزايد فترات نختبر

 -,ه-(2)(2,0-)(0.2)(,2) الفترة
 ا- إ٤' إشارة

f . مدر متناقصة متناقصة متزايدة الدة"· النتيجة

)+( إلى)-( منx=0 عندx)f) إشارة تتغير
 محلية. صغرى نهايةf(0) إذن

(7٤-8e-إ٢- 
(٩-٤)

(4-٢44٤
(٨ م-٣

 ثمتإم_ إم=
(٨ م-٣

٣(»)=

(4 {شم- من٤" إشارة وتدد دائماً موجب البسط

(a,-2-)(2,2-)(,2) الفترة
 إ٣" إشارة

 لأسفل لأعلى لأسفل التقعر
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 أن وحيث عندها مستمرة غيرf لأن2 -أو2 عند انقلاب نقط يوجد ولا

 ، محلية صغرى نهاية نقطة هيx=0 أن يؤكد فهذا ،f(0 "ب)

(2s ٨-(o شك في كما يصبح المنى وبيان.4

،

·٠

 ا2
Xا 

=yا 
4-٨2}

}+ ٨-2

 م
X

(17) مثال(:125) شكل

f  بيان وخطط ناقش(:18) مثال

٨,-  لأ2٣
5x+6ر- 

 الحل
 الحقيقية الأعداد جميع هوD م..(x-3(x-2 المقام=) النطاق:(1

X=3 ،x=2  ماعدا
(2,3) الفترة في سالب والمقام=.0 مادا دائماً موجب البسط المدى:(2

.(-a,2)l(3,a)  الفترة في وموجب
f(x) على موجبة (o,3). إذن (a,2-)، على وموجبة(2,3) على سالبة

f  ذلك. عدا ما ومستمرة3 ،2 عند نهائية لا استمرارية عدم لها3)
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=0 هيf(x)-0 عندK محور مع التقاطع نقط(4
=y عندy محور مع التقاطع ونقط f(0)=0 ،x=0يقطع المنحنى 

 فقط.(0,0) عند المحورين
f  نقطة حول ولاy حول متماثلة غير ولذلك فردية ولا زوجية ليست5)

 الأصل.
(5x+6}-2x(2x-5"-١)٣ .)ر

X =  ت#منا
10x+12-2x +5x-2«2 شع

 -ثم(s +د6{
(5x+12-2)4٣ _أ

 م(s +د6{ لأ

(6

12- 5• حرجة كنقط=X=0x، على نحصلf(x)=0 بوضع
f(3)) لأن حرجة ليست=x=2، 3 أما ، f(2موجودتان. غير 

 تزايد مناطق على نحصل المختلفة الفترات فيx مناسبةل قيمة باختيار
 الآتي بالجدول كما الدالة وتناقص

(0,2) ,ه(0) 5· اا '٢5 ن (3 )ه,  الفترة

 متناقصة

-}

 متزايدة

٢

 متزايدة

٤' إشارة
 متناقصة ا متناقصة اf النتيجة

f ونهاية ، f(0)-0 الأولى المشتقة اختبار ومن ،  محلية صغرى نهاية لها

 -[جم8 منة نى
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 أن، إثبات يمكنك(7

 -ر-م4٤+-١٨٢ أعي
}oع s)شم- 

 الثالثة الدرجة معادلة حل يلزمناf"(x)=0 المعادلة ولحل

5, -18x4 +36=0
 حقيقي حل المعادلة لهذه أن نعلم إننا إلا الحالية المرحلة في صعب أمر وهذا
 عند وكذلك(2.35-,50.4) عند انقلاب نقطة يوجد أيxE2.35 عند

x=-1.2 ،xE2.5

 الأفقية، التقاربية الخطوط لإيجاد(8
. 2٣l1m =2

45x+6٤±٥ ر

y=2  أفقي تقاربي خط يوجد إذن
 فهي الرأسية التقاربية الخطوط أما

 بي. ب د يهب مم]لى"م ايد بيعة لصر من
y=2، ،عندما 

R)=2
2r 2
5x+6-4ر 

2 2X'=٤-5-+6
6

X=
5

5- أ«؟/ لقع ننه ن اي
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y

2٣ 6
[= 5x+6-4ر 

4

 ا١
 إلي<

١١

.2.3s  ا2

-3 -2

-48

-50.4

0 1  ا3

.4١-48)

X

(18) مثال(:126) شكل

 المائلة التقاربية الخطوط

(Dx) كان إذا ،N(x) ، f(x)- N(x)/D(xبحيث حدود كثيرا 
 خط له يكونf بيان فإن ،1 بمقدارDx) درجة من أكبرN() درجة
=y مائل تقاربي mxc، بيان بين الرأسية المسافة أن أي fالمستقيم وهذا 
 نستعمل القاعدة، هذه ولبرهان±.o منX اقتربت كلما0 من يقترب

 الشكل. علىf)( عن للتعبيرx)D) تقسيمN(x) المطولة القسمة
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N/x +m"٤)r xا e"؟ »(. ،

Dx) D(x)
، ١a () ()r أن لدرجة)( من أقل درجة ذو  حيث

(D(xمرا 

T'٤٠ ١(٨
» D(x)

.-o o أو =y من اقتربت كلما mx+c f(x) من  تقترب وبالتالي

(:19) مثال
،f  لبيا التقاربية الخطوط اوجد

٨.٨ 3
«3 +1

 الحل
 المقام أفقية، تقاربية خطوط يوجد لا المقام، درجة من أعلى البسط درجة

 نجد القسمة وبإجراء رأسية تقاربية خطوط يوجد لا ينعدم، ولا دائما موجب

٨()_3'+3x-3x
 م

 ب:،٠
-3xf()=3x-

X -+1

 ولكن
. -3xlim0=م 

٢-»+o ٤ -]

y=3x :. هو مائل تقاربي خط يوجد
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(:20) مثال

، f  بيان وارسم ناقش
f(x) فر 2X 6x-7

 الحل
 تم

f٢(-(«+6j»-1
X=-7[= عند عدا ما مستمرة الدالة ،xلا استمرارية عدم يوجد حيث 

 أن نجد الدالة إشارة وبحث نهائية.

(-a,-7)
-8

 سالة

(-7,0)

-1

-
 موجبة

(0,1)
1
 و

 سالة

(1 )ه,

2

-}

 موجبة

 الفترة

 للاختبارx نختار

f(»)  إشارة
٢ النتيجة

 المقام. درجة< البسط درجة لأن أفقية تقاربية خطوط يوجد لا
x--7 ،x=1  عند رأسيان تقاربيان خطان يوجد

 أن، وبما
2

RT-)- -6x+7xK ٢٢
6x-7+4ع 

 م٠-6 +شد7x ج
[[ د

2-٥ -+6x-7
 مائل، تقاربي خط يوجد إذن

y=٢-6
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 أن إثبات الآن نستطيع

 -ءء٢إم" ، )?ا
 م( ،6-«٦{

 وعندماX=0 عند حرجة نقط يوجد

12x-21=0+4م 

-124 44ا,84
 حك

2

=±6 75/م

=1.6, -13.6

٠ يكفى لذلك  و. ى.. ء. ا لتحدددf ة اشا نحث لذلك لقيم ر· لقصو

٤f' إشارة -المختارةx الفترة ٠ أ النتحة  لا•.

--( -,ه13.6)  متزايدة{-20

(-13.6,-7)-  متناقصة8

 متناقصة1-(7,0-)

 متناقصة0.5(0.1)

 متناقصة1.5(1,1.6)

 متزايدة-10(1.6 )ه,

 موجبة. العوامل باقي لأن +ر12x-21 المقدار إشارة بحث

، f-13.6)=-27.3 x=-13.6 هي  عند محلية عظمى نهاية توجد أن، نجد

. f(1.6)e0.8 x=1.6 هي  عند محلية صغرى نهاية توجد
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(.127) شكل في هو كما الدالة بيان يتضح سبق مما

 م
y=

 م7-6+4

 عر

X-16 -14 -12 -10 -8!-6
 سي

١  ر5
 ا--10

٢
 ر]

 إيتاي..
(20) مثال(:127) شكل

 ملاحظتين، إضافة ويمكننا

x=0(10 عندها المماس ميل انقلاب نقطة هي قصوى قيمة ليست.
 عندماy=٢-6 التقاربي خطه يقطع المنحنى(2

٨ا =(٢-6)
6x-7+4م 

(6x-7+(م w-6م-) 
43x+42-3م =

42 ٥977K--  ح٠
43

(0.977,5.023) النقطة عند أي

301



(21) مثال
، gr(I)  وارسم ناقش

f(w)=48-3,
h الدالتين بياني ارسم ثم ، gحيث 

٨-« ,33ة ،g(»)=4 -ثر3 اد
 الحل

f(x)= x(4-3x) ، أن حيث R f على مستمرة  الدالة

fاء./، القرن عنى وسالبة ا0, )إ الفترة عنى موجبة (a,033' -وبيان'
 أيX=0 عندy والمحورX=0,٢= عندX المحور يقطع الدالة ء4.

- أم;أً،٠) بنك ير

٣(»)-12x-12x
٣"(»)= 24x-36x%

x=1،x=0 f(x)=0 عند
٣(1)=-12 ، r(0)=0 ،

 محلية عظمى نهاية تناظر(l,1) النقطة..

22- لإ[إم ،٨-(١١-24 ف٢-0 عد ما

 ميل إنقلاب نقطة هي وإنما حرجة نقطة ليست وهي إشارتها تتغير لاf أي
.0 عندها المماس

 -أ(.128) شكل في الرسم تقاربية. خطوط أي يوجد ولا
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(21) مثال(:128) شكل

 ا فيها التي الفترة علىI(x) نفسها هيg()=/4x-3x الدالة

33 اءلإأ النرعن عنى ولكن ا-ى٨=٢ لأن اo4 ا ى أي موجة
 لبيان انعكاس هو8 بيان فيكونg ا=٨--f سالبةf فإن ,ه-(0[

 -ب(.128) شكل في واضح هو كماx للمحور بالنسبة

h٨(x) [«@N,=(٤)h ونطاق h الواقع في هي  -)دإ قر3وترو, الدالة
4 ء ء

٠3.٠ ب• فبيان لذلك.x>0-< نطاقها أن أيf(x)>0 تجعل التيX قيم هو

٠٠٠٠٠4}٠٠٠٠٠٠١ )»(hوقيم ا.0 اً. الفترة في فقط يقع )(h٠3 لقيم التربيعية الجذور هي-

(fTxجب(.128) شكل المناظرة- 
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(5-5) تمارين

. f  الدالة بيان وارسم ناقش(24) إلى )ا( من يلي فيما

 ك{6-٨)+±٤

«2-1

X-1f( ٤ م=)
X 1

(2)

(4)

n.3-8
X ٤+2

K -,م24
 +%م1

(١)

(3)

-=)«(»3٧ و,3,/(6) ٨»-2s42ء+ (s

A.٠ 2-5X = (8) R(4٠ اxx, 2 (7)
X+3 X -4x/3

2

 ر
-X-4٢-4

(10) ٨(٤(-)٤/)-٩, (9)fx =
X+1

x٨-(-)« {م (12) ٨\٨) +5X = (11)r
A,) 2x-6xx, 2 (14) R»)= ٣/(x+1) (13)

X -x-12

٨(»)-4-٣\(w+3) (16) (  ر
x-32 -شر

(15)fx =
x-2

٨  ر
x-6-شم 

(18) ٨A. -28+14٢-24(x)= 2 7f =
X+1 x +2x
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R.,) +4x 2 (20) ٨ -ا،.-3 x, 2 (19)
X -4 X-1

2 ٨-(3٨-6/3٤ رد(2 x, 2 n 2٤-2x-4 =(٤ ر 5 (21

X -9 ٢+٢-12

R\.٨)٠ +2X = (24) f()= X-1ا X-1 (23)٢-١ X-1
، f ( الدالة بيان وارسم القصوى القيم عين(25

0 ,x<1

3(w-١)> ,1<x<3

٢(٤)-/-7٣+54٤-87 ,3<x<5

8(6-٨) ,5<x<6

0 ,x>6

 وخطط الانقلاب ونقط القصوى القيم أوجد(31) إلى(26) من التمارين في

.f  بيان

٣٢ X2 رx (27)
»

(26)٢(Xر 
(w+2)% (2x-1)>

٨(=)« م4 (29) ٨(). 38X = (28)
X +1  م1+3

Rw)8a ,3  مم2
(31) f(x)- (30)

8x 22 x

(44) إلى(32) منf بيان خطط
2 2

٨  ر
X-٢-6

(33) 6-٢+2xم(. X = (32)fx= 2 «2 +3x+2X -2x-3
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R() 3x 2 (35) R -4x/ 2 (34)
X +2x-3 4-٤

٨(-)«٣+6 -د7/ (37) f(»)-٣2 +6x-7 (36)

٨(-)«٤6٨-} (39) (7f (3s٨ (-)ء٣+6 -د
R»)=6,-2ا » (41) f(٤)- 8+2x- ٣ ا (40)

f(x)-2+/cosx (43) ٨ ا=)«3+8 ا (42)

f(x)=1- sin ا x (44)

. f  لبيان التقاربية الخطوط جميع عين(50) إلى(45) من التمارين في

o «»-44 x9X-9 -ء»(5١)

٨ 3ا/-«»٨8-4«» 9-xx-3

3٠8٢٨٠ ا«٨ ٤/د3 روء! }

1-٨4 -شم9
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