
 عشر الحادي الباب

 المتجهات

 والهندسة )كالغيربا" الرياضيات فها نطق الني المجالات من كثير في نحتاج

 على أملة نضرب ، واتجاه كم على تحديدها في تعتمد اشبا" دراسة الى وغبرها]

 التي المتجهات سندرس الباب هذا في+•• الخ ، والغرة ، والتسارع ، بالسرعة ذلك

• واتجاها كما تملك التي الاشيا" هذه على لتدل نستخدمها

 نغسه الوقت وفي المتجهات لتغدم الجبري الاسلوب الباب هذا في سنعنمد

 ولكن ، ذلك أمكن ما ، عليه نعرفها التي وللعمليات له هندسيا تفسيرا نعطي

• الغضا' في احدابة انظمة بتقديم سنبدأ

 من )نسه الثلاثة الإبعاد يR? الغضا، في النقاط نعيين أن نسنطيع حنى

• R  في اشي احد نظام الى الرجوع الي نحتاج فاننا اللائي( الغضا· وصاعدا الآن

 النظام مانسميسه هو اولها ، القبيل هذا من انظمة ثلاثة سنقدم الند هذا في

 اضافة ه التلاشي الغضا في المتعامد( اشي الاحد النظام )أو الديكارتي اشي الاحد

 لهما سنحتاج اخربن اشين احد نظامين ايفا سندرس استعمالا الأكر النظام هذا الي

• ات متغير بعدة انات للاقتر اسا در اثنا"

R3الحلا· الفضاء في المتعامد اثي الاحد النظام )أ( )النظا 

 سكرنR' الثلاثي الغضا" في المتعامد اشي الاحد النظام ان

 هي الي القضاء هذا مقاط لتعيين مرجعا

a مرنة) ثلاثا، عن عبارة , b, c)النظام هذا في سنغرض لذا ه الحغقبة الاعداد من 

 وتلقي متعامدان( منها اعتبن كل أن )أي ببنها فيما متعامدة مستقيمات ثلاثة

 باسم المتعامدة المسقيمات هذه تتعرف ه الأمل نقطة هي مشركة نقطة في لاشتها

 كما المحاور هذه نرسم عندما٠ ة ومحور لا ومحورX محور وتمثل الاحداثية المحاور

 ببنما الكنتاب مشحة مسوى في يقعان2 ومحورy محور أن نتمور}111) شكل في

 بسميه الوضع هذا وفي ه اتجاهنا في المستوى هذا علي عموديا يخرج« محور

 الى يشهر اليمنى اليد في السبابة اصع جعلت اذا انك ذلك ، اليمنى اليد نظام
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٩٠

٤

 لا

(11٠1) شكل

7٦

 ن

}11٠2) شكل

 الوسطى الاصع وx لمحور الموجب الاتجاه

 فانy لمحور الموجب الاجاه الى يشبر

 الاتجاه الى سيشبر اليسى اليد ابهام

 رسم اعدنا١ ا أما ةء لمحور الموجب

« محون مكاني وبدلنا اشي الاحد النظام

 اليسر اليد نظام على فنحصلY ومحور

٠(١11٠2) شكل )انظر

 النظام هذا في الثلاثة المحاور ان

 ه احداثية مستويات لاة بدورها تحدك

،y محورا فيه بقع الذي فالمستوى Xهو 

 مسوى واخراy٢ مسترى هو ،ةy محورا فيه يقع الذي ،والمستوىXy مسترى

Z' محور بحوي الذي المستوى هو2: ، xقسم الاحداثية المستويات هه ه 

 هو الاول والثمن ، بالثمن منها واحك كل بعرف اقسام شمانة الىR? الغضا·

 ، موجه احداثياتها جميع التي القاط بضم الذيR3 الفضاء من الجز" ذلك

 الباقية السعة الأثمان لترتيب عليا متفق اتاعدة توجد ولا

 النظام الى بالرجوعR? العلائي الغضا؟ في عنصرا(a ,ط,c) افرض

 التي النقطة حقيقيا( خطا عتبره )الذيx محىر على نضع ، الديكارني اشي الاحد

3 محسور على عموديا النقطة بهذه بمر الذيTT, المستوى ونرسمa العدد تقابل

 ط العدد تقابل التي النقطةy محور على ونع ،(y اشي الاحد للمسوى موازيا )اي

 يوازي أنه )ايy محور على عموديا النقطة بهذه يمر الذيT], المستوى ونرسم

 المستو ونرسمC العدف نقابل التي القطة ة محور على نقع اخيرا ء(2 مسترى

,TTأي ة محور على عموديا بها سمر الذي( 

 المستويات تلنقي ه(2y للمستو موازيا

 واحدة نقطة في٠TT,TT,٠TT, الحلاجة

Pاشيائها احد نكون c ،b ،aونكتبها 

(c,ط, P(a، (.11.3) الشكل انظر

(11.3) شكل
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 بها تمر التي المستويات ورسمناP بالنقطة دأا اذا ، الآخر بالاتجاه

، P c للنقطة ،b ، a  اشات الاحد على فنحصل الثلاثة اشيية الاحد المحاور وتعامد

• P (a,b,c) النقطة بمثل الذي  المرتب الشلاي أي

(R>  في نقطتين بين )المساقة(11.1) مبرهنة

d(P) المسافة ان ,Qة,, النقطتين ببن,( P(x, 0Y,»,ة,( Q(X,,Y:هي 

a(P,q)=٧(x,-x,)+٧y٨-٧),٩+(z,-21١)م٠٠٠٠( 
 ي» و السطوح متوازي ترسم٠(11.4) الشكل في,P القطان تظهر: البرهان

(11٠4) الشكل في مين هو كما فيه متقابلين رأسين,P تكون الذي

P المثلث أن بما Sفان اوبة المز قاعم :
 ن يد أ

= PS + sgP٥

 أن نجدPRS الزاوية القاكم الملت قي كذلك
 ج2 ب2

PS = PR + RS

 ب2 سب[ ،ه
P0 = PR +RS +Sg

: أن بسهولة نرى(11٠4) الشكل ومن

 أنن أي

s أد g  )مة-,ة(,RS ج رب
x)2 ب22 (٥-٧ م ,FR = (y٥-Y,)

 لإ

 ج

P 0

 إلى
(11.4 شكل)

: علي نحصل وبذلك

2٥٦(x (٥-٣ م +(y»-Y ( )م(+2 م-,

a(P,0) : أن اي

، 0(6,-2,-3),P(4,-5,3)  النقطتين ببين المسافة احسب(11٠1) مثل
 ب

: أن لنجد}١) القانون نستخدم: الحل
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a(2١-١١-5١)-٤,٥١-٨٧م 5)ج٠٤'+t3-٢-3١١٩
-٧٩٠و٠ة٤ ء٧٩و ء٩

R(-1,3,1)) النقاط أي(11.2) مثل ,0(2,1,3) , P(-3,0,2اقرب 

0(0,0,0) الاصل نقطة الى

 اللامة الابعا نحسب عندما الحل

a(8,o)-٥١-2+)قرمو-]لا(٥-٥١+ 
-٧و+٠٥٠٤-٧٦5

o١-3)٥١7٠-1)+٥١ د٥.٧5 آر,oه« 

=٧٩٠٦٠٩-٧١٩
a«R,01+)07-3)ر ]ء0 +ر -o  ر

=٧١45+٦ د٧٦

0 الأمل نقطة الى الأقرب هىR النقطة أن نجد

 المنتصف( اقطة )قاعدة(11.2) مبرهنة

 منتصف نقطة ان ،Q(x,,y٥ ة,P(x,,Y,(5 )م,م النقطتين افرض
x,42,+٦٧,٧5ر ,

PG )K المستقيمة القطعة  -و٠ ),و النقطة هي

 اخذا(11.5 الشكل) في ،R(a,h,c) هي المنتصف نقطة افرض: البرهان
،

(y5,0) النقاط ,P,(x,,Y,,0,R,(a,b,0) ,0,(xمساقط هي التي٥ 

.y ,R,g المستوى في التوالي على P

 للقطعة المنتصف نقطة هيH م أن بما

,P م المستقيمة  قهي ىY مستوى في9
x,و Y,'٧3

R)}{ القطة 1-٢2٢2 أ

x ,R اخيها احد R النقطة تشارك  ولكن
x,+و 

a = y، رو لذلك  اشيها احد وكذلك
 ولا",لا
 النقطة شاشية جهة من ءb و=

S 0 ,S العمودية القطعة منتصف
2 وة+ 2--" -ا يساوىz احداثها ولذلك

 ب...•
 ر

 ولا

(11٠5 عكل)

 وهو
 ة+٦ و

، R c للنقطة2 اي الاحد نغس = .  تم أن أي
2,«0 و ولا,لا٦,42 و

2٠202 ب}بز ر

 القطة على بذلك حصلة
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 المستقيمة القطعة منتمف نقطة جدP(2,4,-5(,2,3,-4)٠٥) افرض(11.3 مثل)

، Po

: فانPg القطعة منتصف نقطة هيR(x,Y ,ه ا)ة اذ  الحل

3 + (-5) • ه2 أن أي ح مد==-1
2+44+ (-2) ٦ عشيو==2٤ =ي={ ٢ ه2٢2

• R(3,1,-1)

: الأسطواني الإحداثي النظام )ب(

 جديد اشي احد ظام لتعريف المستوى في القطية اثبات الاحد نظام من نستفيد

 النقطة كانت قاذا ،R? التلاشي الفضاء في اشي الاحد النظام في معطاةP(x,y )ة,

 المرتب بالثلاثي الاسطوانية احداثياتها نعرف قاناP د الغضا في الديكارتي

(r,6,z)، وهنا r,8(التي(11٠6 شكل) )انظر2, للنقطة القطبيان اخيان الاحد 

 حيث ،Xy المستوى علىp مسقط هي

P r»0 وتحتفظ٠2٢٠0364

• النظاميين كلا في ة الشالث اشي بالاحد

 الديكارتيه اشات الاحد ببن والعلاقة

}x,y, a)انية الاسطي اشات والاحد 

: هيR° فيP للنقطة(r,6 )ة,

2=٥,y=rsinB , X=rcos6 ٠٠٠٠٠٠٠٠ (2)
(11٠6) عكل

٥=٢٤

• على القوانببن هذه من ونحصل

tane=± , r= #y7(w+ ر7 ( لم0 عندما
X

(3)

P P(5,,3) اشيات احد جد• الاسطوانية اشات بالأحد  افرض(11.4) مثل

 ، الديكارتية

٨ r=5,=٠ وz=3 ,  أن تجد(2) القانون باستخدام8

x r cosB 5 cosو٥-= 

Y rsin e 5 s5مذ-= 
2 = 3

 هنا: الحل

• الديكارتي التطام فيP{0,5,3) النغطة فهي
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P افرض(11.5) P(1,1,-2 اتبات احد جد ، الديكارتية اشات بالاحد  )لا مثل

• الاسطوامية

 أن ،نجد2-=2 ,لاy=1,x=1 حث(3) القوانين الى نلجا هنا: الحل

r -٦١ر٧ = ٧x +y

ta1-±٨ أ٠٦tan J8
4X

-2٧52

٢ )P -,ج,22) النقطة فبي  اني الاسطو اشي الاحد النظام في2

: الكروي اي الاحد النظام )ج(

 ا فاف.R العلائي القضاء قاط لتعيين نستخدمه ثالث احداثي نظام هذا

(P( ,y, zفان ، الديكارتي اي الاحد النظام بدلالة ومعطاة الاصل نقطة عن تختلف 

 القطعة طول ؟ وهنا٠(٢,6)@, المرتب العلائي يعطيها الكرويةP احداشيات

P ,P مسقط هي التي X,y,0) e لانغطة الثاني القطبي اشي الاحد ،oF  المستقيمة

 يصعبا التي الزاوية قياس هو@ وأخيرا٠((11.7) شكل )انظرxy المستو في
2

 معP,0 بالنقطتين المار المستقيم

 قيم نقيد ه2 لمحور الموجب الإئجاه

: التالية بالمتاينات اثيات الاحد هذه

٠0٤6٤3,0٤632m,g20
 الكروية اشباتها احد فتكون الامل نقطة أما

 جب
 ولا

٢««,9,٤١
{٢,٥,6١

٢,Gx,9, ٣ اه

. (0,e,@) (11.7) شكل مرتب ثلاثي اي عن عبارة

,x,y) الديكارتية اميات الاحد على نحصل أن نسنطيع z)لنقطة R9 P في

 }و11٠7 شكل) من بسهولة تشع التي التالة القوانين بواسطة الكروية اهاتها احد من

=gcoss1n@ .٠٠٠٠(4)2=Pcos@ ,y = gsln6sin@ ,

 اعانها احد منP لنقطة الكروية اعبات الاحد التالية القوانين تعطيتا بيينما

: (x,y,z)  الديكارة

-e,±' م ٦2٠ر7ا=....(5١ uan٥s'$, (x#0٩٥١١4 ه=١ x
 اثباتها احد معP لنقطة الاسطوانية اشيات الاحد تربط التالية القوانين ، اخبرا و

• الكرويبة
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2 =Pcos6 , o= e, r = sing م

x3 ج+3=4 +y4الكروية اشات الاحد باستخدام 

(6)

 المعادلة اكتب}11.6 مثل)

x بالصيغة المعادلة نكتب عندما: الحل +y2 + (z-2)  المر اكمال بعد4=
•٠٦٣٠

,C(0,0 مركزها) كرة سطح المعادلة رسم أن ماشرة نلاحظ ،42-2  ونصف2

 الصيغة نأخذ المعادلة أن جد(4) القوانين وباستخدام•2 يساوي قطرها

٩ -4gcos9
P-4cos 6) = oآن اي (ج :

 المعادلة على نحمل لذلك ، الكرة على نقطة لكل ع#0 لكن

P = 4cos@

• الكروية اعبات بالاحد

 ل٠٠-٠٢ ، سمها هو ،ما الديكارتبة اشات بالاحد٢=2secg المعادلة اكتب(11.7 مثل{

 =م2sec6 فخ= :نكب الحك

 ؟cos٥=2 المعادلة على فنحصل

: a أن أي = 2

'R عمارة فهو ،2=2 حبه (X,y,2} في  ثلسم هذه النقاط كل مجموعة المعادلة

(.2,0,0 النقطة) في ة محور ويقطع لاy المستو يوازي الذي المستوى عن

(1٠1 تمارين)

{ , P  النقطتين بين البعد جد4-1 من التماربن في

0(-4٠3,4),P(0,1,0) (2)

٥(-1٠1٠-1٠١P(1,-1,1) (4)

٥(12,-15,16) ,P(0,0,0) ()

0(10,3,-1) ,P(1,1,5) (3)

 وpG المستقيمة للقطعة المنتصف نقطة جد8-5 من التمارين في

0(6,3,8) , P(-4,9,2) {6) ٥(-9,11,2) , P(1,-7,0١ (5)

0(2,-4,6) , P(-1,3,-5) (7)0(5,-10,20),P(-5,10,-20)(8)

 ونمفC(-1,1-1 مركزها) التي الكرة معادلة الديكارنية احيات بالاحد اكتب}9)

.5 قطرها

 مقابلان رأسان وله اخية الاحد المحاور ازي تتو سطوح متوازي اضلاع(10)
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• ارسمه ثم الأخرى الستة رو"وسه جد ء٧,-(131)٧(٦1-12) ٠ ,١ 1٢١2،.

 بعدها يساويg(1,-3,7) النقطة عن بعدها التيy محور علىP النقطة جد(11)

R(5,7,-5)  النقطة عن

R(1,-3,2)) الثلاث النقاط ،f اخبت(12) , 0(-1,7,-2),P(3,-1,6نؤلف 
 ل=

 ؟ المثلث هذا في الوتر هو ما ه اوبة الز قائم مثلث رؤوس

٠٠+٠ من ارين في المعطاة للنقاط الاسطوانية اليات الاحد اكب18-13 النتما،:

 الديكارئية اعانها باحد

(1,0 ,0)

(1,1,2)

(15)

(18)

»5, ,٤ا-1١
(2٧3,2-,5 ر

{14)

(17) (-1,1,4) (16)

(2٧2,2,-2١(13١

٠=٦ من ارين ف اثباتها باحد المعطاة للنقاط الكروية اشيات الاحد اكب24-19 الخما، ة

٢1٠-1,٧)
(1,٧, o)

٢21)

(24)

٧,١1٠1 ر
 ,ة(4١,٧3

(20)

(23)

: الديكاربة

(1,1,٥) (19)

 -,3لا-(1,2()22)
 بدلالة الاحداشيية النظم بأحد المعطاة النقاط اكنب29-25 من ا، التمار قى
= لو3

: الآخرين النظامين

 الكروي النظام في(4

 اني الاسطو النظام في(3

2٢ رج
١ 3 ' 3

٥3٦٢ ر 4

(26 الكروى) النظام (في44إ1 ر
١ 4' 4

(28 اني) الاسطو النظام (في1,0-,3)

(25)

(27)

(1o,5? •٢3٦ اني الاسطو النظام (في29)(3

 ونمف مركزها جد م كرة هو المعادلة رسم أن اشبت32-30 من التمارين في

: الكروية اشات بالاح، وكذلك امية الاسطو اثبات بالأحد معادلتها واكتب ، قطرها

2x +2y4+2z2-3y-4z = ٥ (31) x3 +y4+z-2x+2y-2z-6=0 (30)

(32)+y٩+24-10y-16z+80 =0

 الغضا· في المتاية أو المعادلة رسم على تعرف44-33 من التمارين في

: R'  الثلاثي

6 د± (35) Xy٦ = 0 (34) Xy = 0 (33)6
٦٩+y٩ +z2>1 (38) 4 -م cos g (37) r = 4cos 6 (36)
6 = 0 (41) 1<y2+٦3 <4 (40) 3P١2=0(39) -"ي
r? = cos 28 (44) y° ٠-8x = 0 (43) z٩-y0(42) =ق
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2 المتجهات(11.2)
،

 ن ثمp! القضا" في للمتجهات الجري التعريف بنقدبم البد هذا نبدأ

 هذه افق وبر ،F المستوى في المحبات بتعريف يزودنا فيه مناسبا تعديلا أن

٠ p  ق الفضاء في لها هندسي تقسبر المتجهات عن نعطيها التي المعلومات

(11.3 تعريف)
 بد

a امجموعة{ من يتالف٧ المنتجي الغماء )أ( ,b,c):a,b,c eRوتخضع{) 

 التاليتين للعملينبن عنامرها

b0, ,ط,,c فاذا,: اسات جمع(1١ هذه %),(a,ر a)في عنصران 
 يلي كما المتجهي مجموعهما نعرفه فاننا المجموعة

(a, , b,٠,)+(aو ،bو٠ %)-(a,+a b,+b، ر (٠ ج°,°
a) اذا: )عدد( بقياسي متجه فرب(2) ,h,cقياسي,&٧ ر في (عنصر 

» د

• أنه على ضربهما فنعرف حقيقي( عدد )أى

a(a ,b,c) = ( a ه , ,b ه (c يه

 اذا متجها، بساطه {أو ثلاثيا متجها آ المتجهي الغضا" في عتر كل نسمي )ب(
،

• للالتباس( مجال هنالك مكن لم

,a,b) اذا c)الأعداد نسمي ، متجه b, aالمتجه هذا مركبات ,ت •

,h) الاسلوب متجه كتابة في ومعتمد c=)الأحرف أحد باستخدام لا ,ه u,٧,wمع 

=O) المتجه هو صفر والمتجه ، اسفله خط (0,0, • اصفار مركبائه جميع الذي0
٥ د

,a )م الأر ,h,،C)=٧، ,°(a ،b)=تساوى عندما =ل٣ نكتب٠٤ 

 تكنب أننا كما٠ رط=رذ,ت=م< ،3 =و عندمارة أي ، المتناظرة مركاتبما

,a و,c )م١ فاف٠-(1)٧ -لعني ,b)إ,)و؟,و,و= y= (aعملية نعرف فانتنا 

 بأنه٧,u طرح

-y = u + (-y) = (a-٩,b ( رط-م٠ م°-,°

 بدل(a,b{ المرتبة الأزواج كل مجموعة اخذنا اذا٠(11،3) التعريف في

 فانا}2-)(1) الجبريتين للعمليتين عامرها اخضعتا و المرمة اللاشيات مجموعة

2 بساطة )أو نائيا منجها فيه عنصر أي ونسميV المنجبي الفضاء تعريف على نحصل ٢٠--٠٠-·٣

• منجها}

-547-

(5)



,a, أن افرض b)eV)الثنائي المتجه نطابن ان نستطيع ه (a,b)مع 

,a,b) الثلاثي المنحه  ذلك يكون )عندما نعامل أن الاسلوب بهذا نتمكن لكي(0

W.V الغضا مناسبا( " ·2- الغضا من جزئي كقضاء •

 اساس على فقط الثلاثية الدمتجهات بدراسة نقوم الباب هذا من تقى فيما

 تلك في الا ايضا الحناكية المجهات على تسري نذكرها التي المعلومات جمبع أن

• لذلك مربح نفي قبها ببرد التي الحالات

3u افرق(dم111.8 y+y وكذلك (2,6,1-)-١3,-3,-1٧٠١=y جد٠

: هو +لاy الجمع منتجه ، اولا: الحل

(-2,6,1)+ (3,-3,-1)
(-2١3,6-3,1-1)

٧+٦

= (1,3,0)

 فهو3u المتجه أما

(3»-2,3x6,3x1)3(-2,6,1)3u

= (-6,18,3)

,a,b) المتجه عن هندسيا نعبر c)=الغضا° في R3ما غطة نختار بأن 

P(x ه )ه, ,Yالنقطة نعين ثم (c+ة,٥ a,Y+ b+P,(x(11•.8 الشكل{ )انظر٥)

(PF, ( بكتابة ذلك على وندل P, P الي  ج من تتجه التي المستقيمة القطعة ونعنتر

 القطع ان إ للمتجه هندسيا مملا

، a,6; ،FP}  المتجهة المستقيمة
•1 جميعها (لها11.8) الشكل في pز

 ،ولذلك نفسه والاتجاه ، نغسه الطول

 هندسيا ممثلا منها واحدة كل نعتر

 ؟٤٠0٠2,0,44)

·'Pt٠٠٣٠١ -أة,و­ج

 +"ه لا
,a,b للمتجه) c)[=م"-، من ءونمين 

R
 نل التي المتجهة المستقيمة القطع ببن

%

 للمتجه هندسا ممثلا منها واحدة كل

(11٠8) الشكل بنقطة تبدا الني القطعة لك ، ا

,O(0,0{ الأمل  المستقيمة القطعة على فنطلق ،P(a,b,c) بالنقطة ونتنتي0

 عملية تتم ، هندسياy=(a,b,c٠) للمتجه الموضع مته اسم فز المتجهة
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,u=(a), المتجهين جمع ،b, , C,»و .)و°،و y= (aالممل اولا نرسم بأن 

P,B ,P ر الهندسي الممحل نبدا ( نهايته ومن((1.9) شكل u EB للمتجه 1 الهندسي ٢-

 ع

٦

(11٠9) الشكل

}11٠10) الشكل

 لا

PB د y، و المتجه القطعة فتكون  للمتجه

. +اy المجموع لمتجه هندسيا مملة

1٠ للمتجه هندسيا ممثلاB 6ج افرض
uاذا٠ aالصفر عن يخلف قياسي 

 ا المتجه ممل ان نستطع فانا

 طولها متجهة مستقيمة بقطعة هندسيا

 د
، PP  م طو في& ضرب حاصل يساوي

 ض
 وعكس >ه١0 انP ىP, اتجاه نغس ولها

 الشكل انظر ،٩<0 عندماBF; ااه

٠ (11٠10)

·u=(1,2,-3)  افرض(11.9 مثل)

y - 2y ، جد y=(-4,0,٦)

-2٧=-2(-4,0,1)

 أولا نجد الحل

(8,0,-2)

: على لتحمل نطرح ثم

- 2y=٧+ (-2٧)=(1,2,-3)+(8,0  ا ند ا«د(2-

=(9,2,-5)

P,y٥,20) افرض(11٠10) مثل (x٠ )م%,٥,P,(x,0Yالغضا· في نقطتين R3، جد 

 فان ل للمتجه مندسي ممثل

yيمحله الذي ,PPهندسيا •
« (a,b, ,PP )ت افرض = أن ،بما٧

 المتجه

 الحل

(c+b,4٥+a,Y٥+x٧ م٠ لا٨٢٠ (=)مة٥)
a+x3 =م٥
b+Yلا٥,= 
c+ة٦٥,= 

: أن بعني هذا

20 -مa'y٥=٦-x: على ونحصل b٧-C1 «ه يكون وبذلك٤٨٠
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•٧=- -م(٣٥٠٧ -م٧٥٠٩ -م2٥)

 بأنه( لإي )وبكتهy مقباس .نعرف=(a,b,c) افرض(11,4) تعريف
،

 لا٤١=٧٥7+64+>
٣ ةo٣ متجه ممن يخلف الذيu للمتجه هندسي ممل ز >م٢ ا فان ه المر

,P النقطنبن ببين البعد يساوي لإملالا لا فان ±لا١=0 Pالمقباس اذا٠ 

 الالا1 اذا وحدة مجه ب أن نقول ، صحح ايضا والعكس ، الصغر مننجه
 ،د

 المساواة على بسهولة نحمل ، ه والقياسي=(a ,ذ,c) المتجه افرض

٧٧١٩ ١٧١٩١ لا ·٠٠٠٠٠٠٠ م(6)

 ]اه] ، لالالا ،جد٩-=٥,2-(=0,2,2٧3) افرض}11.11 مثل)
،

 أن نرى ا مقياس تعريف من: الحل

 لا٧١=٧٤٥١٥٠١٥٧٥١٥٠ ٦١٥\
-١٢ ٥٤٥١٠و

= ١١٦6 = 4

٧٩2٧

: على تحمل}6) القانون نستخدم وعندما

 \ها١ ب٨ -إ=2(\٥١
83

٧ , U u أن نقول ، الصفر مجه عن يختلفان منجبين٧ ر  افرض(11.5) تعريف
 د وادد

 لهما٦ ثإ, يكون الحالة هذه في« لا=٩y بحيث٩ قياسيا وجدبا اذا متوازيان

 عندما بالاتجاه ويتعاكسان لإد،0 اذا نغسه الاتجاه متجه نعتي م»4(

. u  مجه لكل موازيا0 الصفر

v=(-4,6,-2)) المتجهين أن أشبت(11٠12) مثل , u-  ازيان منو3,1-,2)
 د

• بالاتجاه متعاكسان

 نكثب أن الحل:يمكنتا

y=(-4,6,-2)=-2(2,-3,1)

 لذلك٩-=2<0 .أن وبما متوازيانy, لذلك -=ه،2 حيث٩u=y أن أي

 بالاتجاه متعاكسانy ر ثإ

·1 يساري قياسه} لا0# Ilu-- أن )لاحظ ط المتجه ان هu م#0 افرض - لا
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 أن نجد(6) قانون من الواقع في ه اجاهه وله ب بوازي

=  -اw{ر /٢ف-/-ا١٧١ أ±ر ا٦٧
 الوحدة منتنجه على ليدل إ] سنكتب فصاعدا الآن من٠< ل= ر0 أن ملاحظة مع

 ن٢ لا١
1u  اتجاه نغس له الذي
-•١ إذ=

 الاتجاه في بعاكسه وآخر -(=ل1,2,1) اتصاه له وحدة متجه (جد11٠13 مثل)

 لتجد مقياس تحسب: الحل

 [ا]=٧-٥٧٥١١١٦١١٥٠١٥١١٠
 المتجه ونأخذذ

;# (-1٠2٠1١u =ri T أ =u

 وحدة م,ا-مجه[-=-(121) بينما ، ا اتجاه له وحدة متجه هو الدي
'٠=

y  اتجاه يعاكس ولكنه ايضا

 ج للمنجهأه

k=(٥,٥,) ,i=٢٥,1,0) ,±=(1,0,0)

 الإحداثية المحاور لأحد الموجب الاتجاه له وحدة متجه منها واحد فكل ، خاصة اهمة

}11٠11 الشكل) انظر ، اشيية الاحد الوحدة مننجهات باسم تنعرف فبي ولذا ، الثلاث

y =(a ,b,c)  متجه أي كذلك

• بالصيغة نكته أن مستطيع

y=(a,b,c)=a(1,0,0)+b(0,1,0)+c(0,0,t)

ai + b] + ck
،2

 بالمتجهات خطي تجميع شكل على وهي

٠i±. الجلات ،  ذ
(11٠11 الكل)

u =2i-4]+ 7k  (افرض11٠14) مثل

 ، اولا الحل

2y k +ز٧y=2i-3 جد٠+

2u = 2(2i-47ز+ k)ي 

14k4 -إ8 +ز

 فان ولذلك

2u+٧=(414لإ8 +ز- k)+(21-3ز+ k)د ، 
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17k9-61 +ز= »

 +±=لا2k]-2 المتجه اتجاه له الذي الوحدة متجه (جد11٠15 مثل)

: آن بما الحل

١٤ لا٩٧١٥٠١٥١٦٠ ٦١٦-(-٧و-3

 أن فنجد

U uت
iir م " (2i-2k+٤)م ه و •

22.1. k+ان33- ي-1 -[ميب- 

• u  اشجاه له الذي الوحدة متجه هو

}11٠2 تمارين)

 التالية الخصائص من كلا تحقق المتجهات جمع عملية أن اشبت(1)

U(٢ ر +٧=٦+uتبد} ...(-
 د

(u +٧) + w ( +١٨+(٧ د«( ب w)٥  ة( )جه»

u )ج( +O =  الجمعي( )الحاد د٧

0٧ )د( + {-u)الجمعي( )النذلير 

: u+ ٧ جد7-2 من المارين في

٧=-(3,2,0) =إ,(3-,%1,13)

٧=(1,4,1) ,٧٣ (6,-2,3](5)

y=1+j-2k,u=4j-2k (7)
، ، ، »

y=(0,1,1) ,u=(1,0٠1) (2)

y= (5,3,0) , u= {-4,-1,2)(4)
 د

y k +ز2-3±= , y2-1ي= i+k (6)

: PP,  الهندسي ممله الذي لا المتجه جد11-8 من التمارين في

P,(1,0,3) ,P٥02,-1,3) (9) P,(1,-2,3) , P٠41,-2,0) (8)
P,(6,0,-3) ,P٥(-1,3,2) (10)(P٥44,4,-4)(11,(3,-3,3)-٥ م

2u،u-٠٧3u +4٧ u بد  من كلا جد17-12 من التمارين في

y=(14,1) u=(5,-12,4)(12),(6-,2,8-)=٧ هد ه(13)(3,6-,2)=٧,

y=1+k, -i= ب (15) د ي[ y=(0,6,7),u= {3,2,-1)(14)
٧=i-2j+7k,u=6i+k  ي د ،k(16)+ +لإk,u=1 +زy=2±-3 ي(17)

2 لاتجاه ا يعاكسه وأخرy انجاه له وحدة متجه جد20-18 من التمارين في
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u 6k) د ، ،k -لا2+21= (19) u=(-1 4 (20)=2 -لا4 +ز18)(3-
 د د ب4

y=22ز-لإ+ k

z=-21+2j+4k ,
، ،

u k -لأ +ز2=
، ، ،

٣= 34 - 3i+6k
: افر (21)

 ؟ الاتجاه في تتعاكس ؟ نغسه الاتجاه لها ؟ متوازية المتجهات هذه اي

i-4j+4k=ه y، حتى٩ قيمة جد u =3 : افرض اوk- ز+إ (22)

• ازبن متوy م ا بكون

•2 بساوي ومقياسه لا+±=k]-2 المتجه اتجاه له الذي المتنه جدد(23)

•2 يساوي سنهما كل ومقياس لا=2k]+3 للمتجه الموازيين المتجهين جد(24)

 الفاس( )الهرب اخلي الد الشرب )3،11(

 وهنالك ،a إ المتجه على لنحمل لا متجه مع ه قياسيا ترب كيف نعرف

 علي التد هذا في ستعرف ،y, ا متجهين ضرب عملة لاجرا اسلوبان

• التالي الند في الآخر ندرس بنما احدهما

=٠y )و؟,و«, ،٧=(a,,b,,G }افرض{11٠6) تعريف (aاخلي الد الضرب نعرف 
 ه

: القانون بواسطة لا.ت( )ونكتهy,± للمتجهين القاسي( )أو

(2,1,3).(-3,1,4)=-6-1+12

(2,-1,3)٠(-1,1,1)=-2-1+3
5

0

(7)

(٢)٢11٠16) مثل
 ا

 )ب(

.y=a, ٩ و + b, -cc+ وط - 1 2

(2k -د1 )ج( = (1 (.)ز+٤-2 +ز1-2+0
 كد

 اخلي( الد القرب )خواص(11.7) مبرهنة
 د

 يحقق اخلي الد الضرب قان ، ه والقياسي٧٢٣•! المتجهات افرض

٠٧uu )ب( يلا ي.=٨٤ لا١١٩) .٧

(٩ y) ٠y=٩(u .y)(=})00 )د .uد 

٧•}٧+w) =٧٠٧+u  ، ، ،ي«(٠٣ ه(

 اخلي، الد الضرب لعريف المباشر بالاستخدام يتم الخصائص هذه جميع اهات البرهان
 د

• الباقية الخصاص اشات للقاري نترك بينما {ه( باثبات هنا وسنكتفي
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y= (a, ,b, ,c,) ، افرض y= (a =w، و رط, ، إ% (a  ي <، ر °،وط،3 ا

: يبلي ما نجد عئن

٧+٤= (a, ،b ( و٠ +)و° و(, و« و°,
= (a a+ و ( وb3°+°0+ و رط،

: ولذلك،قان

,b )°+و 0b,+b3)+S,(c+و( aر a, (a=(٧+٣)لا٠ 

= (a, (b,b54°,%5" و + (a,aو 'b,b3+°,° ( و
=U٠٦ + Uم٠ w

(٧+ w)  جد(11٠17 مثل)
 ، د

، u=(-2,3,1) V(7,4,5) عندما لا

٠ w=(1,-5, 2)

: من نحسبكلا: الحل

u  د(7٠4,5)٠(2,3,1-)=٠٧

=-14+12+5

= 3

٧ي٠٣-(=2,3,1)٠(1-,5,2)

=-2-15+2 = -15

 يكون ولذلك

u ٠(y+)=u٠٧+ u٠ w

3-15

-12

0 ريب ء P, y أن أفرض• المفر متجه عن يختلاان ,  إ المتجهين أن افرض(٦1.8 تعريف)
 ، ، د

 المتجهين من الزاوية نعرف ،y لدتجه الموضع متجه08 و و م! للمتجه الموضع متجه ب ء د

 بين المحصورةe الزاوية بانهاy ±و

;b6 المستقيمين, ،oPالمتباينة وتحقق 

٠(11٠12) الشكل انظر ،0٤63٦

 لا المثلث في التمام جيب قانون نطق وعندما

: على نحصلP,P0 و

 لا٥٤;٠٥E;"-2/5E;/15١3 ;ة»o ه»
(11٠12 شكل)

 ع'63١,١٤
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cose١٧-٧٨٩-١٤٧٩+١٤٢٩-2٧٥٨١٧٧ : آن أي

: نكب(11,7) مبرهنة في )أ( الخاصية وباستخدام

cose(y-لا٠-(٧)=٨( u٨]+'٧٨-2١٧٢٧٧٧
 ن.٥-2٤ ي٠٧ لا+٠٧=±]٨٩+٧٩٧-٤١/cosa٧٧٧2 أن: آي

: النحو علي نكها أن نسطع النني

ose>٤١١٩-2٥٠٧]+٤٧٩-٧٤١٩٠٧٧٥٩-2١٤ لا\٧٨[
2 القاعدة علي منها ونحصل

١٤l cose٧l(8) لا٠ لا= لا

 نحو: على(8) القاعدة نكتب فانا الجر متجه عن ختلإن ،لا لا وعندما
cos =. س==6 IEFI ي""٠"٠٠٠٠(9١ [vI١٤7 لآ

e المتجهين بين w=(3,4,0),y=(1,2,2) الزاوية (جد11٠18) مثل
،

: من كلا نجد اولا: الحل

١ إ٧ إلا=٧٠٩٤٤٥٧ -و3

sلا٤ لا=٧و٠٦٥٠6-٧25 ء 
٧ق٠٧(=1()3)+(2()4(+)2()0)=11

: على نحمل(8) القاعدة نستخدم وعندما

11 = (3)(5) cose

-1 c أو هء-هs ام}( s ه  أي ه لمم-

y عندما متعامدين٧ =  لا المتتجهان (يكون11.9) تعريف عني هذا ،.0
،

 عندما .للاy=0 فان #لاgy اذا اما هu متجه كل عامد9 الصغر مجه أن

. e=-% cose=0 اي
y و٠٠1 ،i-3k ه٤+2= y=32لأ +ز- k  المتجهان ليكون< قيمة جد(11٠19 مثل)

 ي

. متعامدين

: عندما متعامدينy+ ا المتجهان يكون: الحل

O =u٠٧= 3e-3

٩٠=1 أن يعني وهذا
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 شوارتز( )متباينة(11٠10) مبرهنة
 و

 المتاينة يحققان٧»u متجهين أي

 إ٧٠٧١٤ لا٤٧٢٧٧
: لنكب(8) القانرن نسخدم: البرهان
،

\eose١ لا٠٧١/-٧٧١٧٧٧
= ١٧١٧٧١ /cose\

<١٤٧ ا٧١ ([cos a] ٤1 ( ن9

• المتجهات مقاس بشأن التالية السهامة الخاصة نرهن أن الآن نستطع

} المثلية )المتاينة(11٠1 مبرهنة)
 د

 المتاينة يحققانy' ا منجهبن أي

 لا٤+٤١ ا<٧٤ll لا+٧
: نحسب بأن نبدأ: البرهان

٧ ا٧ي+٧٧٩ (u+٧),(u+٧)
،

u ٠u + 2U٠٧+٧٧٠  ن بي

١٤١٩+2٤٠٧+١٧/
< لا٤٧٩+24٢١٧٧'٢٧١

( +/ا/٧١٩

 المتباينة على نحل للطرفين التربعي الجذر تأخذ وعندما

٨ ا٥+٤١٤٤٨+٨٧٧

,a,b) المتجه أفرض c)الاجاه زوايا ان الصفر متجه عن يختلق ا 

 اثة الاحد الوحدة ومتجهاتy المتجه مبين الزوايا هيu للمتجه٧ م٤<,

cos8 المقادير» ونسمي• التوالي على و،±± , cos,cosجد±ع٧ 

 ملى تحصل(8) القانون وباستخدام• لا للمتجه الاتجاه

b  ن.1

 لاu لاcos ه

cos8لا٧١ 
ll cos gلا 
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: نكتب أن عندئذ ونستطيع

(11)٠٠٠٠٠٠٠.(cosa, cOs8 , osإ(٧ u=[لا 
 على نحصلu المتجه مقياس نأخذ وعندما

syةeم٠=d6s{٠so ١ ا٤٧=٧٧٩
: أن نجد وبذلك

(12)٠٠٥٠٠٠٠٥Tcosa+ cos+ cos?8
 الصيغة ياخذ(11) فان وحدة متجهy اذا اما

٧ = (cos<, cos ، م cos ( لا

-،٠٦T  ة الاتجاه زوايا له الذيU الوحدة متجه (جد11.20 مثل)

 _ج23
3

: هى الحالة هذه في ت] المتجه ان: الحل

٠ دم4 به 4

U = (cosa, cos , م cos٧)

2 ,ج
 د

3cos % , cos
1
 ج،

(cos 23
٧z٨1  ق

2 ٠ 2

 هي:(COMP,y )ونكتهاg م س المتجه امتداد علىy ت المتجه (مركبة11٠12) تعريف
 ا»

coMR,y = cosa إلإدلا

 ·ونسمي 'لا المجن بين الراويةo حيث

' لآإ٢»CoNRy ي٠٠٠٠٠٠٠٠١٧(3١ ٦-٧

2 المتجه

(COMP u، ٤-

 أن لاحظ.PRO],y بالرمز اختصارا عليه وندلy على مسقط

u ٧٠

٧ .Dيy 
COMP لان]cose لا٧ ا٨٧٧١٧٢: فأن ولذلك u٧-

(u .U) U
٦٢-

٠٧=23+3 =،ر31+2 -زk أن افرض(11٠21) مثل
 ،« د

PRO u

PROJ uمن مد±د ،COMP u٢-

 نحسب! الحل
V

u .U = u.
-٧=١ إ٦١

coMR,u

((3)(2)+(2)(0) +  -لم((3)(1-)
 -لث
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PR0ت u
٤- «cowP ) U,

٠3 - 1  جهة جا ا2 ي ء ديد
96 .
13k13 'ذ

LL1.3)تمارين 
 د

 نحسب والآن

 لا أم متعامدين كانا اذا فيما واد،كرu.٧ احسب6-1 من ن التمار في
·٠-• ي_يا٣

٦، ,2 3 ٧=(1,-1,1)(2)  سد ه(1)(3-,2-,1-)=٧,(6-,2,8)=٧

V 4 +21 u = i- k (4١ y=٤-3i+k٠٧=24+3i-4k(3)
(3,0,4) د7 u= (12,0,-5) (6) y=(3,-2,4) ,u=(4,-3,-2) (5)

 صورة ابسط في الناتج جد10-7 من التمارين في

٧٠(٧-u) + u٠(u+٧)
 لا ،

(8) (3u .v}- (u٠2v)
(7) د ، د

(u -٧)٠w+٧٠(w+u) (9)
« د ،

٧٠(٧+2٣) +(2u-y)٠(٧+ 2w)-2u٠(٧+ 2w) (10)
،

: إ للمتجه الاتجاه تمام وجيوب الاتجاه زوايا جد15-٠٠1٦ التمار في ٠٠٠-+٠ من لين

3k+25±+6=(13) لا y=123-4ذ+ k (12) u=24±+6i+9k (1٦)

k2=(15) د ي +ز-لإ y=3لذ- k (14)

:٧١ u  المنجبين بن الزاوية جد19-16 من التمارين في

٧=(2,-3,1) , ٧=  ن(3,1,9-)

y=63لإ2 -ز- k,u= « ودi+k+ ز (19) ٧=(6,2,0),u= (5,3,-2)
(18) د

(17) ٧=i+23ز- k ,u =3±- k(16) -ز2
 «د،

= المتجهان ليكونx قيمة جد(20) (x,1,2 (y= (3,4,)  متعامدين,

y=± +k,21)إ=±+[ من كل على عموديا يكون وحدة متجه جد )

y,x٧(=1,٦-,2)=٧ قمتي جد ه يكون لكي(,٧,x,1) (22) أن افرض

y , uالا٧ لا= لا٤] د متعامدين 

 وقطره مكعب ضلع سبن المحصورة الزاوية قاس جد}23{

- ه, الاتجاه زوايا له لا المتجه اذا(24 u ( للمتجه الاتجاه زوايا هي فما ج

PROJ v٦- COMF,y احسب28-25 من التمارين في

٧=(-1,-2,2)

٧=(-2,1,3)

u

a

(3,3,4)

(1,-2,1)

(26) v

(28) v
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 المتجهي )4٠11٢الضرب
 الثلاثية المتجهات على تجرى التي المجي الضرب عملية الد هذا في نقدم

 اخلي الد الضرب عملية بعكس ، فقط

 المتجهي الرب فان٧= وة(,b ,ر0 )م ، =لا(a,,b,,c )م١ ذ١(11.13 تعريف)

: المتجه هو إ(y )ونكنه لهما

x y= (b,% ,b5%- و 0 aو °,-,% ,a,b- ab,)  د(٠٠٠٠٠٠٠4(٦

 هو المتجهي الضرب ناتج قان قياسي ناتجها اخلي الد الضرب عملية فببنما

X مركبات على الحصول ولتبسيط ، مثلجة yج للمحدد ممالا الشالي المخطط نستخدم لا 

kذ i

b م/ء م· K٠٠(15)b,a,i+م,ء a,1 ,٧a=ux١ م« ,ى-
a وط 6a ج ر 52ba° و  و

, y= (-1,-3,1) y عندما ل لا (1-,٧,2(=٦ احسب(11٠22 مثل)

[. نحد(15) :باستخدام الحل  ن.

kذ i

uX إ-1-31 7

12

-3
I٢i+١-1'2 :ا ن 2 k1 - - م

i+ k

, عندماuXy احسب(٦1٠23 مثل) u=(1,1,0)٧=(1,٥,-1)

kذ ±
01ux٧-١1
-٦0

 نستخدم الحسل على لنحصل(15)

 :ا-/إ::ا'٠٠ ا٠/٠
i -k+-ذ =

 منها كل برمان ه التالة المرهة في المتجهي الضرب خصائص أهم نلخص

 "ها1 اجر للقاري ونترك مباشرة التعريف نستخدم حسابات عتم،

·٥ &م والقياسببن صفرية غير٤ لا,, إ المتجهات نغرض يلي فيما(11٠14) مبرهنة

 متوازيانY مإم إذا وفقط اذاXY=9± )ب(
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u x (٧+w} =u٧٧+u  دد ر(٤٧ د}

٧٠(ux v)=٠,٥u٠(ux ٧)=0(  و ،( و

u) )ج( xy٩ (م=(x46y(٥)ه 

 ا٧«٧=']٤ أ٧٩٧٧٩-١٧ ي٠٧١("٥١
Xy إ من كل على عمودبا بكونy,4· المتجه أن تقول )و( الخاصية

y  باتجاه بوشر الوسطى والاصع لا باتجاه يؤشر اليمنى اليد في السامه جعلنا فاذا

u1 X yنولف 

 لا+ي

٧
 ن

Y , X المتجهات أن أي ،٧ y  باتجاه سنؤشر الابهام فان

(.11٠13 الشكل) في كما ، اليمنى اليد نظام

: نكتب أن فتمكنتا )ه( الخاصة أما

٧٤٧٩١٧١١+-٧٠٧ د)

cose٢٧uلأ±ا٢٧١-٢٧٧٧ 
(Y\ (1-cose١ ا±

sina١u٧'٢٧٧
: علي نحمل ارمن للمقد التربيعي الجذر ناخذ وعندما

 لا٧٧٧٧

(11٠13 الشكل) sine ٠٠٠٠٠٠٠٠ (16١h٧ x y٧=٨u  إ٧٧ لا

 نأخذ (،16) القانون هندسببا نفسر لكي٠y ا, المتجهين بين الزاويةB حيث

;BPللمتجه هندسا ممعلا yوناخذ ;BB6 أن ولنغرض لا للمتجه سندسب معلا

[١Y فان(11٠14 الشكل) الى بالرجوع ه بينهما اوبة الر sine[يساري لاإ 

• (11٠14 الشكل)

 القطعان فيه الذي الاضلاع ازى متر مساحة

,P P , PPمتجاوران ضلعان •

 الذي المثلث مساحة احسب(11.24 مثل)
 د

،P{4,-3,1)  الغاط رؤوسه

(٠P,(6 ·2 (ر1,2,2)4,7-,

,PP, المثلث مساحة: الحل Pتساوي 

 فيبه الذي الاضلاع ازي متر مساحة تصف

»3p",3p٧ أن فرضا فاذا ، متجاوران فلعان، yه٩٥ هاتين يقابلان ، -

 وبذلك٠y=(-3,5,1)٧٠(=1,6-,2) فان التوالي على المتجهين الخطعتين

: هي المثلث مساجة لكون
٦ sineا٢٧١ Y٢A= 1

 خ لا٤٣٧١١
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ki ز
-162

-3 5 1

٩g4٨{=٧561+ ٥٥ا ٧14io-إي- 

 ولكن

: فان ولذلك

-31-20i+7ku X ٧

 للمتجهات لاش ا اخلبي الد الغرب يسمى لا٠(٣٧x) ار المقد ان

,(a,,b,,c)=رط,ر٧,%(' a)=٧',%(b3، ر a)=حسابات وباجرا" ،٣ 
: أن نرى مباشرة

,a ,ذ ,ى
c٥b(٧x ٣) =\a u ر

 وa وط وه

b ٥° و a - ربا ء و a ,b و
b  و

+e,
 وط

a,
 و°a و و°a و

٧x) العدد فان هنفسيا w)فيه الذي رج ما١١ متوازي حجم باوي إ 

٠}1٦٠15 الشكل) في كما فيه متجاورة اضلاع ثلاثة تكونW,y,u المتجهات

}11٠15 الشكل)

[٣٧x[تساوي قاعدته فمساحة بينما 

: يساوي ارنقاعه

x لا٠(٧] ٤)u
,3C]2}[ ت= ا=  ا/ ءي٤/-l'٠ ا±دإ"٦٤857

y)=0 كان1 اذ .(yxازي منى حجم فان٣ 

 والتفسير ه صفرا يساوي عندئذ السطوح

• y  الشلامث المتجهات بأن لذلك الهندسي

y' yالعكس ه فسه المستوى في تشترك 

 ولذلكw,y المتجهان فيه بقع الذي المستوى يعامدyXy لأن ، صحيح ايضا

٣»y0 أن أي يإ، على عمودي=(٣yx)لا٠ •

(11.4) تمارين

: ux ٧ جد6-1 من التمارين في

v=(0,0,3) ,u=(1,-2,0)(2)

٧= (6,-3,5), u= (3,-4,2) (4)

٧= (-1,-٦,3), u=(2,4,6)(6)

y= (1,-٦,0),٧=(1,1,0) (1١
،

٧=(1,0,1) , u=(3,-7,0)١3)

٧=(2,-3,5) ,y=(3,-1,-٦) (5)
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kx±=i ، ixk=٤ , ±x ٥اk= ز : من كلا اشت (7)

 صورة اسط في ار المقد احسب15-8 من التمارين في

±.(ixk) (10) )ز-(x )ث-ز(١9) (i+1)x(±-8)ز( )

(i- ( ز x[( k)x- ز (i+5k)] (15)

(xi).(ixk) (12) ز(11)

(5k)  -ز()ز-±(]k)]x +ز(14)

(2i-k) x ( ()ز313-٤) (±xi) xkي 

٥٠,P  من التماربن في مساحة احسب19-16 المثلث

P307,-2,4) (3,4-,2),2 م (3,1,7)P٥ م (16)

2 ر00,0,1١ ٠ +,10,1,0) (1,0,0)P٠ م (17)

23(2,1,-١ ، 2,4-1٠1,2) P(0,1,0) م (18)

25(3,-1,2) P,(-1,3,2) ى (1,2,3)P٥ م (19)

 فيه الذي السطرح متوازي حجم احسب222-20 من التمارين في

W !، المتجهات ،yفيه متجاورة اضلاع لاثة تكون :

٤=35+٤ , y=2٤-k , i+ ذ=ي (20)

w=±+2ز- k,y=2i-k k(21) =لا٤ل-3 +ذ

w=34+2i , y=32+لإ i-2k ,y=24-  د«k+ ز

l» ٤٧-٧٧٧١٧١٩-(٧٠٧١٩٠ ا اضبت

(22)

(23)

u x (yx w)+yY (wxy) +wx (uxy) = 0» » (24) أن انبت د ي
y=43ز+ k y =2  -لأ31 ز من كل على عموديا يكون وحدة متجه جد
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 بالتعرف المستوى( في الحال هو )وكما نحددهR' الغضاء في مستقيم خط أي ان

 بالقطتين بمر الدي1 المستقيم معادلة على نحصل لكي ه بهما بمر نقطتين على

P٥ (x٠ ,Y ,P( ,ه2 ه 0x,00هة,ه المتجه ناخذ د(, ,لآ٦( Y,OP= (xه±٥= 

 ق=P٠P=, -م(2٥٠Y٩-Y٥٠٦ ة-م٥) والمتجه
 لا المستقيم على تقعP(x,y )ة النقطة

 على فحصل =ج٥f ء(x,y,2) ونع

 وعندما(.11٠16 شكل) انظر ،

 ج المعادلة
P

(17١t4=±٤ +و

 الذيd والمتجه ، حقيقي عددt حيث

 الاتجاه متجه يسس1 المستقيم بوازي

 متجه أي به نستبدل أن وبمكن ء للمستقيم

 وان ، للمستقيم موازيا يكون آخر

 المتجه معادلة هي}17{ المعادلة

: أن بما[. للمستقيم

 و
{

}11٠16) شكل

(x- x٥,y-y٥,2- -(z,٧,x)( ة ( ٤ م±(z,٥ لا,

ta= t٢-,٧٥٠٧٩-Y٥٠٩ -م٦٥)=(td,٠td ,td,)
 نكتب أن الآن نستطع ،٩3 ة=٩-٩٦٥٠ =ر٠d,=x,-x٥Y,-Y٥ وضعنا حيث

: يلي كما(17) معادلة

(x-x٥,-Y٥٠٦-z٥١=(ta,,td ،td,)
• التالية المعادلات على نحصل ستجهين تساوي ومن

x-x=td,
(18)Y-لا٥ =ta,

2-٦٠=td,

x =x٥+td,
Y=Y٥+td  ر اد

,td+2ة٥= 

 بالقطة بمر الذي[ للمستقيم المعلمية المعادلات مجموعة نسميها التي

P4,y •(٥ ه%, d= (d,,9 d, و  )ر بوازي( )أي اتجاه متجه وله

 بالقطين يمر الذي1 للمستقيم المعلمة المعادلات اكنب(11٠25{ مثل
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. 0(3,1,-2) , P(2,-1,6)

• l  المستغيم بهواري متجه على نمل أن نحتاج المعادلات هذه نكتب :حتى الحسل

: المتجه نأخذ
F6=4 د - (1,2,-8)
(P(2,-1,6، للمستقيم موازيا معادلاته ونكتب lبالنقطة بمر الذي 

: ببلي كما المعلميه

P(1,-2,4)

x = ٤!+ t

y =-1 + 2t

2 = ٤ - 8٤

• حقيقي عدنt و

 بالنقطة بمر الذيl للمستقيم مجه معادلة اكب}11.26 مثل)

• المعلميه معادلاته اكنب كذلك ،y=±+]-k المنجه ويوازي

l، الحل  للمستقيم اتجاه متجه لكون لا المجه نأخذ أن نستطيع أتنا واضج

d k+ز- i=ناخذ أي ي ي ن 

r =xi+yi+ zk
 لا

4k5-٤-2 +ذF±و= 

: هيl للمستقيم المتجه ومعالة

r (x ,, ( ة 4t4ت 
{1٨-2,4)+٤(1,1,-1)

 هي المعلميه معادلاته ببنما

2 = 1+t

y = -2+t

2 = 4-t

• حقيقي عدt و

 جميعها1 لمستقيمd الاتجاه لمجهd ,رd و,d, المركبات تختلف عندما
 المعادلات مجموعة يعطينا(18) المعلميه المعادلات منt اختزال قان ، الصر عن

X-X
4, Y-ا ة-ة يه من 

(19) وه
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• التماثلية بالصيغة1 المستقيم معادلات وهي
،

 بالقطين بمر الذي المستقيم معادلات التتماثليه بالصيغة }اكتب11,27 مثل)

. ٥(-2,5,6) ، P(3,4,-1)

 المتجه نأخذ: الحل

F6  ء5٠1,7١-)-

 هي التماثلية بالصيغة معادلاته فتكون ، المطلوب للمستقيم موازيا
x-3 _Y-4 2+1

 د د
71-5

 بأن ذلك فنفسر صفرا{ للمستقيمd الاتجاه متجه مركبات احدى كاشت اذا

 احد أن أي ، الثلاث احيه الاحد المستوسان احد ازي ببو مستو يحتويه[. المستقيم

d شابتا يقى1 على الواقعة للنقاط احيات الاحد = 0 ٠٠٠1.- اذا ، المثل سبل فعلى

d بينما #0 #dا اخنز فان tيعطينا(18) المعلميه المعادلات في :

 عبجلا عقمجة--»,٧.
 وينقطعy2 مسوى ازي بو مستر في واقعا الحالة هذه في المسسنقيم ويكون

 المستقيم يكونy ة المسترى على اسقاطه وان ،(x,0,0) النفطة فيx محور

 ج معادلته الذي
 -لا من ي -ة2 و

4 ج وف

 بالنقطتين يمس الذي المستقيم معادلة التماثلية بالصيغة اكب(11٠28 مشل)
 م ،

q(-2,0,3) , P(-4,1,3)

• المجه ان لا الحل

4 د٦-(2-,1٠0)

 أن ذلك من نستدل ،d=0 أن هنا ونلاحظ ه المطلوب المستقيم بوازي

2=3 وهو المقيم هذا على الغاط لجميع ثابت اثي الاحد

.،٠-X٤4-.  ازي يو مسو في بقع فالمستقيم عم±=-و،: في الأخرى المعادلة بينما

: هي المالبيه الصيغة في ومعادلاته'y أشي الاحد المستوى

 ر+4
2

 ا-ن
-1 , =ج3

: المستقيمين افرض}11٠15 تعريف)
 د

t٤٥+٤=(t)لا٤,: 
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R(s) ج =R+s1 :و
 د

,l المستقيمين إ ,lللمعلمين قيما وجدنا افا يتقاطعان tه s٣12٣ ن تجعل

(t) = R(s.ج) بأنها1 و' و± المستقيمين بين الزاومة نعرف الحالة هذه وفي 

: تحقق التيe الراوية

 ءos /-ه٠٧٥ أي"
: المستقيمين اغاطع نقطة (جد11.29) مثل

«

(٤١1,2,1(+6,2-t)=(1٠)م±٤: 
(s(2,1,2+١0,4٠1١(=R(s1 :و

• بينهما المحصورة الزاوية احب ثم

: :نكتب الحل

(٤t;-6+2t,2+t+t)=(1ج) 

R(s) =(2s,4+s,1+2s)

(20)

(tج) المعاد،لات على نحصل :

1+1- = 2s

-6+t= 4+s

2+t: = 1+2s

R{s)  ناخذ وعندما

 على نحصل الأولى المعادلة الي وجمعها2 بالعدد الحانية المعادلة نضرب وعندما

= -8.s=4 t. شجد الأولى المعادلة في وبالتعريض = 7 t أن أي ،3-13

: آن وبما

(R(4=(٤,8,9)٤(7) ء،

 المحصورة6 الزاوية اما و.' مأ المستعقمن كقاطع نقطةp(8,8,9) فان

• فتحقق بينهما

cose=١-, (1,2,1) (2٠1,2)1
(1)٢2)+(2)(1 + 1  شدد/. للنؤ' 3و-ا)ةا)1ا،2

• القطري( نصف )بالقاس ج0.62 أن أي

t4+ و±= (t) م٠٥), والنقطة٤:Y1 مx٠)0 المستقيم افرض(11٠16) مبرهنة
 ا

,d(2 البعد) ان.1 المستقيم على تقع لا التي lهس1 المستقيم الى النقطة من :
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(21)
x وd لا  إ54

 لا4١
[. المستقيم على تقم نقطةP >ببث

d(0, l)

(11٠17) الشكل الى بالرجوع: البرهان

 هي:1 المستقيم الى من المسافة أن نلاحظ

a00 ,1١-١5,d 13,¢  س و٧ مدء ه
 ا ا. (نعطها16) قاعدة بنما

o١4, لا¢ ماهl ١4 &;ة١ ء5]
 علس عندكن فنحصل

١4 ٠٤٠dح ع= ي٧ i؟ 
١d٧

a0٠٥1١-٧E,dI](11٠17 شكل)

 النقطة من البعد (جد11.30) مثل المستقيم الى (ي0,2 ر1)

(١t(1,1,-5(t)=(1,2,0ج) .

t = 0 P نضع مشلا ، المسنقبم على • نقطة نختار: الحل P(1,2,0)  على ونحصل

BD,٦ أن) نجد : فان لذلك ،g(=5,٦-,1 بما)2-,1)=

kذ i
٥w ز!- ,=

-1

-9i -6 k ز-2

٧i26
٧2٦

 هي: المسافة ونكون ، لا4 إا=57 مين لاBG١4-٧126 أن بعني وهدا د

a » a.
d

a(q ,1)

d126 ي٧٨2  تتخ ت؟/ء42
(11.5) تمارين

 على تقعR(-4,2,5)0(-5,1,5٠{P(1,2,0٠ النقاط) اي قرر(1)

• المستقيم ٤(t)-(٤+25)+t46٤+5- 5k)

: متوازية تكون التالية المستقيمات أي قرر(2)

l, :٢٦٢t١(-٤+2k١+t(٤-2i١ 3k)
 د د

(2k) +ui+2- 3k+٤)(=)r2:د ي وا 
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1 و
14

r(٧)=(61-6+41-24)از٧- k)، د ي 

1 1 ٠ ٤(w)±- wi+01+3 w)%+%-=)»(٤ و

 متجه معادلة )أ(• اكئب10-3 من التمارين في معلميه معادلات ما}{

•1 للمستقيم التماليه بالصبغة معادلات )ج}

0(1,2,٠-1),P(2,1 ( بالنقطتين مر الذي(3(3,

٥(-1,1,-٦),P(1,-14)( ر1 بالنقطتين) بمر الدي

٥(1,2,7) , P(1,2,4)5)بالنقطتين بمر الذي )

-(3,1-,6 ,)ذP(-3,-1,6) بالنقطتين بمر الذي(6)

u=(4,1,-3) (6,2-,٢-)P وبوازي ( بالنقطة بمر الذي(7

u=(1,-1,0) ( بالنقطة مر الذي(P(1,0,3)8 وببوازي

 (ج.t +از-لإ(=)tk المستقيم وبوازي3,1,0)P) بالنقطة يمر الدي(9)
z-2+3x١1

 ر==-=ل=-و:. المستقيم ويواريP(3,1,-2 بالقطة) يمر الذي(10)

 في لا، أم يتقاطعان ر± م± المستقيمان هل قرر14-11 من التمارين في

 ببنهما المحصورة الزاوية جد نقاطعهما حالة

11١)1,2,4٤(١+2,-1٠3٤(١(t)l٨:٤,R(s) =(9,-2,1) +s(1,-1,-2لا.١: 

. «:لا
.1 «:و

4-s,y=-2+3s,2=2+2s,l ٤+x=3+2t,y=2-t,2=1: م (12)
4-s,y=-1١6s,2=4+s,±,:x=1٤2t,y=1-4t,٦-5-t(13)

4 +)زt(3٤١ ز١(4١ 3-٤(=)t,:±)1ي(35 ,ا- s١(353لإ+ R(s) = • ولا:4)

: d(0,l)  العد جد18-15 من التمارين في

l :x=3+t , y=2-4t , 2- t 0(4٠3,2) (15)

P,(7,-1,5),P(3,4,-2) ، بالقطتين سمر1 والمستقيم Q(2,-6,1) {16)

1:٢(t١=(-2,1,-4)٩t(2,-4٠6)٥٠(1,5٠0) ١17)

• مت  وتضعR3 ء٥3

0(0 ,2,1)

 القسسا· في ،P نقطتين نأخذ عندما )أ}

•1 المعادلة فان٤=5

(18)

{19)

1:٢(t)=i+  ص د(٤(٤ ز+

(t)٤ حقيقي عدد+ -٤1)٢t و١=  د د(٢٥

 الي المغلقة الغرة ي.حدد ،P بالنقطتين بمر الذي المستقيم تتعطي
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M

 القطعة نغاط جميع عملى (جt) من نحمل لكيt المعلم عليها يتغير

، p6  المستقيمة

،P(2,T,-1) P3 حيث ( المستقيمة للقطعة المعلمة المعادلات اكتب ب(

. 0(4,2,3)

٠1:r(t)= ( أن افرض(td20+٤ و
 د

• متعامدg, (جt٥ يكون) لكيt العدد جد(٢)

R(s) +مsD متجه معادلة اكتب )ب( =Rفيها يكرن1 للمستقيم 

R1٠D[ = 1 للمستقيم قباسة مدجه معادلة تسمى المعادلة هذه. لا1
 د

 حيثd(0,l لحسب)(f) فرع نتيجة اسخدم )ج(

(٤٢1,1٠1(+٢2,1,-4(=t)1:0(0,0,0) و٢
،

 قباسة متجه معادلة لكتب(20) تمرين في )ب( فرع نتيجة استخدم

: عندماl للمستقيم

.u= (1,-1,3) ( بالنقطة ±يمر المستقيم(P(0,1,-2)٢ المتجه ويوازي

.u=(1,1,1) )P المنلجه ويوازي 3,0,0) ( بالنقطة يمر1 المستقيم ب(

١)

-569-

١21)



 عندما انه T[بحيث جزئية مجموعة عن عارةR الفضاء في المستوى

 في باكمله ,بقعP الغطتن بمر الدي المستقيم الخط فانP, ٤[ع

.T ٢ المجموعة
PG#9 المتجه أن د , u T بكون عندما ٢ المستوى على عمودي نقول

.٢\ للمستوى ناظما منجهاu نسمي ،٢٦ المستوى فيG,H نقطتين لأي ، متعامدين

 تقع2(y,3 )ة,ه نقطة نعرف T[عددما مستوى معادلة نكتب أن نستطيع

, (c, ط ]T ومتجها P(x,y,z) في T. نقطة أخذا اذا a)= للمستو؟ ناظما ح

 المعادلة تحققت اذا وفقط١ ][إن الى تنتميP النقطة هذه فانR? الفضاء في

2 .PP = 0 (22)

(a ,h,c).(x-x٥,y-y٠,٦-z) =0;  أن أي

• المعالة على بذلك ونحصل

aX + by + c7 =d ٠٠٠٠٠٠٠٠ (23)

0 ء± P r ى +d=ax وضعتا حيث by+c 6 وضعت اذا اما ،2

 الشكل تأخذ(22) المعادلة فان

(24)n٠(٤±-٨)=٠٠٠٠٠٠٠٥

• ناظم متجه ح ولهP بالنقطة يمر الذيT] للمسوى متجه معادلة وهذه

 الناظم ولهP(5,-2,4) بالنقطة بمر الذي المستوى معادلة (اكتب11،31) مثل

. ٥=(2٠1,3)

: على نحصل،}22) المعادلة نستخدم عندما; الحل

0 =n٠PP (2,1,3) (x-5,y+2, z-4)

{2)(x-5)+(1)(y+2)+(3)(z-4)

- 2x +y+3z -20

 أن أي

2x+y+3z = 20

 خطية بمعادلة أنا بدد اذا

ax + by + cz = d
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,c,b معاملاتها جميع تكن ولم ,ةy,2 في aكل مجموعة فان ، اصغارا 

 ناظما يملك الذيT[ المستوى هي المعادلة هذه تحقق التيP(x,y), النقاط

(n=(a,b,c.النقطة أن قرضنا اذا لأنه (z,x,yى٥) Pالمعادلة تحقق ، 

a أن أي x+by+c z =dعلى عندئذ فنحمل 

ax + by + cz = ax4by٥ + cz

 أن بعني وهذا

a(x-x٥) +b(y-y)+c(٦-z) =0

2 له الذي المستوى فيP(x,y )ه,ه مع تقعP(x,y,z) قالنقطة

,٦T,] المستويين أن .نقول ناظم ،Tبينما ، انان منتو ناظماهما اذا متوازيان 

• متعامدين ناظماهما بكون عندما ان متعامدFT,٠T٢ ر

 وانT, لمنوى ناظمn م وأن يتقاطان٠TT,TT, المستويين أن اقرض
 الزاومة اا٠TT,IT, المستويين ببن الزاوية نعرف.TT, لدمستوى ناظم2±

 المعادلة تحقق التي8

[.0,cose=] U, n2D1
 د

: المستويين ببن الزاوية }جد11.32) مثل

1٦, 3 x+ 3y- z 5

m, 2x- y- z 4

« أن نجدn٠ (ر2-,1-,1)٠٥ (=ر3,3-,1 هار  الحل

U 1
n, - ٦g (3 3,-1)

U
1 (2 -1 n2 م(1- m٤

(25)

cos6 =/U .U  د1 ؟2]

: أن تجد(25) المعادلة نستخدم وعندما

11 ٦٢٤٧/٦٥ ا٢3()2(+)3-()1١+-(1-1١٢[)
4

114
-1 4

• 6 = Cos ٦٦٥  أن أ

 المستويين نقاطع من ينتج الذي1 المستقيم معادلة اكب}11.33) مثل

T٢ م٠x-2٧+3= 6
TT,٠3x+2y-5z= 10
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1 المستقيم أن ما·P2=(3,2,-5')٨ (-ر1٠-2,3 هنا): الحل

 أن نستطيع لذلك هn و'٨ م من لكل معامد فبوTT في وكذلكTT, في محاو

• تحسب لذاYn يوازي منجها[ للمسستغبم اتجاه -٠٠٠21• ٠  متحه أخد

n, x
1

3

 لا
-2

2

k

 اذ٠ ي٠٠٥ د٠٩١
-5

 على نأخذ بأن على تقع نقطة ملى نعر والآن ءg=2 +ي7 +ز4 ونختار!

، 3+2y=10, Y-2 y=6  الناءجنبن المعادلتين آنيا ونحل ج=0 المل سبل

y=-1 علي فنحصل ، x=4، ٥) النقطة أن أي,P(4,-11 المستقيم على قع·

:1 للتقييم المتجه معادلة الآن مكنب

٤(t) =(4,-1,٥١١t(2,7,4)

، P(3,-1,2)  اللات النقاط يحوي الذي المستوى معادلة (اكتب11.34) مثل

. R٢2,0,2) (4,-1٠-1)

 القبيل هذا من ومتجه للسنوى[] ناظم٣ متجه على نعر أن نحتاج: الحل
PG، د د صد x PR FR، للمننجه موازيا± نختار أن يمكن لذا @F وكذلك  بعامد أن يجب

: ولكن

P0 «بد x PR
i  ذ

0
k
-3 31+ 31 + k

-1 1 ٥

 القطة باستخدامT٢ اكسسنوى معادلة الآن ،ومكتب (=2ح1,3,3) فناخذ

(P{3,-1,  ملى فنحصل2

(3,3,1'.(x-3 ,Y+

3x + 3y١ z = 8

, z-2) = 0

 أن اي

:TT المستوى افرض a+ by +cz=dلآ,,٠2), والنقطة, R,(X.المسافة ان 

d(٣, ,1٢١

٦T١,,d(Pالنقطة من ,Pالمستوى الى TTهي :
١ax,+bY,4e%,-a  إ

٧/ ة3٦6دو
 أن نرى٠(11٠18) الشكل الى بالرجوع

·٠٠٠٠٠٠٠٠ (26}

a, TT١ ٤١١,¢١-\
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٤ ه

 -وز
 ي إ٥٠٥٠٤٨١

١١ 2١

P(x0,Y  ,م2 )ه أن فرضنا واذا

 لذلك ،T٢ المستوى في تقع

٠ax+by+C 2 =dالآن ونجد 

٦(11٠18 شكل)
 رF; 2ق 'ر٩٠b٠6)١-,٧٠٠ لا١ لا-٠٠٦١-٤ ء١

-=٢1)=d(P ,٧٥د٠٥د٠و، ٠T٢'٥٥I'
٥٧٩٣٠<'٦ -ر ره

٥د
٧ذ٦٩٥٦4و

T٢: 4x-3y+5z =3 P(4,-1,1) والمستوى  النقطة ببن البعد احسب(}11٠35) مثل
،

 أن لنجد المسافة هذه حساب في(26 القانون) نستخدم: الحل

a(P ,TT)  إ(4١(4+-(3)-(1+(5)-)(3]
٧٢١٩; ٠+او(- ١٥(

/3+16+3-5 ر
٧5٥

21
5

}11٠6 تمارين)

 الذي المستوى معادلة اكتب8-1 من التمارين في

1). P=(4,5,-3) ( ناظم وله الامل سقطة بمر

 (=ح2,3,-1,)P(2 -,ا,٦) بالنقطة بمر(2)

 والقطة القطة بهذه المار المستقيم على وعموديP(3,-1,5) بالنقطة بمر(3)

. 0(6,-7,9)

4)P(3,4,-5) (2,1-,١)=y( بالنقطة بمر ,y =(3,2,-1)  المتجهين كلا وبوازي

y( بالنقطتين بمر(5 =(3,-1,-4) P(2,-1,3) المتجه ويوازي0(3,1,2)٠

(P(1,-1,-2)6 المستوى على (وعمودي3,1,1)x-2y-3z=5٠( طنين بائنة يمر

7)R(3,-4,1) ,0(-1٠1,-2) , P٩3,2,1) : ( الشلات بالنقاط بمر

8)3x-y+22=10 P(2,5,-6) المستوى ازي وببو ( بالنقطة بمر

 تقاطع هر الذي للمستقيم± المعلمية المعادلات اكنت12-9 من التماربن في
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: المستو.مب هدين ن5 الراوية جد لمTT,٠T٢, المستويين

5(x-1)-3(y١2)+2z- 0 (9)x١3{y-1١١2١٦+4٠١٠٥/T,٦٢4

(10)

(٦1)

(12)

,T٦,٠2x-٧١3z = 5
,T٢,٠٧-٧+٦٤٠
,T٢,٤4٧+٧١z= 0

5

7,٤5x+5y-٦
T١٠2٠١٧١3٤
-1٦,٠2٤٢3y-2z= 5

(P,TT)1 المسافة جد75-13 من التمارين في

(13)

(14)

P(1,6,-3)

P(8,3,-2)

6٤:-2y-9z= -12

12y-5z= 27

٦7

-٢٢

٠ 2٨+4٧-٦٤1=٥ , P(2,-1,3) (15)

(16)

(17)

(18)

 1٤ن
-1 --- المستقيم بها يقطع التي النقطة جد

• 2x+3y+٤-1٦ = 0
٠٤+4  ر المستقيم في ن يتقاطعا اللذين المستويين معادلني جد

2 المسوك±-1

2-٧-أ
x+5

3

2x-3y+7z٠ للمستو ناظمبين وحدة مشهي جد 3

 اد اع على العشور امكن اذا واحد مسوى في ،±y ، المتجهات أن نقول

 ه٤+8٧+٧٤٤=9 ان بحيث امفارا جميعها ليست٤٠٤ ، ه

،w' ها قرر21-19 من التمارين في yلا أم واحد مسوى في قع 

(19), u = 1
2i31+kW-٧=٤ د

(20)٤-i2 =بk-از y=31¥,٠3-2-3د ولا د د د ق ؟٤ 

(i+k 3٤ -ز-k٠٧-2٤ ذ- ، =لا٤+21)
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