
 عشر الثالث الباب

 المتعددة المتغيرات ذوات اناث الاقتر

• واحد مستعل مغبر ات ف انات ياقتر معة الآن حى الحسان في دراستا كانت

 متغير من اكثر على تعمد المخلفة والقضايا ، الطبيعية الظواهر من كثيرا ان على

 ولهذه• مستقل متغير من اكثر لشمل الاقترامات مفهوم سنوسع ولذلك ه مستقل

 مثل ، الواحد المتغير حال في درستاها الثي لك تماحل مفاهيم سندرس انات الافتر

• القصو والقيم ه والكامل والاشتقاق ، الاتصال و والنهايات ، والمدى المجال

 المتغير ذات الاقترانات حال في تظهر خصوصا»لم له اتات الاقتر من النوع هذا أن على

• الرياضي والبرهان الدقة اعماق في الخوض دون ، عامة معالجتنا وستقى• الوا>د

 ومفاهيم مقدمة )1٠٥1(

 نريدها التي للحالات اسنتنا در نخصص ثم ، عاما مفهوما الدابة في نقدم

 عدد ز> م>(حيث,3 و٠٠٠٠,X, النحو) علي عناصرها التي (المجموعة13.1) تعريف
 أ ص،

 الغضا· لهنا ونرمز• نقطة يسمي متها عر كل ه ح بعد نا فضاء نسميها ه حقيقي
 د

n • المرتبn المعدود(2 م٠ و>٢٠٠٠ ),لا, ونسمي•R' بالرمز
 {أ

 اج الازو من مجموعة هرn عددها )المستقلة} ات المغبر فى الاقتران(13.2) تعريف

 ، نغسه الاول العنصر لهما ليس مرتين زوجن أي أن شريطة ،(x,w{ المربة

w الاعاد ذيR الخفاء" في نقطة هوx والعنر ،nالتي والمجموعة• حقيقي عدد 

 القيم كل تحوي التي المجموعة و• الاقتران مجال تسمى ما لاقتران النقاط كل تحوي
 د ،

• الاقتران مدى تسميw الممكنة

n
 قهو المدى اما•R قي نقاط مجموعة هو الاقتران مجال أن يوضع التعريف هذا

 الحالات على مصا اهتمامنا اكر سكون٠ الحقيقة( )الاعدادR' لي نقاط مجموعة

•2 أوn=3 عندما

 لك عن نعر لاء، والعرض« الطول علي تعتمد مستطيل (مساحة13,1) مثل

A=٤(x,٧)=xy

R أن الواضع من٠ (x,y) من f العناصر مجموعة هو y>٠0 ومجال ، 0 <

.0 4 A  هو مداه كذلك
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y متغيران له اقراناf افرض(13.2) مثل ،Xالنحو على 

-·٤(٠٧١-٧و- تد( ,,،
، x3+y=25 x3)- اخرة الد نقاط هو المجال أن أي ،25 +y3)  ج0 أن الواضع من

 تحقق الي الحقيقية(: )الاعدا النقاط هو المدى بينما ، الدائرة هذه أخل ود

(13.1 الشكل) انظر ، علوي نمفكرا هو رسم له الاقتران وهذا٠0< ء<5

Y

Y

 الاقتران ندرس}13.3 مثل)

g(x,y,a) =x٩-6x٩+2y s

• R ?R ومداه  المجموعة الاقتران مجال

 ان الاقت هذا قيم بعض مجد

1,-1,2)=-15+٥,g(1,1,1)=-3,٥(=0,0,0و) 
(13.1 الشكل) ?12ac + 2bc+°2a;b,-c)=4و(٥ 

4g (x7,-y,a)= x -6x y ه2-3 " ق ج

: الاقترانات جبر

 ، متعددة متغيرات ات لى انات لاقنر القسمة و الضرب وحاصل الغرق و المجموع نعرف

،3=(X,,3  و٠٠٠٠ حبه),, يلي كما ونعرفها• واحد متغير من لاترانات عرفناها ملما

( )و± )ي( ٤(٤) )(و±

(٤g) (x) f(x) g (x)د ، 

f(x) )ي( رى
x) # 9 ي(0 (xي) 

(,x,300م,٠٠ xعج) ٠- ح المركب الاقتران فان  حيثw )لإ(و=

.: الاقتراات تركيب
،

٤=٤(w)  اذا

(fo (( ()و٤)=٤(٩ ي(

• f f مجال في9 {ج( حيث و مجال في ج النقاط هو og  ومجال

٧E=(tو) فان f(x,y)=ln(4-x -y)  افرض(13.4) مثل

F( ,y)= ( و٥٤) (x ,Y١ =  و دية mw)ر;

 تتحقق التي ,ر(y) النقاط هوf ومجال هوg مجال بينما4 -ر-٢>0

 اج الازو مجموعة هيF=gof مجال لذلك• السالبة غر الحقيقية الاعداد مجموعة
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 أن بما•ln(4-x?-y ج)°0 و4 ر-٩-y>0 حث(X,y) المرتبة

0(<1n(4-?-yلإ1 ا١ وفقط اذا٩ x?-y-4مجال قسان F=gofمجموعة هى 

y3<3+٠x٩ حيه,(y) المربة الازواج ٧321-x- أي4

: الباني التمثيل
 الكارتيزبة اثبات بالاحد نصفها )مكانية( ابعاد ثلاثة من عالم في نعيش نحن

(٦,x,y)اشكالا نرسم أن نستطيع لذلك• بعديهن من هر اللوح او الورقة وسطح٠ 

 السابق في رسومنا كانت وقد• سنرى( كما الاكر على اربعة )او خلاعة أو بعدين في

} اف اما ه تامع ومتغير أحد و مسقل متغير له اقتران من تنئج ه بعدين قي منحنيات

• ابعاد لاشة في سح هي الناتج الشكل قان ، مستقلان متغيران للاقتران كان

D  المجال رسم خلال من نرسمه ما وعادة

 مستو في,>}y,0) النقاط بحوي الذي

Xy، وتكون D f(x,y) فوق المسافات

 الشكل انظر.f اشارة حسب نحتها أو

 الشكل في نقدم اننا .كما(13.2)

 لبعض حاسوبية رسوما}13.3{

« السطوح

ax+by+c6=d (13.2) الشكل المستوى(13.5 مثل)

 النحو على كتابته يمكن
1 (d-ax-by=ن) 4

• الحقيقية الاعداد ومداه ،R مجاله ء سطح فهو لذلك

 ا هن

 نسي ، ما مستويات مع السطع تقاطع نعرف أن يساعد قد ، ما سطح رسم وعند

• (s=0)y5  مستو ، اتية الاحد للمستويات وبخامة• المستوى في السطح أثر التقاطع
 ، لا

y) ومستوى = 0) e ر ys( ومستو ،=(0

. السطح ارسم(13,6 مثل) 6=٦٩+y
 ب»

 نجد (،٩=0)y مستوى في: السطع آشا

?x?+y هو الار  الاصل، نقطة هي وهذه0=

 هو فالاشر=}y6(0 مسوى في

y =0 a كذلك ، مكاقى، قطع وهو =y٩
(13.4 الشكل)
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٢y١}40م٦= 

(2y° sin(2rج= 

2- - 10x3y3

 ء ا»١ ).إ«/ ا ,ج -اد

13.3) الشكل
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 انظر ، المكافي' المجسم هو الناتج والشكل• مكافى" قطع وهر٤=x الى تؤدي
(.13.4) العكل

٠ المتاسيب متنحيات
 ا

• )بعدين( اللوح أو الورق علي ابعاد} {كلاحة السطوع لتمثل اخرى طريقة وهناك

 حث}٤,y,0) النقاط مجموعة نسميS:6=f(x,y) للسطح(13.3 تعريف)
 و

c=ب'٤٠٠١ ر • (٠y)لتخنوالمنب، ٠ 

 خارطة على محصل مختلفةC لقيم عدة مناسب منحات نرسم وعندما

 نر اذ ، افة( الطوبوغر{ للتضاريس الطيعة الخرائط في شراه ما وهذا• مناسيب

 تراء ما وهذا• اتخغاضا( أو )ارتفاعا منسوبها تمل ارقام علبها مرسومة منحنيات

 لبا نقاطا يمثل المنحنيات هذه من كل اذ ، الجوية للنشرة الجري الضغط اخط خر في

 هذه وتدرج• نقسه الضغط الشكل انظر• جوي( مرتفع )أو منخفض الي بلادي المناسب

 لا

 )ب( جري مرتفع

(13.5 الشكل)

2

٠ (13.5)

 )أ} جوي منخفض

X

٠٤=8 ر-2y-2 للسطح المناسيب منحتيات ()ج(13.5) الشكل يمحل(13.7) مثل

 الناتج والسطح ، لاثة ابعاد في مجاله فانw=f(x,٧,a) الاقتران فرضنا اذا

 )مخلقة( عاشة قيما اخذنا واذا ه ماشرة رسمه يمكن لا لذلك ، ابعاد اربعة في هو

• سطح هوc=٤(x,6,٧) لان ه المتا٣لا سبج نسميه ما على نحصل ،w للعد

 الناتج فالسطح (،x,y,a) النقطة عند الحرارة درجات يمثلf(x,y,6) واذا

x )ه, واذا• الحوارة تاد؟ سام هو ,y)فالسطح ، الكهربائي الجهد يمثل٤ 

• الجهد تاوي سلم هو الناج
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• المناسيب سطوح بعض ارسم ،٤(x,y -ء=)ه,٧ريق تي,, افرض(13.8) مثل
،

 المعادلة لها المناسب سطوح: الحل
 د

٢=٥ در- >ر+
 =ة٨٠ 5ر >م أو أو
 اكرية د مخروطات هي الناتجة السطوح و

 الشكل انظر٥٠ المحور هو محورها قالمة

٠(13.6)

y

 الحاسوبية الوم

 معينة برامج خلال من الحاسوب يستطبع
}13٠6) الشكل

 الشكلين في والسطوح المنحيان هذه ببعض ونقدم مناسب سطوح أو مناسيب محنياك رسم

٠(13.8) ، (13٠7)

}13.1) تمارين
 د

X + y- =م.حدf(x,y) طنت= الاقتران افرض(1)

٤-(3,4)(١ ر

( a)٤] رج ,b)]3

f(x,- (٧) ه(

.٤ مجال {ز(

٤(x٩,y3 (١ ب(

٤(-x,y) ( ( د

٤(-x,٧-)٤(x,- (٧) و(

.f  مسدى اح(

 جدw٠=٤(x,y,٩=)x-y٩-٧4-٩ الاقتران افرض(2)

 -(وa,b,2c) زب( (و1-,1-,1١(١ ر

g(y {ج( ,x,-٧)( }[9(x ,Y,)]3

[g(x+2,y-3,٩+1)] g مجال {و((٩ ه(

4 مدي(٤)

 اها ومد انات الاقتر مجال جد(16-)(3) للتمارين
v25 -x = y f(x(3) ق ,y)(4)٤(x ,y)=y25-x°-y

X

(5)Xf(x ,y)(6);٢»٠ ا«-٤ج
 /لا25 ر-3 فر-
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-1 (8)
yقر 

f(x ,y)=sin (x+y) ٤(x Y ) = ٦١-y
X (10) f(x,y)=ln(xy-1)٤(3٠٧٦3٢

-1 -1 -1f(x,y, sin=( ه +cos y+tan  و

f(x,٧,6)=(x+٧ -٤/)٤

w,
٤(x,y ,u,٧, w)=wln(x-٧) -x ue

(7)

(9)

(11١

١12)

(13)

(14)

(15)

(16)

H(u ,٧٠w) =  ٤٦--٥٦٦7٦3ي

٤(٢,s,٧,p)=rs'tanv+ 4sv1np
£X-=ه ت( ±+g(7 y
Y٤y٢٢

h ، مجال وجد h(x,y) ، جد h=fog  اذا(19(-)17) للتمارين
-1٤(t)=sin t;g(x ,y) (٧ف-;٥-,(17=

٤(t) =ear ' x)٤ و, ,y) ( ±=در(18

٤(t١ =s x) م'٤ و, ,y (٩١ ر,=4٥419,

١g(x) اذ(20) =x,f(x,y)=3y,٧=(h(x، جد 

f(2و) ) ,h(4))

h((g ٥ f)(x ,y))

 )ب(

 )د(

(hof)(2,1)

٤(g(x) , h(x?))

(٢ ر

 )ج(

(hog)(f(x,y)) ( ( ه

x) عند الكبريائي الجهد اذا(21) ,Y)ارسم. لغولط٧=4/5 دير, هو 

 لي.٠ ،161٠4٠8٠12٠=٧ عندما الجهد تساوي منحنيات

%2y+4y٩=2مغبحة حرارة درجة(22) ارسم• بالدرجات (عند x,y)هو 

•٠128٠٠4٠10=2 عندما الحرارة تساوي مندنيات

 تختارها لغم المناسيب منحنيات ارسم(28)(-23) للتمارين

f(x,y)=3-2y (24) f(x,y)=y-x٩ (23)

f(x,y)=y-sinx (26)

٤(x٠٧١=٧6- ( ترو->ةة(28

f(x ,y) =x2-y
Xf(x ,y)=e -٧

(25١

(27)

 ترسمها أن دون ، المناسبب منحنيات صف(32-)(29) للتمارين

f(x ,y) =y-x
-x2٤(x ,y) = e  لا

(30)

(32)

f(,y)=x+2y

f(x ,y)= tan'(x-y)
(29)

(31)
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٢42 ?ع-2 مر٩+4  ء}=٤١٨٤٦ ر+0.05)

y

(٣

١٠٠  س سحر مهرعاوكية )م(

(t) ( في الطقة ت(نلرماعو

 نابي«لى رت(

(13.7) الشكل
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{a) shn =ج2 ry

(a) ٤=٥-siny

١$ co2و٢) +y?)
3 د

1+٠٤٠y}

{h) I٤٧el curves of2 2sin .2y

{b) kevl curve5 of1=٤-٢siny

in 3 sinر ؤ٧ 

 د

(13.8) الشكل
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 ترسمها أن دون المناسيب سطوح مف(36)-(33) للتمارين

F(x,Y, ( د =x٩ + 3y٩€+٩2(34) F(x ,Y,e)=x٩+y٩ +e3(33)

F(٧,y,٩) =x+2y+ 3 (36) م F(x,y,4و(= y-2e+1 (35)

 حسب هوP{x,y )ه, عند٧ الكبرسائي الجهد(37)
٧=6/(x + 4y +  2آر«وو

(f)؟ الجهد تساري سطوح هي ما 

 ؟ فولط120=٧ عندما الجهد تساوي سطح هو ما )ب(

m لكتلتين الكرة للجابية نبرتن قانون حسب(38) ، Mحيث ه Mالاصل نقطة في 

 حسب هو(y,5,2) عتدm ه كارتبزي اشي احد لنظام

١MmF  وج- اتهم >ي
qاذا• الجاذيية ثابت هو M ، mهو وما ، المناسيب سطوح هي ما ، شابان 

 ؟ الفزيائي معناها

 التريعية السطوع )2.د1(
 صغتها حدودية لاقتران مناسيب سطع هو التي السطع

Aر٩ +By4 +C٩٩ +Dxy +E Y9+GY+Hy +I٤+J

 مثل ضرب مع يلي فيما مقدمها اصناف تسعة الى التربيعية السطوح هذه تصيف وبمكن

• رسمها قل السطوح هذه خصاكص اببعض اوليها تحللا نجري ما وعادة. منها واحد لكل

: منها نذكر

• اشية الاحد المحاور مع السطح تقاطع بها ونعني الماج(1)

• اخية الاحد المستويات مع السطح تقاطع بها ونعني الآثار}2)

• مستو أي مع السطح تقاطع با ونعني الغلو&(3)

 له ليس وبعضها ، مركز لها السطوح بعض أن اذ المركز(4)
 د

 التماثل(5{

 المحدودية(6)

• السطوح هذه من السعة الاصاف الآن وندرس

 ومدده التناقصي )المجم((1١
°zج -جخ+:}+1 ر٩ ة+ 
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· الثلاث اية الاحد المستويات الى بالسبة متماثل• الامل نقطة هو مركز وله

 المحاور وبقطع• المعادلة( غير فلا و- الي6 أو-y اليy أو-x ±الى )غير

،(b,0±,0 نقاط) ست في اخية الاحد (±a,0 ,0)٠(c,±0,0{السطح وهذا٠ 

٤b المجسم ضمن ، محدود , X <ay,ة٤٥ 

 نائمة )منحنياك( قطوع هي وآثاره
 ةجر±

 +#++ج
 بر٩ °م

a د د rح
2 و  ت# rج+

 الى توادي0= ة

y=0الى تؤدي 

x=0الى تؤدي 

b الاعداد ونسمى ، ناقضة هي كلها قطوعه أن بل ، a٠cالمحاور· اشاه 

 كرة هو الناتج السطع فانc=b=a واذا السطح هذا يظهر(13.9) الشكل و

22  م1,2 ب±م=1
 ة, ?ى4"

(13.9 الشكل)

 اسطوانة

(13.10 الشكل)

y

٢

(13.11 الشكل)

y

 ومعادلتها الناقصية الاسطواشة(2)
 وود

 +ج=#+ جر٩.3
• تم+تي=1 الناقص القع هو =ه٥ المستوى في واشرها

 القطع هذا نقاط في مر التي المتوازية المستقيمات كل من ينتج السطع وهذا

(13٠10 الشكل) انظر >y  مسوي على عمودية الناقص

 مر "ا,, ج د التنا النائي المروء3١
 +ج تز+- +ج

٠(13.11 الشكل) انظر ، قمعان له الذي المخروط هذا نقاط من الاصل نقطة أن ويلاحظ

 المستقيمانy ة مستوى وفي ، /لا±= المستقيمان

b=aاشري د فالمخروط 
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c = ± Y/b

X  ء مستوى في وآثاره



 ومعادله التاتمي المكاقشي ١المجم((٩١
 جر٩ ة٩
 وج تزم ة ع د

xs ya في أو  في واشره• محدود غبر وهو٠(0,0,0) رأس له المجسم هذا

=a واذا ناقص+ قطع هو فالار شابا=٤ واذا+ مكافشي قطع هو b، فالمكافئي 

(13٠12 الشكل) انظر• اكري د

 حجمه ارخميدس حسب لق ملز>ظة اختمر من وخير ، قره بن شابت الطريقة حلك حسن كما

 العاشر( )القرن القوهي سهل ابو هو الحجم حساب

 ومعادلتها المكافئة الاسطوانة(5)

%ax=و 

?ax المكافي القطع هوy=٥ المستوى في واشرها (13.13 الشكل) انظر.٩=4

 ومعادلها الزائدية الاسطوانة(6)

« قر
 -تم -تي

 من مؤلف السطح وهذا الزائد تطع هو لاy مستوى ازي بو مسوى أي في واشرها

٠(13٠14 الشكل) انظر٠ قطعتين

(13٠14) الكل

 اطواة1
 كامية

(13.13) الشكل (13.12) الشكل

 ومعادلته الزائدي المكافكي(7)
 -ت#-وج ج ?بر2 ة

٠(13٠15 الشكل) انظر a3/3ر 

،٠٤ c. ب مكافى قطع هوX£ مسترى في واثره

- د\/لا=c راكد قطع هو ذلك( بوازي ما {أو

±}Y . مستو في اشره آن كما a

x4
 -وج= ة -مج، >ج
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 احدة و قطعة من الزائدي(8)
 يببن

 ومعادلته



y=0 في اكريه ان لاحظ ،x=0وازي مسترى أي في أما ، اكدان ز قطعان هما 

xyاذا داعرة أو ، ناقص قطع هو فالار b=a، مركزه ، محدود غبر السطح وهذا 

٠(13،16 الشكل) انظر ه دوراني زائدي فوb=a اذا كذلك• الامل نقطة

 ومعادلته قطعين من الزائدي}9)

x3 مز+1
a°

 و4
 +ج

 هوXa بوازي مسننو أي وفي ، زائد قطع هرy ه أوxA ازي بر مسوى أي في واثره

a عندما دائرة )أو ناقص قلع = b)الائر هذا أن كما٠}13.17 الشكل) انظر٠ 

٠ ( a  قيمة على )اعتمادا الخالية المجموعة أو واحدة نقطة بكون قد

 مضحى كر'من1.
:- ثم ;،.1

 أشي وكاميي
٠2 قر d ء5٦ د

 ر

/L!٠'
(13.15 الشكل)

 لا2 م2
 ز+ ج و: اد

4 ي}2 م

(13.16) الشكل}13.17 الشكل

 تمايتن)2.31}

 التربيعي السطح نوع (حدد12-)(1) للتمارين

٢2 +4y4 +16e° -16=0 (2) 1١) ر٩+4y°-4 ?م=0

9y =ء0 (4) -?ر3- x-9y?-0 (3)

4x٩ +2y٩-1=٥ (6) 2٦7+5y°-6e°-10=0 (5)

2y٦ +5y3-6٤1 + 10= 0 (8) ٧١y3 +z3-9= 0 (7)

x-y0=(10) -ح6 و 2x2+y0=4(9) -ح٩

4y٩ (12) -?ر36 -و36=90+ 2a٩-y" (11) =ر0+
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 التربيعية السطوح }ارسم22(-)13) للتمارين

(13)٩=y٩+3(14)
 بر3

5'٦٧ د2 ب 1
y °ر(15) x3(16) ء=4- +2y٩+3e1 =6

(٦7)4y3 -2x? y(18} و+1= ٩ قو+ و

 و4 بر=4y+3°(20) ?و-4y ر-٩-٦(19}

(21)4٩3 = 36-٠%9y-4(22) يرs+9y٩=3ر 

 والاتصال (النهاية13.3)

 ان لاقتر عرفتاه كما ، واحد متغير من اأن لاقر النهاية مفهرم سق فبيما عرفنا

 وللاختصار• متعددة متغيرات ذي لاقتران المفهوم هذا نعمم ، وان ،f(t) متجه

• للقاط المتجه رمز نستخدم

 حال في قرصا )أو كرة تحري مجمرعة على معرفا اقتراناf افرض(13.4) تعريف

 عندf نهابة هوL فان ، حققي عددL ±»وأن عند ربما الا ج مركزها بعدين(

 أن بحيث0<5 عدد يوجد ،e>0 لأي اذا ، ج يتضمن ا٤ إ[ه±-<6

{f(٤) - L\<e

 نكب الحال هذه في

11n f() =L
2- ر

}lim f(xموجودة 
X- ٦ - ه0

 ان ونقو

 ه± من لإ اقتراب هو معناه لان• لإ من2 اقتراب معنى نغهم أن بنا ويجدر

 ، الحالة ل في اذ• الواحد المتغير ذي الاقتران في الحالة خلاف على ه سيل بأي

 ريجر: سبلين باحدX٥ من« يقترب أو ،x٥ من اكبر بقيم أي الببن( )من

٣xمن اقل بقيم أي الشمال( )من X•في مجال حالة وفي ?R، أن نرى 

 السبل هذه أ(.13,18 الشكل) في لما5 السبل من ينتهي لا ما له ه± من± اقتراب

 الخرص في نقطة)ج( أي بين الواصلة المستقيمات

 حسب الاقتراب بكون أن يمكن كما٠ مج والمركز

 غر أو مكاقكة(، قطوع )مثلاR° في منحن اي

 بيانيا مشبلا يظهر(F13.18) والشكل• ذلك

(13.18٢) الشكل • متغهرن دي ان اقتر حال في للاقتراب
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 سل من الاقتراب توضع امثلة وسسنغرب

 انها يعني ه النهاية .ووجود عدة

• التقارب سبل اختلفت مهما واحلا.ة

 سل لاختلاف النهاية اختلاف ان بل

 غر النهاية أن يعني التقارب

• موجودة

2
 ا٤ ع

L

 -ا٤

٦٤ آن اشبت(13.9) مثل

 فدر مد بجج
(x,y)-(0,0)

 فان0=2 اذا: الحل

 ب(13،18 الشكل) ه موجودة

1im 1 مذ ,ته.=0=0
(x,y)-(0,٥)٧ (x,y)-(0,0)

 قان =لا٢y٣0 اذ

1im =,لاكح1 مذ قز إ
2(x,y)-(0,2٥ رX3Y(x,y)-»٢0,0  لآر

=y اذا عام بشكل mxقان 

lim 1im mx Iمج٦ا:ترد ثم- 
(x,y)->(0,0) (x,y)-(0,0)

 غير فالنهاية لذلك ه التقارب مستقيم مبل على النهاية اعما بوضح مما

 م مرجوة

 ان }للاقر13,10) مثل
«

• (0,0)

 عند موجودة عير النمة ان اخبت٤(x,y) جه- ج

=y حسب اب الاقر افرض: الحل mفان ء 
،

mX٠mx>1im1٦3ت= im ,٤; ٤
m(x,y)>(0,0 x ر +m'

14 م ,لام
(x,y)-(0,0)x +y

-0٠٠٦٥ ء0
 لاته ، موجودة غبير فالنهاية• نتعجل لا أن علينا ولكن ،m قيمة كانت مهما

 كان اذا
1
2

 فانy ر= المكافى القطع حسب الاقتراب
4

X.
]lLIT- 44(x,y)-8(0,0)x +x

1 هد زي 4 2(x,y)-(0,0)x +y
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lim =a
(a,b,cر-+) 

lim y=b
y٠+(a,b,c)

lim s=c
(a,b,cة) 

 أن اشبت(13٠11 مثل)

٤٠-٠٠٥٠٠ "",ي:،٠«
 الحسل

 قانة

٥<٧6-٥ر٠; -٥(٠٠١٥-٥١٦٤٥

١x-a e=١=٧-٥١٦ ى<

e=5  نختار

١ اذ

 فان

 لذلك مشابه الاخرببن العارتبهن وبرهان

lim f(x,y, ( د =L
(x, (b,c,،)-(٧ ه, 1

 افرض}13،5) مبرهنة
 د

11m g(x,y,s) =L
(x,y,e)-(a,b,c} 2

1im (٤±g)(x,y,٥)=lim f±11m ,L= و ±  و
(x,y,)-(a,b,c)
1iم(٤ g) (x,y,a) =(limf) (11mg) =L, L5

(x,y,٩)-(a,b,c)

{i)  فان

(1i)

11m
(x,y,s)-(a,b,c)

٤ ,#(٠Y))1) )جm ٤)/ (1im ( و =L7/1
.#10. أن شريطة 2

(ii1)

1im f(x,y,6) ه =s'1imf =<L,
(x,Y,e)-(a,b,c)

• حقيقي عدد أي د و

(±v)

 تخصيصها يمكن الواضح من أنه كما• التهابات حساب لا تبسر المبرهنة هذه

• المبرهنة لهذه استعمالنا توضح التي الامحلة بعض وسنضرب• متغيرين ذي اقتران لحالة

1 مد {رج;بي
(x,y)-(-1,2ر Y

 يلي ما احسب}13.12 مثل{

lim y=٤
y2

11m x=-1
٦ -ح-1

 أن :لاحظ الحل

1lim y8=د 
y-+2

1im x>=-1
Y--]
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 ان الضرب حاصل قاعدة من



l1m y4=ق 
y-٥2

11m x٩=1
Y--1

 على لنحصل القسمة قاعدة نستخدم

 سد -{ج{يي
(x,y)-(-1,2) '+٧

 الاملة في لاسشغعله ما

11m x3+ 1im y3
(x,٧-(-)٦,2) (x,y)+(-1,2) -1+8 7
5-٦٠٤-=r,٨ aIرز1٨ومر

(3,y)-٥(-1,2) (x )-(-1 2  وهذا بالتفصل: ذله قتت ثاi' الثت,ي. ويلاحظ
 الى يؤدي الدي هو القصيل هذا ان شك لا ان احد و كل على كان وان ، التالية

• الصحيح الجواب

1 من {yج;بي
(x,y)-(0,0 « ر +y  احسب(13.13) مثل

،

 القسمة قاعدة استعمال نستطع لا قانتا ،

 دبر <٦رم١٤ فاذ١e=5 واذ٥٠<

(x3+y3)=0 lim أن بما: الحل
(X,y)-(0م )
e (iii). لاي ، العريف الى عودة ولكن

 لذلك٠ إx ?ي=إ =ك<e فان

sا -ا'ج١٤ اوجج/ا 
1 مد,

(x,y)-+(0, ٥ ر +Y

[x!

= 0

< e

 نحسب كذلك

 أن على لنحصل الجمع قاعدة نستعمل

'(0,0)-(x,y)1 مد ء{لاج{جي٥٠٥-٥ +y

11m 1n±
(x,y)-(e,1)  لا

 احسب}13.14) مثل

g(t)=lnt f(x,y) وان =
Y

 افرض: الحل

11m f(x,y)
(3,y)->(e,1)

1im x
 )e,1(«إلإ,ج(

1.im Y
(x,y)-(e,1)

 القسمة قاعدة باستخدام
e == ع
1

 لذلك ه

1im ln »
(x,y)-(e,1)

(e وانe عند متملg أن بما  (و1=
lim g(e)=(f(x,y)) و =1

( ,y)-(٥,1)
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f(x,,30٠٠٠,x,)n

 الاتصال

 ان لاقتر للاتصال تعريفا الآن نقدم

f, لا,٠٠٠50,x, الاقتران)(13.6 تعريف) (xعند مقمل (,a,83م٢٠٠٠, a)١ اذ
[ {أ د

f(٧ م٠٠٠٠٠,x,) =f(a٨٠٩3٠٠٠٠,a,)11m nn(;a,a50م,٠٠ x, )-(a,050٠03 م) nn

11m f(x)
 د

2-aد 

f(a)  ميجز بتعمير أو

a = (a,,850٠٠٠,a,' , -N- ٦ح(.٤=(٢ م٠ ولا٠٠٠٠ لا,
 جيه

 كل عند متنصلا كان اذاAeR" المجموعة على متصلf)( الاقتران أن كما

٠ A  نقاط من نقطة

٤tx,y) =s  افرض(13.15) مثل مذ لأ=, و

• R F على منصل  فان

• الاتصال مفهوم لتعمهم التالية المرهة تقديم ويمكن
naeR(افرض13.7) مبرهنة فان (g(x} ، f(xعند متصلين 

 اي ،

(1)(f(x±)عند متصلان و )ي a

(i±})حقيقي عدل يه لاي ج عند متصل م٤ )ج ·

(iii)g (x)د f(x)عمد مصل a

(iv)f(x)/g(x)آن شريطة ة عند متصل ي (aي) #0

(v)٩ ذ١g (w)f{ ( ج =w 3 عند متصل وoR فان عند متصل

· المركب الاقتران انتصال عن، هو(w) المبرهنة هذه في الاخبر والبند

 اذا قانه ، السابق المثل الى وعودة

٠٤٤4n(x,y)=٦,يفألو مي w=(wي) 

s1n وكذلك ،(eR(x,y قيم لجميع متملf{,y) ان وما wلجميع منمل 

 فان ءW قيم

• (of إئم:= و٦ (x,3) =F(x,y)=sin)و 
X Y

(x,y) e R  لجمع متصل
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 بلي ما نعرف2٠ م«(=٠5٠٠٠,x)١ (اذ٩3.8) تعريف
 {أ ،

 تحقق التي2 النقاط من مجموعة هوR" في لإ النقطة جرار )أ(

}٤٤١٤-٤٠١ {ة<
٠}13,19) الشكل انظر ، حققي عدد0$< حيث

 ومجموع• لا للنقطة ما أرا جو تحويS اذا داخلية نقطةY$€ النقطة )ب(
،

(.20.13 الشكل) انظر•S اخل د بسمىS في اخلة الد النقاط كل

 يحري2 ج للنقطة ار جو كل اذا ع للمجموعة حدودية نقطة هي ج النقطة )ج(
،

S • للمجمرعة الحدية النقاط ومجموع S S في ليست ونقاطا  في نقاطا

٠(13.20 الشكل) انظر•S حدود ببسمى
 ب

 اخلية د نقاطها جميع كانت اذا مفتوحة تسمىS المجموعة()

 حدودها تحوي كانت اذا مغلقة تسمىS المجموعة )ه}
 د

S

(13.20) الشكل

 .ي_ جور

 بهج
(13.19 الشكل)

± جور

 افرض ، تملها ليرR? في امثلة (نضرب13.16) مثل
 ي

S, = {(x,٧٠ 1<x<2,1<y<2}
}3٤x<4٠1٤Y<2:x٠Y5 ر(}-١
}5٤x٤6٠1<y<2:٣٠yوى(}=١ 

 مغلقة5 ر والمجموعة ، مغتوحةS م فالمجموعة٠(13.21 الشكل) انظر

• مفتوحة وليست ، مغلقة ليست فهي روً المجموعة اما
2

y77771t67٤7793,
 يؤ متيا، مب:ميد تد ±يردؤ مر.مر/ي إزد

,s مرسر-رر: مربو.ص 5.  ي<

2 3 4
(13،21 الشكل)

5 6

 منفصلة انات لاقر حاسوبية رسوم هو(13.22{ الشكل أن كما
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4
6 م-1 بر-٩ ،ل٤,y ي=)

discontius on r' 4  أر=6

٢){١. y) • ند , 2y-٤
di9rontinuos oy =}r

f(٢, y) = n\3 ،+ \ قر-4
dixcontinos on  +?ع قر=4

• ,±،]) عد4 4y+2قم- 
diوcontinous on y =  و+حر{-

 ا-
f(٢, y} = -ز-

٢y

discontinuous on ٤ ة { ndy = (

1
9 ع=٦ ارب ٠ا و ]inr+ cosy2 غf٢٩ )ر

Tr ٦dieontinuos ony= -٢+ (4 (٨- ا wwy=٢+٢٩٨+I);

١٠

13.22) الشكل
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 تاين)3.31(

 وجدت ان النهايات احسب(10(-)1{ للتمارين

(1)(2)

(3)(4)

r-214 ب ر
(٠y)-(7+2٥,٥ رy

 مبد#4,
Y(x,y)-(0,٥)

»16١ مد3ال'-2xy?3y"-3y' رى
x'+y(x, (-٧ ٥(0,0)

 مد {وجإج
(x,y)-(0,0 Y+ ر

 ،3 .د0 ,=ر
'-٣٢y1 مد ٩ر-٩لإ٣

(x,y)-+(0,0) x +y

 ة»1١ مد2ي;y-إلم'7١)
٢٩(2,Y, (-٥ ٥(2,1,-1) Y

(11)

cos(x+y+٩)(9)11m(10)
(x,٤,٥١-)%,-لا٥, 

2
 موجودة عمر مبد لإمي ا اد

(x,y)-+(0,0)

14 م2 ولا+وyلإلإ
(x ,y, ± (-)ه0,0,0 ر +y' +٥

-111m x  اY ا'ج
(x,y)-٥(1,0)

(12)

(13)

 ان اشبت

 أن اشببت

• موجودة غير11m ى
(x,y)-(0,0)

x xy'11m ير32+3.3+
 ر.-أث.»( زؤ،هة

• موجودة فيرm±1 إy "ر ان اشت(14)
(x,y)-(0,0)

 موجودة غير

f(x,y)=arc أن افرض(15) sin(x-yوأن t)=t-1جد (و 

11m (gof) (x,y)
(x,y)-٥(1,1١

 أن افرض(16)
xy

e(f(x,yوأن t)=lntو) جد 

11m (go٤) (x,y)
(x,y)-٥=(٦,1)

 ؟ مصلة اشات الاقتر هذه هل(23(-)17) للحمارين

(17)f(x,y) =x?y(18)f (x,y,3=د( x3م لا,-٩ 
Y

(٥,x,y)٤f«, ,ا#ج,هج=(19 =cos(xy6+1) (20)

٣/٠3/{%/:;":.٠/f(x,y) =1n{4x3 +9y3+49)
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" ٠.::..:."
 د.ماسسردد،٠٠ لإ."+إ

f(0,y){ أن أي ،(0,0) عند ، f(x,0(0,0 عند) متصل غير٤ لكن ، متصلان•

(23)

(24)

a، ياسر-٠+4-" يم ا 
(0,0) عن متمل لمير لكنه ،(0,0)

٠٠ سد٠ ء3 ;لإ: "."ي ا­ Y

+ax بظر موجيان حابتان ط,a وحيثf(x,y) ء199يإل,x ,ه«y»0 الاقتران ٠y

 الدم كمية مجموع الى المنى الركة في الدم جريان ببن العلاقة فدراسة في

 ،(0,0 هند) نهاية الاقتران لهذا هل ء النظام في

(26)

(27)

 الجزئية المشتقات(13.4)
 ا

٣،  المتغير احد نشت•S المجموعة علىf(x,y{ متغيرين ذي ان ماقنر شدأ

 تعريف يمكن لذلك• واحد متغير في اقتران هو٤(x,y فالاقتران) ،٧=y ولنقل

 يلي كما نعرفها اخرى مشتقة على نحصل وهكذا ، عندلاf(x,y )ج مشتقة

 مجاله في(2,y٥) وان ان متغير له اقترانا٤ افرض}13.9) تعريف ئعصق
،

X عند)x الي بالنسبةf للاقتران ,y)بلي كما 
»

f, (x٥,Y ٠رماx)إ-th٤ ا=1 مذ٤ م٣(
hh-o

Y f الى بالنسبة  للاقتران الجزئية المشتقة نعرف كذلك ، النهاية هذه وجود شريطة

14m=ه( 0y3 ه),4
h-٥

 يلي كما(X,y) عند
،fمرء( th)-٤(ey}

h

• النهاية هده وجود شريطة

.f, انان اقتر التعريف هذا من وسنج ، f٠ ن يملي كما عرفبماXy٠-
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٤ (x,y) =limX
٤(x +h ( لا ٤(x,y)

h-٥
h

f (x,y) =lim٤ لا(xY+h) ٤ (xY)
h-o H

--2 f = ن بالرمز ايضا لهما وترمز ،f للاقتران جزئية مشنقة هو منهما وكل
 ل ص،

• ((y ( أو x ( الى بالنسبة الجزئية٤ مشتقة نقروها

 د£
-٥y

· افرض(3٠17) مثل fy . ب يو&, جد f(x,y) =12xy-681n xy

f الحل =24xy-6ycos Xy

6x cos xy٤=12 -?ر
Y

}1 عدر المشتقتين فسمة نجد

٤0 ٠٦١٠٠٦- 4٤e2٠٤٠ -ء.،٦X

٤٠٢1 ٠٤١ -12-6e٥s٤-١2-53١-٧٤2لا ­2لإ 
 الحالة المبرهنة خلال من الجزئية المشقات جبر ونقدم

 فان ،يf للاقترانين٠٤٠g٠٤g وجود افرض}13.10) مبرهنة
I y ت Jلأ 

(i)

(ii)

=٤ ±g(٤±g) (٤g و±,(٤٤= YYxxx لا
٤g)=g٤+٤ و , (fg(٤ )و=٤ +و yyyxxx

٤٤, -و٤ .و٤-٤ ١ ٤.- رك( قنء y؟ ٢ g ygg x  و3

0 ٣ g  أن شريطة

,x)٤ افر  الا{±= '{جج3.18 معر
f , f Y احسب x·

٤ ع=١ل إ٢!، ١ل٠٢٠١١٧ ه٤٨١ الحل
(x٩+y3)3x

4
٠'-٧2wy٣٩ر٩

(x3 +y3)٩

٤ =  لا(x3+y )ق٩
4

­yx2-ى٣ ٩٣٩٤ 
(x٩ +y2)
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 د«.»؟٣٠:٦»٠٠٠»٠٠٠١
(x,y)=(٥,0)0 ٠

.0=٤(,٥,٥)=٤ (0,0). x

 اقرف}13.19 مثل)
،

 أن .اشت

m٤(٥,0)=1 ذ ٤(h,٥٤٥١)٥ا-٤ 11m 0 -0 X: الحل h-0 h
h-+0 ٨--٥

٤ (0,0) =1im f(0,h; -٤(0,0)
11m ٥-٥ y ه ء][ h-0 h
h-0 h-0

 ,؟ كذلك ، شابتاy اعتبار معx الى بالنسبةf شغير انها علىf, نفهم
x

= تعيس هو هندسي فسبر تقديم يمكن ولذلك. شامتا لا اعتبار معy الى السة٤.
[ هن ه ، ء ه٨ سه

 اشر فان ، ثاتاy ط= واعر ،a=f(x,y) السطع افرض ، المشتقات لهذه

y المستوى في السلح =bالمنحني, هو C"الناقطتين خلال القاطع ميل نعرف R ، Pانظر(، 

 انه على}(13.23) الشكل
٤(a + Ax,b)-f(a,b)
 ب

٥x
(a,b)٤(-f(a+Ax ,b±ر l2٤ ءr/ «k رج ة  ي-=ه ومندما:ا-

1٢ س يرة ان ي وبالطريقة ه النهاية( توجد {حيث نقطة اي فيC. للمنحني ، المماس ميل مر8 م م

 السطح( فيx=a )ارC ر للمنحني المماس ميل انه على3و نعرض نغسها
yة 

(.13.23 الشكل) انظر٠ النهاية( عندها )توجد نقطة أي في

 Yم اءن اللوى لو

(1.:23 الشكل)
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 اكثر متضيراب_أو ثلاي ات اقترانات

 فالمشقة ه اها متغير عدد كان مهما أنات لاقتر الجزلة للمشتقات تعريفا نعمم

• ابت و وكائها تعامل الأخرى ات المتغير كون حساب على بكون المتغيرات لاحد الجزئية

°w-3ر f,٠6و٠4 م٠ بو؟ احسب٤ (x,y,2,w)= $»r;>  افرض(13.20 مث

(2x)(s+3)• الحل 2x-؟ #ز: >،7و,- 

٢ Ay:,3-هج--,•#+# ا#:ج
-26 ر(٩ )بر-

(y"  و3)٩+
-(x-w٩){2 ٤( و 4 ي

 و(y و+٩ ر

٤ -(y+  {٧2-إ٠١٩م-2 و
w+٦-٦ال٦٦(٧٩3+٩)

 علا رتب من الجزئية المشتقات

 مح اعلى رتب من أو الشانية الرتبة من جزئية مشقة نعرف أن نستطيع

 يمكن فانه =و،f(x,y) افرض• المتعددة المتغيرات ا ف الاقتراات خصوصية ملاحظة

 الشانية الرضة من الحالية الجزئية المشقات تعريف

٤yx' 'xy'
 مخلوطهن مشقتين وجود ويلاحظ

٤٤yy' 'xx
٠٤٤٠ yyx

JYY2 ب عند متصلشان٤ ،٤, وانf(x,y) افرض(13.11 مبرهنة)
(a,b)(a,b) = ff. yXy

 قهي الشالة الرعبة من المشتقة أما

(a,b،) فان 

٤٤٤٤٤٤٤٤yxx' 'yxy' 'xyy' 'yxx' 'xyx' xxy' yyy' 'xxx
 حسب متساوية المخلوطة المشقات هذه فان ، متتصطة المشقات كانت واذا

٤=٤=٤ أن أي ، الجزئية رتبها
xXY3yxyxx

٤=٤=٤ YyxyxyXyy

• سق لما استطراد فهو اعلى رتب من مشقات تعريف واما

 ان للاقر الشالة الربة حى الجزيية المشتقات (جد13.21 مثلا{
 ا

4f (x,y) =x٩٧+y-2x +12

.£ الحل =2xy٩-8x3 ,f =2x3y+3y3
Y

٤ =2y-24x3,f =2x3+6yxx YY
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٤ =4yxx 'Y

٤ =4x
YYX

٤yx=4xy، 4Yx=رة 

f =-48y.  م
XXX ٤ =6

YYY

٤ =xyx 4Y ,

٤ =yxy 4x ,

f =4
xxy 'Y

٤Xyy=4 ر

}13.4) تمارين
«

• الاتترانات لهذه الاولى الرنة من الجزئية المشتقات (جد16(-)٤) للمارين

٧1 (2) f(x,y) =9-x-3y٩ {1)f(x,y)= -x) ج ( ر
f (x,y) =x3 -6x3 y+ نر (4) ق ٤ (x,y) =x3 -xy٩ +4y(3) ف

f(u,٧) =cos - (6) ٤ (x,y) = ٧(5) در لاتي
f (x,y) =cos 3x- sin5y (8) 1 د+٣° t1 و(u,v=) ر و.(7) + ٦

٤(x,y) =٧١1- (10) در«ر دبر f(x,y) =٧4-x٩ (9) ر9-

f(x,y,٩) =x3y 4 - ٤» (12) ٤(x,y) = (sin xy)3 (11)

(13)f (x,y,8) =(cosy)  ج9

-(٦7 للتمارين)

(14)

Xf(x,٧,a) e''cos y-8in (16)( ()ء15

٤(x, (٧ ء, tY-٩
Xy+y٤-x٩

f[1, 5-,ت لا {يلام م=
 المفروضة النقطة عند الاونى الجزلة المشتقة جد(22)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

٢2,-3٤٠١(٤٠y -٧٩3+3
{-1,2) , f(x,y)=x -63 + 3xy4 +1

(0,-1,٦),٤(x,4-2٧,٩) يy-٩

(22)

(-1,2,0) , f(x,y,٥) =xy s1ns

٠٠٣٠ ,:هثو الإج". لإ%

••• بهز ي:ي:
x +y

٤ ٤y' x ]-(٤Y(٠ جف ء cه stae ١ اف (23)

X
.٤ £y' x ٤ جد» (x,y) =} 0(8)as+} R(s)ae (24) ا اذ

1 1
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• ٤ xy ،٤ جد(30)-(25 للتمارين 'yx
x3-y٩ (26) 5٤ (x,y) = 3x3 y٩ ر5- +y+1٥ (25)f(٧,y) y4 بر٦+2-

f(x,y)=x 4 - 2xy+3 (28) ٤(x,y) =٧x +y (27١

f{x,ys) = s1n ه xy (30) 4f (x,y,3) =x -2x3y+3y29{و )

 يمكن( )حيث٠٤٠٤٤ (جد34)(-31 للتمارين)

30«-«as-s-«لإ,," او,عء تو ay-٢«+» ى
٤(x,33)=٧,٥١ =ووفوو)

x3f(3,y, e=( و sinys+ln(x? +y+34)و?( )

 ;fرE;4٦٠ احب(38)-(35١ لتمارين
f(x,y) = 3+y3

٤(x,y) =٧-;و=

(36)

(38)

٤ (x,y) 1 +x (35)

(37)٤ (x,Y) <+ لار=

 ;ملإ
os اذا ج- ax'أن اشست و ء ج ك 

2 م
± ع ب

٥Y

(39)

 لتحقق الشامت هذا قيمة جد ، شابتc حيث "بر=ء لأي

٦ و م،,2 و  #ة تتر:لاay ج
v(,y) ، u{x,y) u انهن للاقتر ريمان- كوشي معادلات = ٧ هي

Yx
٧=-,uالمعادلات هذه تحقق التالية الافتراضات أن اشبت٠ xy•

(41)

١ اذ(40)

٧=2xy u =x?-y٩ ٢١ ر
x X٧=e slny ، u=e cosy ( ( ب

٧=٦(/٦٩ +y?)٠ u=Y/(x٩ +y3) ( ( ج

{ اذ لابلاس معادلة حقق ه الاقتران(42)
 تزج -تهي٥ م·2 و

 يحققها لي ما أن اثبت

(1n(x3 +y3=4 )ب( و 4x - 6x?y4 ٢) و=7+

=(cosxs±nhy +sinx cos hyد( =و( eos+ج± eos yء ء 'ى 

• افقها و الاقتران هذا بسمي واقد

٠  Wه
xy٩

4w جد = 3xy12و+ xy ٤? -y٥
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 هي,(y) الكارتيزية اشات والاحد(r,e) القطية اشات الاحد ن العلاقة}44)
• ول

»=rcos ey=± s1n e ،e= tar 'y ، ي ،٤ لإ= ٦و-

٤y<d٠a المستطيل على متصلة جزئية مشتقات لهm(x,y) افرض(45) 4x <bت •

 أن اشهت
b

2 m ax = m0,y)- m(a,y) , c<Y<a,لا( xا5;ث ا 
2, m dy= m(5,a)- m(x,c) , a3xgBا )لا،(تمز 

 ب

T V حرارة ودرجة n حجم له غاز من مولات، ( اذا قول المثالي الغاز قانون(46

•٩٣ل نبا أن اشبت ، العالمي الغاز شابت هوk حيث ،p لا=nkT فام,p الضغط ن

3٤٥٥٧T « وداد د 13T 5F 7

f(x,y)  لاقتران يتبعها وما التقاضلة و الزيادة مفاهيم سنقدم الداية في

 اقتران حالة في رسنا لما تعميما الغاهم هذه وسكون• مستغن متخبرين ذي

• واحد مستقل متغير له

 الترتيب· علىy ، في> زادان هما٥ لإ ،aX وانw=f(x,y) افرض(13,12 تعريف)
 أ

 يلي (كماw٥ )رمزهاw في الزيادة نعرف فاننا

٥w=٤(x+٥x,٧+٥y)-٤(x,y)

w=٤(x,y)=٩-2xy  افر(13.22 مثل)
،

٥٣ )أ(جد

١٥y اذ )ب( ،0.1=Ax=0.2،- (1,3) التقطة عند٥٣ جد•

٥w=(x+ax)3-2 (x+&x) (y+٥y)-(x»-2xy)

= 3x4٥x + 3Ax3 +Ax?-2xAy-2ybx-2AxAy

 الحل

 نعرض )ب( في المطلوب لاجاد

٥ w=3(0٠1)+3(0٠1)٩(+٥.1)3-2(-٠2)-6(٥.1)-2(0٠1) (-٠2)
=0٠٦7٦
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 في فائدها لها ،٥w الزيادة لساب اخرى صيغة لي فما سنقدم ائنا على

 واحد ستخس دي لاقرأن لصيغة تعمم هي الصيغة وهذه م رياضية نتائج عدة برهان

٠ المتوسطة القيمة مبرهنة ملى تعتمد

 المستطيل على معرفاw=٤(x,y) افرض}13,13) مبرهنة

R={(x,y): a<x<b ,e<y«a}
eR(Y٥,A(x١ اذ ه٥ , وان ffفي موجودتان Rعند ومتصلتان xy٠

(6y)-f(x,Y+Y٥,4٥+٤w= f(xفان٥ C( +4X ,Y٥+٥y)€ R

٥w=٤, (x٥,Y٠)٥x+f, (x٥,Y Ay+e,4x( ه +e4ر Yلا x
e (0,0). و ،4 م حيث <(8x, AY) Y عندما مغر النهابة لهما ل& ،  في>ه انان اقتر

: البرهان
Y

R

٠Y ٥+ay)

٩
D (x ,x ى٣ ه ( لا ه

.X

 كماw٥ نكب اولا

٥w=[٤(x٥+4x,Y٥٥y}-f(x٥,Y+4y)]+ [f(x٥,Y٥4y)-f(x,Y [( ه

g(x) =f(x,Y+4y)  نسمي

 المتوسطة القيمة مبرهنة حسب

g(xAx)-g(x) = g'(u)4x

f(>,Y٥+ay) = (x)' و X,+AX ة ' X  بين حيث

 لذلك

f(x+4X ,Y٥4y)-f(x٥,Y٥+Ay) =f (u,Yه٥+ y)٥xX

 نعرف وكذله

h(y) = ٤(x, ( لا

 على نحصل المنوسطة القيمة مرهة ومن

h(y٥+٥y)-h(y) =h'(٧١٥y

٥y ه بينV وتقع ، y+y، لذلك 
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f(x2,Y٥4y) -f(x٥,Y٥=)٤ (x٥,v)4y
Y

٥ w  للزيادة السابق التعر في نعوض

4w=٤(٧,y٠٥+A٧)٥x٠+f (x,v)4yYx

 يلي كما و€ ،e م عرف
e,=f. (u,y٥+٥y)-f. (x,Yه )Xx

v,f-)٤(Y,x٠ )ه (x6 =و٥
YY

2 ةu فان {عندما٢٣ (x ,Y xy• )ه عند متصلان٠٤٤ آن بما
٥٠0• (0,0)4(AxA¥٠-٥04عندما0 و€<4٠0 م€ أن أي y

 نكتتب لذلك

fو٠) Y٥+8y)=٤, (x٠,Y٥) +e,
X

f,(x٥,v) = ٤. (x٥,y  رe+( ه
Y

 لنجف عوض

٥ w=[f,(٥,Y٥) +e,14x+[f, (x٥,Y٥1+€٥) وY
Y

w=٤(x,٧) =x٩-2xy  للاقتران6 ،وe, نجد(1323 مثل

 السابق المثل حل في وجدنا الحل

٥ w= 3x38x+3x ٥x? +Ax3٠-2x٥y-2yAx-2٥x 6y

= (3x4-2y)٥x-2xdy+ (3Ax +Ax") Ax+(-2Ax) ٥y

e3=-2 A €,=3xAx+Ax?  أن اي

e. • أن لاحظ كذلك (0,0) < (٥,8Y) > عندما٥ e0، و 

• التفاضلة نعرف أن نستطيع ، سبق ما بعد

w=٤(x,y) y افرض(13.14 تعريف) ٠xفي زيادتان لالك' لا،7 وان٠ 

(f)الغافلة نعرف dxوالغافلة dyيلي كما المستقلين( )للمتغبربن 

dx =٥x , cy =٥٧

 يلي كما الايع( )للمتغيرdw القافلة نعرف )ب(

dw=٤ (x,y)&x + f, (x,y) y ة  ى3٧ بره م3إل رة
yaxYx ة

 فسان شروطها تحقيق حال في ، السابقة المبرهنة و التعريف هذا ومن

٥ w- dw = e,٥x+€و AY
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 مقادير حساب في مفيدةdw يجعل مما له،w دdw فان ان صغير لاه ،٥2 واذا

• الدقة من بشي التقريب وجه على الغير

w=٤(x,y) =x-2xy  الساق المحل (من13.24 مثل)

dw = (3x°-2y)dx-2xdy  فان

٥y بمقدار تغبر(1,3) النقطة فرضنا فاذا ،  قان-0.2=8=0.1

4 w 5dw =(3-6)(٥٠1)-2(-0٠2)=0.100

0,071 = dw- ٥ w  الغرق و

 غلط امكانية مع سم18 وارتفاعه ، سم6 هو قاشم اعري د مخروط فطر (نصف13.25 مثل)
- ود

 وجه على ، المخروط حجم لتتحسب النتفاضلة استعمل٠±0.005 قدره المقياس في

1٧= 3٤H

a2)4٧ دr)h ar+ ٢٢٤٦ an3

• التقريب

 الحل

±0.005=dh = dr , 18 = h , 6 = r

a٧=4 (252)(40.005١=±1.319
٧+d٧ =678.584±1.319

= 679.903

= 677.265  أد

 عوض

 الحجم و

• {الاشتقاقية( الاشقاق قابلة مفهوم نعرف الآن

(٧,x£)«=، مولا( عند للاشتقاق قل٤ فانY١ ذ١(13.15 تعريف) شريطة )م
 د

 النحى على كتابتها بهمكن4w أن

٥ w=4, (x Y ه٠ ( ه Ax+4, (8٠Yه٥( Y+ e, 4x +e Y و
.e حيث ،eمفر النهابة لهما (٥ عندماy,٥Xه) (0,0)• 1 -2

 عند للاشقاق قالا كان اذاR٠ المنطقة على للاشتقاق قابل٤ ونقول

• R  نقاط من نقطة كل

f،١ ذ١(1613) مبرهنة R(x,y)٤=w و٠ f مفتوحة منطقة على متصلان
 لأ ب[

٠ R f علي للاشتقاق قابل  فان

 وجدنا الواحد المتغير ذي ان للاقر ؟ والاتصال الاشتقاقية بين العلاقة هي ما
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 فالامر ات المتغير متعدد ان اقر حال في اما ه الاتصال يتضمن المشتقة وجود ان

• مختلف

 عند متحلf فان ،(x,y) عدد للاشتقاق قابلf(x,y)١ (اذ13.17) ميرهنة

٠ (x٥,Y)

٥w=[٤,(2 ,Y)+e,14x+[f, ه (x٥,Y٥)+e.1 ay  نكتب: البرهان
 لا ل ه

٥y+y=y، 2 افرض قان =x +٥X

4w=٤(x٨٧-)٤(x٥,y)

- [f,(» ,٠+)x-x٤٤) )ه+Y2,1, ه (x,Y٥) +eو ](y-٧ء). y  ه

1im [f(x,y)-f(x,y)]=0  النهاية نحسب
 ,ج(y)٥(Y,x٥ )ه

Y,٠)f=(٢,x)f أن 1im )ه أي
(X,y)-(x٥,y ( ه

f • أن أي (x٥,y  )ه عند مخصل

 التالية النتيجة الى ونصل

 لأ ل فانR مطلة منطقة على مملانf, ،١٤ ذ٢(1813) نتيجة
fعلى منصل Rم 

,f وجود.. مجرد ان مثل( )بضرب هنا ونؤكد ، fيكون لان كافا لهس fمتصلا •
٠XY

 ليس فهو}0,0)

• (»%; ٠ "»"
0 (x,y)=(0,0)

(f {0  عند متصلا ليسf لكن ، موجودتان0

• (0,0)

 افرض(13.26 مثل)

 ن ،٤(0,0) فان
 عند للاشتقاق قابلا

٤»٥,٥١ مد-٤ %ر0اي-{0r(-14 س :ه-"ي" الحل
Y «٢ ر-٧0-0 م

٤,»٥١,0=1 مذ٤(y,0إ-5(00) ء1 مد0-9-
y y ر٥ لا 0y0Y

1im أن{ على البرهنة بمكن لكن f(x,yموجودة لمبر 
(x,y)-(0,0)

٠(0,0) عند للاشتقاق تابلا لييس وبالتالي ، متصل غير فهو لذلك

٠ المنو.مطة القيمة مبرهنة تماثل مرهة مكتتب والآن

R={(x,y) (افرض13.19) مبرهنة aSx3 c<y, ط 3afالمسنط على معرف٤ (x,y)

,f)١ اذ )أ( (x,yما[ لعدد موجود y€[c,dنجميح ]xe[a,b، قانه 
X ه
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 فاشة ء

e(a) عدد يوجد , bأن بحيث ع 

٤(b,y)-٤(a,y)= {b-a) f. (٤ م٠٧٥)
7

f, (x,y) ye[c,d](١ اذ ب( x€[a لجميع , b] •Y ما لعدد موجود
e(c) عدد يوجد ,d{أن بحيث و 

f(x٥,d)-٤(x,c)=(a-e)٤ (x٤,٠)
2Y

 يلي كماg الاقتران )](.عرف نرهن: البرهان

g(x) =٤(x,y)

g'(x) =٤ (x,y ( ه
X  فان

• الاقتران على المتوسطة القيمة مبرهنة شروط وتنطق [a,b] (x) على ي

 وانa <م}<b٠ م} عدد يوجد لذلك

 'و0 ,ي١-9لط{ )علي-
f(b ,y٥-)٤(a,y٥)= (b-a) ٤(٤.,y١2 1 ٩  الخعويض

• لذلك ممال {ب( وبرهان

٤(xy) Y٢+3 ب2ج٢  افرض(13.27 مثل)

•xe[2,5] وان 4=y ، عندما م} جد

: ٤,(٤(5-2)=(2,4)٤-f(5,4)(4 الحل
'1٢X

 ف-و- ٠ر}.د
(3+١,6=40 أو

3+٤-,٤2٧6
 ,ع=2٧5-3 لدلك ،2 ,ع»<5 رد

 له لاقتران التغاضلة و الزيادة و الاشتقاقية مفاهيم قدمنا ه المفاهيم هذه تصم

 ات ستغير ثلاث لها اناث لاقتر المفاهيم هذه توسع يمكن نغسه وبالاسلوه ، مغبران

• اكشر أو

• امتار5 ،4 ،3 ابعادها خشي صندوق10000 شرا" على عاتدت (شركة13.28 مثل)
 و

 الخشب لص كان واذا ، الخشب من مربع متر لكل دينار0.25 هي الخشب كلغة اذا

 الاجمالية التكلة التقريب وجه على جد ، م0.05 حى دقيقا
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١y هي المصدوق ،وابعادc التكلفة• الحل 'Xلذلك ،٩ 

C=0٠25(2xy+2y٩+2x٥)

=0.5(xy+ y٩+xa)

dC =Cdx+C.dy+C da
٤yلا 

=0٠5[(y+٥)+ (x+٥)+(y+x)]dx

=٦(٧+y+٤)dx

= (3+4+5){0.05) =0,6

C  القمة محسب

C=0٠5(12+20+15) =23.5
 ا

C+aC=23.5+0.6=24٠1  ا دنار

 الكلفة فان المطلوب وللعد ، الواحد للصدوق هذا

 دينار241000

(13.5) تمارين
،

(13٠14 مبرهنة) في ما حب€, ,€، احسب}4)(-٦) للتمارين
1٠٠2-

f (x,y) = 2x + xy3-3y2) f(x,y) =4y-3xy+2x (1)
f(,y)= (x-2y)٩ (4) f(x,y) =x3 +y3 (3)

dw  جد(12-)}5 للتمارين)

w=٦+4y-2x3y (6) w= y+3y ز-قر (5)
-2x 4 2 (8) 7 (7)w= e y-٦ y w =xsiny-y

£w= ' ?عر لأج +y1ns (10) w=x٩ 2n (y4 + ( ه (9)
2 3 -1 4 (1 )ة w=x٧٩/(٧+y+٥) (11)W =X Y ٧tو 

 لقرب التغاضلة استخدم(13{

f(x,y) y ?ر-3 ر4= +4x-2y6+د 

-(2.02,3.01 الى)-}2,3) من تتغبر(x,y عندما)

 لنقرب الغاضلة استخدم(14{

f(x,y) =x3 +2xy-5y

(1٠03,1.98 الى)(1,2) من تتغير(x,y عندما)

-6 48-



 لتقرب التغاضلة استخدم}15)
1-f (x,y,٥) =x3 y ء3-3 " و2 فر+ م2

•(1.96,1٠02,3.97 الى)(1,4,2) من تتغير(x,y,a) عندما

 لتتقرب التغاضلة استخدم(16)

w=٢-3s٧+ 4p٩

(.1.99,4٠01,2.97,1٠02 الى(1,2,4,3) من تتغير(r,s,٧,p) عندما

 لقرب العفاضلة استخدم}17)

i5.6ةa 6.ةW 
 لتقرب التغاضلة استخدم(18)

2(32.03) /(3.95)3

 رو,ء !'±هم.٠ ه»+«ا١
(x,y)=(0,0)0

•(0,0) عند للاشتقاق قابل٤ أن اشبت

#(x,Y,6) افسر(20) (0,0,0)»٢'٥ 4 ا م 4

(0,0,0)(x,y,6)
f{2,y,8) = X +y +e0

y عند موجودة٤ ،٠f٤ اشبث Xعند للاشتقاق قابلا لهس٤ بينما(0,0,0). ة 

(0,0,0)

 افرض(19)

 «.ء•. ر #ث#بد٠ ،٠.»+«٥١
(x,y)=(0,0)0

 افر(21)

,f, وان(0,0 عند) متصل الاقتران هذا أن اشبت ،f(0,0) عند موجودتان، xy
• عندها متصلتين ليستا لكها

٤ رء,«,ى(}a4 م،±لأه٧,٥٠)+»٥٠٥٠٥١
, (,y,a)=(0,0,0)٥

(0,0,0) عند للاشتقاق قابل٤ أن اشبت

 افرض(22)

 'ا«هاء٣" ا٥ مد جو'جهم ب ي كي
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(x,y) ( لم(0,0 افرض)(23

(x,y) = (0,0)



٤٥(0,0) (جد٢)

.f. جد )ب( ،f(0,0) عند ٠٠xy
(0,0) عند للاشتقاق، قابل٤ أن اشبهت )ج(

(0,0) عند متصلتين ليستا٤ ،f, أن اشت )د( xy

 سم،20,0 تدره غلط امكانية مع سم4 ، سم3 طولهما الزاوية قاحم ملك ضلعا}24)

• المثلث مساحة )ب( الوتر طول )أ( التقريب وجه على لتحسب الغاضلة استخدم

• سم٠0120 وسماكتها ، سم12 وارتفاعها سم6 اقطرها المعدن من اسطوانية علة(25)

• لصنعها اللازم المعدن أر مقد لتحسب النفاضظة استخدم

 اسعسة وموR ومقاومة ،L محاكة فبها ،(13,24) الشكل انظر ، كهربائية دارة(26)

• x=1000L-=, x الماعة#ئ هي + حيث6 JG#,اخها#ر على٤ المعاوقة نعرف٠ c
،

C٠R غيرت اذا ،Lهنرى0.45 الى فاراد ،ذ-م اوم400 ، هنرى٥.4 من ، 

·٠٠ ء5  ؟ المعاوقة في التغير مقدار هو ما• الترتيب على فاراد11٠1x10 ،و اوم425 و

 ا

 ؟ للمعاوقة التقريبية القيمة هي ما

}13.24 الشكل{

 ، الترتب على]j2، 8،5 بمقدار ارتفاعه و وعرضه طوله نزيد مغلق لصدوق(27)

 في الزيادة مقدار هو ما ؟ التقريب وجه على حجمه في الزيادة مقدار هو ما

 ؟ التقرببب وجه على المساحة هي وما ؟ سطوحه مساحة

 لطريق معامد حديد سكة مع تقاطع من تقترب الساعة) كم40 بسرعة تسر سيارة}28)

 معدل هو ما• الساعة) كم160 بسرعة التقاطع من قطار يقترب ببنصا• السسيارة

 كم1 تعد السيارة كانت عندما القطار و البسارة مين المسافة في التغبر

 ؟ عنه كم2 يبعد القطار و ، التقاطع عن
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 السلسلة قاعدة(13.6)
 ا

 القاعدة لهذه ولان ه متغير من اكثر له مركب لاقتران السلسلة قاعدة الآن نقدم

 أن حالة كل في ونفرض ، التالية المبرهنة في نكتها ، الحال حسب صيغ عدة

• موجودة المطلوبة الجزئية المشتقات

}13.20) مبرهنة

=x اشات الاقتر اقرض )أ(  نان9Y (رt)f(x,y)=٥٠(t), و

((t) ,9,(t)وكذلك =ة،٤ (,و 

(1)3a dy,3٤ ق «ds
y dtة dt3 رdt

x) افرض )ب( ,y)ة=٤ 

(2)

(3)

((95 (u,v,(٧,g, (u)م·=٤ 
y2 و ة

 ةy ةuن
2٤ 3Y

٥vyة 

• افرض)=( w= ٤{x,٧,e)

x =g,(u , v)
 وكذلك

(v,رو) y=9فسان 

٥ s ٥٤x ة  د د و
٥u ٩x u ة

2Xوق2 و ،
 ةay٧ ة٧

٠ x=g,(t)(t)9 مt)، y)9فان =و 

((٠9,(t(t(,رو) t)و,) ٤=w، وكذلك 

y قe(٩ ر , 2w٥ قwي ، م 

dt٥٤y dtة 
2 w dxي 

2x dt
dw
،
dt

y (رu,٧)x=g,(u٠,٧)٠w=٤(x,y,6) افرض )د( =9٧)٠,g,(u=فان٩ 

((9(u,v) ,9(u,v,(٧,u))٠=٤ ,وwوكذلك 

y ء(5) , 2w 32٧3٣ لا,3٧ ة2  د ، ،

u٥٣٥ ةx 8u 2y 2uuة 

(6)2w x ة w ر2 2Y ,5w 5 ٥ ، ، ب، د و w
٥6 3v٥y a٧x 5v٥٧ ة

 قان لا1٤ لا=cost و= ير3lny افرض(13.29) مثل

dyو x 2 و2
 د ،

y ة dt2x dt
= 3٩ 1ny(-s n ذ e)+ (2٤)

y د
3cos٩٤ s t مذ t+1١) مد + 2e%%%4

da
dt

•• =وxlny افرض(13.30) مثل x =  فان٦3y+٧١٩٦ ء٧3

3yو x  د اد ، ة و ةs ة2

uة y8 ةuرة uة 
= (3x31ny) (2u) (u (ذ2+

 لا
(u -y)6u (u -٧٩)٩ 1ntu =# 'شي٧u ر م2+
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3y2 و5 ر2 و 5yx ة٧ د  ة2٧
(3x51n y) (-2٧١)+(٧

Y

sم 
٦٥

 ة-٨٥3٧-٧ د1١٦ م»u2+٧١+%2إإل ٩)ثلإ.

x=cost' w=xsiny s?  افرض(3113 مثل)
te ، y = t°فان ج 

3w dx ,aw dy 3w asد د« د ٣ي dt x ه @E y ة aE = ة aE
=2x siny s (-sint)+x cosy م t)+2ysxcos ه3(2 y  و3 لى( ر

=-2 s1n t cas tsin(٤١2٤ +ر"ه4 و؟٩t)cos (٤2  راج
2t+2e' tcos'tcos ( ٤ رأج

=(-2sin ecs t +4٤ e4's ٤ + 2e 4 s? t) cos (e3  رأ

x=1-u، y+w=xsinys٠٧٩ افرض(13,32) مثل uشتين،ممت:.مم "".«.ه م حمنا ان٧٧ 
i a€  ة ةx ةu ره ة57

=sin ys (-2u) + 2yxscosys(v) +y cosy? (1)

= -2u sin( v)(u + ٧)]+ [2u٧(1 -٩+٧)(u + ٧)+٧3٧٩ (1-٥٩+٧ )]w

cos[u٧3ق ) (u + v]
٦3y و« 5w5 بy2 ب5 رwي 

 ي د ي ا و

v٥ ةevذ yة x aة٧ 
= siny٤(2v) +2xyacosy?a (u) +xy? cosy41)م )

w،
٧٥

+ 3٧2 (1-3 +٧3)] = ر 2vsin (u٩٧ (u + ٧)) + [2٧3٦(٧+٧){1-٥٦+٧2)

coe[u٩٧٩)(u + v)]

,u-٧) افرض(3313) مثل u-٧)gأن اشبت٠ =و 
، ة ووح {ن ة ٥=,u  ة3٢

x الحل u-  عتدناy=٧-٧٠٧ افرض

3° ,3٩ 343x ,2 y و ة ,3  به د ء3 لا ءة2 ر

5y 3v٥ يرذ٧ax >u >y٧uة 
y ةy -(ت١ ر٠25(٠١ +ر3٤(٦ ر٠36-(١=)٥ و ax٥ ر ة

 يين للربط شجرة وفروع اغصان هيئة على بمخططات الاستعانة يمكن شجرية مخططات

 السابقة المبرهنة في المذكورة العلاقات يوضح التالي والمخطط ، السلسلة قاعدة عوامل
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2

u

٧

u

X

u1

7
(3)(,2) المعادلتان

(1) المخطط

 ي

u

u

V

(6),(5 المعادلتان)

(2) المخطط

: المتر الاشتقاق
=w م(y,8) (افرضf3,21) مبرهنة wالمعادلة وان ه جزشبهة مشتقات له متصلا 
 د

w(x,y,0=ه( 

 فان
 م5

2x

-٥ w  تب ج([ اذا ه
٥٥

3 w/٥ x
5w7»a'

y الاقتران تعرف (f{x,y=٠ ير دلالة ضمنيا و
3٧/3Y3 ء

 ة٦wy ة/6

s) عندها ه ,t)6ة= 

wج 
s-ة 

·y = t٠ x

٥w 2Y ax ب ،w ة »s ay

w= w(x5 مع
3 ز,2w وج
 ةs ءة ة

y,6)  البرهان تكنب

٥ w
2s

٥ 3x
' 2s

(s, t)٩,w٦w(s,t، لذلك 

-1 3٥٧' 2s

0 لكن

 على لنتحصل عوض

0 w 8 s2 ةw.1٥ w  د

٥ s2٤yة aX
٥ $w5ر w2 ة s3 w٥ wب 

» % X٦8 و ة x2 s٥ x

 لذلك ،

٥w/3x8 ة و w/8e2 ة

٣٦  ءة٣0 آن بما

 نغسها بالطريقة شرهن الاخرى والمعادلة

 ا٥ ة
yة 

 ة5
3x  جدx -?و°s°y+2xy٥ د ي=5
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w= w(x,y,s] =x2و- xy ٤-٩٦y  الحسل -د5=0 افرض
3 w
3 X

wم 
aY
٥ wد 

2 و

2x y٩ و2-4

-2 x n-3e9 y

2x32-3م xy- y و3  د

٥w 3x8 د  ¥ة =ذ:ة ج
 د و٦w/2 ر

٥w/٥٩5Y

-=2« ٩٧2-٩م
2x٤٩- 2xy-3٩y3
-2x23مرة-- ة-3 و:s'=بيزة, 

 لذلك

}13.6{ تمارين
»

ds  جتة جد6)-(1) للتمارين
3t 18 ,E= اي(1) y,2 د =بلاx-3yو= (t (2=٧,y),x=e+1n(3xم=٩ 

1 م.
(sinx +cos xy,x=t,y=1(3ه= }y=3 (4,tan (y +x),x=tء=٩ 

3 4 -5t (x=ln t,y=1-3t3(5=ف ,,ي-ر5ر (sect (6=٧,u=e,uv-uه٧= 

dw  جد{ة(12-)(7) للتمارين
٠£Xw=٦٦ م--٤=sint, y=cost, ٩=tant

X
 ت#ج-٩5=x=€w -=لا2٤ =ء,٧٤, ة-2

2tدر=»4;7 5ج =لا,ه=لا,٥, =ء 

(7)

(8)

(9)
w=1n(x يه2 +y ,x=cost,y=sint;( و3+ ( =ء6]"1٥

· 1w=sinxy?م٢» x=3t,y=٧E, ( =و ع(11

w y=t3, قt=٧و لا,كي-== ( -=ء٤(2,
٥٤٥4 5٢'-5 جد(16(-)13) للتمارين

x(13) هy=u٦٤ م٧u4و=-٢ .yXy
x

٦١٦4٧-١-u=٧,1-٦+٧x=u=<-٩ ليب

a =ln(-yق );x=٧-٧,٧=٧+٧ (15)
x" (J7,y= uv =م2e' =لا;لا16)

٥ ء2٩  وة' {ة جد(20(-)17) للتمارين

(17)٩(s-٤=)٧,sin 2ucos 3v; u=(r+s}1م= 

٧,1nu-1nvس s'ود ; u=2±5ة= 
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٦ -U }slnr (19=٧,٢u=lnr٧e+ue=م 
U-٠٦ (rcoss (20=٧,u=rsins;2=و 

W2 W 5;ت•55 مد(2١-٢21١ ستمارين

w=yseCx ٤ ;x=٧/ , y=u- ٧/٧,٩u د (21)

w=X-2 ء +3y-3٩;x=٧cosu ,y=usin 7,a=u ٧(22)

+ (23)w= ,٧-u= وطقة ر y=٧-u , ٤=٧y+  ء

،- »k  =لا1 م٧, لإ±،ء(RY,2٥١± م و'ج بر, د
u٧u

 الضمني الاشتقاق باستخدام ليء (جن28-)(25) للتمارين
1x4و

(2y+5=0(25+x+4x٩y-3xy٩(26)ر م3 ج 
(0(27=s1nxy٩+x3+y٩(28)لألأ ر٨ لألأ٥=٥ 

 د2 و2 و لتحسي الضمني
ax •٦y

٦11  د

y-٧٤+y+٤6
cosXyE +ln(x3 +y?  )°و=0+

 الاشتقاق استخدم(32(-)29) للنتماربن

(30) -لاcosxy+y٩ م=2

4 y +xy=2+3?ء x+(32) ء

(29)

(31)

 أن اشببتw=f(x-٧,y-٩,٤)- افرض(33)

2 ج٣ ٧٦ م w
 د د د ج

٥y٦x ة٤
y=rsin6,x=rcose , (x,y) =ه٤

s زns م s٦ م2 و ح ق  ج ،
2 ةr6 ان اشبت Cos2x ر

٨e 3s csg34. ي2 و ي  د د
r2e»r2y

(2s2)1ر, رقي(38 ر» s  ود ح ب هر
aE2r5y3x ح7

 افرض

(١١

(34)

 و

 أن اشبت )ب(

(y+ax افر)(35) +g(y-ax)٤»=o # aاج الامو معادلة تحقق ء أن اشت ،٠ 
3 ء

5»  دج2 و
Yة 

 ا اذn الدرجة من المتغيرات متجانسf(x,y) الاقتران(36)
n٤(tx,ty)=t ٤(x,٧)

 أن اشبت ، الحالة هذه في

f(3, .y4+( لا (x,y)=nf(x ,y)
Y

(x,y للاقتران(37) =tan±-Yأن على لتبرهن(36) التمرين استخدم ،٤(٦ y
xf +y٤ =0x Y
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4, وكذلك >، لمحور موان باتجاهf في التغير تقيسf, المشتقة ان وجدنا
٠X

 أي الى بالنسبة يكون قدf في التغبر ولكن ،y لمحور مواز باتجاهf تغير تقبس

f(x ,y} P,g مجال في نقطتان  أن وفرضنا(13.25 الشكل) الى نظرنا فلو ، اجاه

P(x,y) ٠(٥y+y,<٥+x)٥٠ حيث

 الإة-
(13.25 الشكر

٥+
(Ay+,A٢+{)ر 

 )ربة(+-

٤f =f(x+٥x,٧+٨y)-٤(x,y)  عدها

Af
a(P,0) aa=4iءر=  والنسبة

 هذه فانP من اقتربت واذا•FG المستقيم قطعة باتجاهf في التغير معدل هي

 نسمي ماذا هو ، يثور الذي والسؤال ، تغير النسبة

 ه(x ره,ه»>-«م,@a,i ,ج ة٦21{ يب
 سي

 أي ،Po اتجاه في المسافة الى بالنسبة٤ في التغير معدل هي هذه ؟ وجدت اذا
 التتالي التعريف لقدم حغزئا وهذاP6 المتجه انتجاه في مشتقة انسها و١٣٠ جد

• (2,y) D مركزه f القرص مجموعة على معرفا اقترانا  افرض(13.22 تعريف)

=u. 1 +u 5 y,X٥} وافرض f عند(  للاقتران الاتجاهية المشقة قان ، وحدة متجه
 د» ة

D f(x ,Y٥)=11m
u1 h-0ح 

, Y ( ه U  اتجاه في

 النهاية هذه وجود شريطة

 الشكل انظر ، الموجب لا محور معy يصنعها الني الزاويةe ا انه اضح الو من

=u (،فان13.26) cos61+sinoj، ايضا هي الاحجاهة فالمشقة لذلك 

D f(x,y1=م( imu- h-0 h
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• النهاية هذه وجود شريطة

 من أي في التعويض فان=1 وعندما

 الى بؤدي المعادلننن

(x,y  )م ٤- ع_لرمد(xthy) ء1=14 مY٤,x٥)٤..D( ء
xhh-0ا 
u=D عندما كذلك (٥,Y)=f (x٥,Y  )ه فان

-Y٧

 ر" لحساب التعريف استعمال ان على

 التالية المبرهنة نقدم لذلك ، مزعج امر عام بشكل

f x) افرض(13.23) مبرهنة ,y)  عند للاشغاق قابلا

}13.25 الشكل

 اتجاهية مشتقة لهf فان ،

 فان ، وحدة متجه ±ما=لا+ و"3 ا اذ كذلك• اتجاه أي في(,Y عند)

٥. (x٠0Y٥) =f. (x٥,Yه٧( ,+f, (x Yxu وا)ر¥,ه
(=٤. +لإ5£)(.u م4+ )ذود -yX-

(Ffh +مhu) افرض: البرهان =f(x+hu, ,y، فان 

, Y٥+hu2) -f(x,Y ( ه
h

(hu+h م افرض =xو٠,) 

x ، كذلك F(h) = ٤(g,+h) ,9 ((h) و

{t =h)  السلسلة قاعدة مبرهنة نستخدم

٤(h)-F(0)
 د

h

h) =y + hu)فان رو 

 (رو0)=y ه (,و0)=

 ان و ، موجودةF'(0) أن لنجد

D,,f (x٥,y ٤=F'(0)= ا (x٥,y٥)6}(0)+f, (x0(لإو)ه,ء )
u Yت

£. (x٥,Y٥)u,+f. (x, u( ه x و Y
(x,y اذا(13.35 مثل) =6+3x3-y3)ل+±{= ذ ،٤ u(1,2 جد)٠٥,,٤

٤ الحل =6x٠٤ =-2y

٥٤0٠«١-6 ه١-٩ الخ(3%-/7-
 جدf(,y)=6+3x°-y اذا?(13.36 مثل)

 ي

٠1٠1  ±-=ن ذخ+ ا(١

 ل-=ن٤ ذل- )ب(
 ن ذلب-± =ا١

٤٥(1,2)u
 عندما
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1 1 10 w {f): D,f(1,2) الحل  ا-4-=)(٧-=64-25=
1 1 2 W D,,f(1,2) )ب(  ا-4 ا٠ ا---=2-)6=
1 1 2 ٨ -ا١٩----)-64-2=D٤٢1,2١ )ج( ا

 في}3-,1) عند الاتجاهية المشتقة جدf(x,y)=6+3x-2y اذا(13.37) مثل

• =ج2 -ز3ذ اتجاه

٧a الحك:  لا=٧5٧٦٢

 ،+ ,بي·4 .ب
xلا 

٦2B,٤(3,-1١ = 18(r)-2 ( -ا٦
38-٤

 ثلاثة ابعاد في متجه انجاه في الاحجاهيية المشتقة مفهوم توسيع ويمكن

B f كرة تحوي مجموعة على معرف ان اقتر ,X)١ اذ(13،24 تعريف)  ,لا مركزها)ة
 ا

u=u +ذu,k واذا 1+u.,3٠٠.--21-3 عند٤ للاقتران الاتجاهية المشتقة فان ، وحدة منجه
,%(y٥,Xفي٥) انجاه y، رمزها ,±(Y,D, (Xحسب تعرف٥ 

٣-Ll

f(x+hv,D,,f(3 m )ى=Y,811, ه .
b1h0ي )=

• النهاية وجود شريطة

y3+aج±+ (f(x,y,s(0,1-,1 عند) الاتجاهية المشنقة جد  افرض(13.38) مثل

a = - ت1 ذ+ kباتجاه ي 

٧5=aلا١ 
٤--٦و-٠,-

 الحل

 هو ج باتجاه الوحدة متجه
2 2 2٤ 2 X+٧ +3Xe

X
£. =2y .٤,a+y٩+ تى = ٤3+٥y ى2١

ay  كذلك

 لذلك

٥٤٢٥٠1٠-1١-٥ )ل-++2 'ه الز(٠-(2&١ ال-+ لمم= ه
,x,Y عند) للاشتقاق قابلا٤ افرض(13.25) مبرهنة  مشتقة لهf فان ،(8
،

uk+ذر uم±+ u=ج عند اتجاهية ن( x ,Y,8)١ اذ اكذلك ، اتجاه أي في

 قان ه وحدة متجه
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D f(x٥,Y٥,a)u (uk+ذر fk).(u,± + u+5)£لإ+£ X- y ٤- - -

 التدريع
 الاتجاهية المشقة حساب في حتى ، اهميته له ماضليا مؤثرا الآن نقدم

}13.27) تعريف
 ب

x) عند جزئية له،مشتقات متغيرين ذا اقراناf افرض )ا( ,Y)؟ تدرتج نعرف٠ 

x) عند ,yه رمزه(٥( yf(x ,Yبلي كما 

f(x ,Y٥=)٤ (x٥,Y)1+٤ (x ,Y3ه( y-X-
• (X,} {A, م f عند جزئية مشتقات له ات منغر ثلاث ذا اقترانا ( افرض ب(

x عند)%,ه ؟ تدرتج نعرف ,Y),%٢ رمزه)هf(x ,Yلي كما 

٢ £(x٥,Y٥,a) =٤ (x٥,Y0,٩٥)i+٤ (x٥,Y٥,٥)3 +٤ (x٥,Y٥,a,)k- X = y ٤ -

 التفاضلي المؤثر وهو ، متجه هوf٢ ان لاحظ

• زق(= +زق+3 ر١
-٥y٥x- ة٤

 تدريج( )وبالعربية ، "نابلا" أو "دل" نلغظه )دلتا(٥ مقلوب هو والرمز

f(x,y) }اذا13٠39) مثل =cosxy، ندربج جد f، عند التدريج هذا جد ثم 
،

a 6 د م1١ '
٤=f1+f5=-yslnxy±-xsinxy 5- X- y -

1 ٠٦٨٢٠=-1()1- (1)2 - 6
1 ٠٦٨٠ = ب إ {ءب
2 6

f(x,y,a) و2 =y، تدريج جد f، تدربج شم f1,1-1) عند{

٤k+٤٤٢٤3-f5 ب-y- X-
٠X=y2و n22٤ ء+2 ر+و٤

٢f41,-1,1١=-21n2٤-25+2k
=-2(ln21+3-k)

 د ة

 الحل

 الحل

(13.26) نتيجة

 اقرض(13.40) مثل
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D 4 =7f (x٥,Y ( ه%,ه .uب U]

• ج والتدرب الاتجاهية المشقة بين الوثيقة العلاقة تظهر العلاقات هذه

 ا اذ اما ، الاتجاهات لجميع مفرD,,f فان ، صفر ما نقطة عتد٢٤ اذا انه وملاحظ

f#0ما تقظة عتد P، قيمة اكبر الي يؤدي الذي الاتجاه تحديد، يمكن فانه 

 بين الزاوية هي( وان المستوى في وحدة متجه أيu افرض هيبة الاجا المشنقة

 فانP(x,Y٠) عند صf و إ

cos8D,٤(٥٠y٨) =y ٤tx ]=u.(٥ هلا,  ا٧ إ إ٤٧ إ

=٤١٢4 cos 6
D للمشنقة قيمة اعظم ان يعني مما fuلذلك60٠ عندما الا٤١٧ «ي 

 نكت

.(x,y) (f{,y عند للاشتقاق قابلا  (افرض13.27) مبرهنة
 ببن،

(f)الاقتران ان fوهي ا وحدة متجه أي انتجاه قي انجاهية مشتقة له 

D,,f (x0,y) =٣f(x,,y u.( ه

٤١٦٠ (x٠,y ,D ج١١ هي ,،x} ع ( )و الاتجاهية لمشنقة قيمة اعظم ب(

y ٤(x,y٥)I #0 u(=) اذا Df(x٥٠Y في كاقتران ٩,٥ )ه فان٠ إلا

. 7f  للتدريج مواز إ عنمة قيمهما اقى تحقق

P(x,y)  عند انه على بفسر ان يكن المرهة هذه من {ج( الاخير والجز،

 هذا ، وسانيا٠٢f(x,Y٥) الدرج انجاه في بمكن ما اسرع تزدادf فان

• النرج انجاه في معود اسرع لهf رسم فان(x,y,x٥)Y,f ))ى عند انه معني

 الةطة عنن فانسه ، تل سطح يملf رسم ان (،ولو13,27) الشكل انظر

((X,,f(x,y)اتجاه في صعود اسرع اتجاه يكون الل هذا جائب على 

 له المعاكس الاجاه في ار انحد واسرع التدرج

.f(x,y) =8-3x3-y°  افرض(13.41) مثل
 ي

 عند يمكن ما باسرعf يزداد اتجاه اي في

 ؟(1,2)

yf(x,y) الحل =-6x± - 2y5

5f(1,2١  لإ-643-=
23٢٤
 ااد د ا« د

7%±٢6T m(13.27 الشكل)٨2 أ
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٠(1,2) عندf في زبادة اسرع اتجاه هو وهذا

}13.28 الشكل) انظر

 فالنتيجة ،R? على معرف اقتران حال في

 يلي كما ونكنها• سق لما امتداد

 متغيرات له اقتراناf افرض(13.28) مبرهنة

 فان(X ,لآ5) عند للاشتقاق قابلا ثلاث

 متجه أي اجاه في اتجاهه مشتقة لهf أ(١
(13.28) الشكل

 وحدة ي ن= +±م ذو"+ رً

D f(x٥,Y0,6) =٢f(x, ( ,لا9 ه .u
L  ض ب

 إ}yf(x,Y٥ )ه,l هيD,,f الاتجاهية للمشنقة قيمة اعظم )ب(

(x ,Y ,s) x ,ه80 لا#٥ اذا عنف ,Y)٤1فان٩ Dفي كاقتران٤ 

• Yf  للتدريج مواز إ عندما لهسا قيمة اعظم تحقق

(=)

 ما اسرع مزدادf حيث الاجاه جدf(x,y٠ )ه,=cosxys افرض(13.42) مثل
-1 م  ؟ عندها الاتجاهية المشنقة مقدار هو وما ،(5 ا5,٦٢) عند مكن

٢٤=٤i+f5+fk : - -زy- الحل
= -yAsinxy si-xesinxys5-xysinxyskعد 

 ع٤2
١ ا٤٢{

1
2
1

• 2

m ١ -رجن--4ي و ا.- .• %نز
2T4{ ى التدريج باتجاه الوحدة ومنجه +k+373{٥ ا نسF,  خ#و± نة

 هسي وقمتها ، يمكن ما اكبر الاتجاهية المشقة فيه تكون الذي الاتجاه وهو

 ل',٧5=,٠٢
 حب هي معدنية صفيحة من نقطة أي في الحرارة}13.43) مثل

XT(x,y) =ecosy ، eلأ os x

 ؟ الزيادة معدل هو ما ؟(0,0 عند) بمكن ما اسرع ارة الحر تزداد اتجاه أي في )؟(

 ؟(0,0 عند) يمكن ما اسرع الحرارة تنقص اجاه أي في )ب}

٢T(x,y) =T 1+T 5 :  الحل
Y- y  ب

X ٠٠ X ٠= (ecosy -elsin x)i+ (-esiny +ecos x)5
3T(0,0)=4+  ذ
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.T= 4x -y٩ + 16s (%,x,Y) حسب هي منه  النقطة في جسم؟ حرارة مد)9.آا

.U=2i+63- 3k
 د د

 باتجاهP(4,-2,1) النقطة فيT في الغير معدل هو منا

 الزيادة لهذه قيمة اعظم هي مدا ؟P عند يمكن ما باسرع اد تزدT اشجاه أي في

٢T (x,y,e) =8x4 -2y3 +32ak

٢T(4,-2,1)=32±+432ذ+ k»»٥ا

-· و#، »+-هجته".0-% ،د،د ي
D =٢2٠y={64 +24-96)=-5

 اتجاه في أي٢T انتجاه في يمكن ما اسرع تزداد

(32k4324 'ذ)/٦ 4و

 الحل

٧٩25 =١I٣ T٨  هي الزيادة لهذه قيمة اعظم و

(13.7) تمارين
 د

(.12-)1 للتمارين)a اجا« فيf للاقتران الاتجاهية المشتقة حد

٤ ذ ذ (x,y) =2x٩-3xy+y٩+15٦ p01,1),a

f(x,y) =x-y3 ٣± P = (2,-3) , a= i+ 2  ؤ

٤(x,y) x -y3 p(3,4) 1 ٠ v5.
y+ح رسه= إبه قر - 2- 2

f(x,y) =x4 1ny p(5,1) a=-1 +45

(1)

(2)

(3)

(4)

f(x,y) =tan(x+2y) ; p(0, 3) , a=-4٤+55)ذ )

٤(x, ( لا =x cosy : p(2,%) , a=5±+6ذ(١ 

f (x,y,8) =x°٧٩ ء٦ p(2,-1,2) ,a=2i-5-2k (7)

٤(x,y,e)=xy-y٤+3x٤;٢0(1,-1,3) , a=-٤+35+2k (8)
٤<+٤ ،٠f(x,y,6) = ; حلة p(2,1,-1) ,a=-2±-5-k (9)Y+y4٤ - - -
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٤- ء٦1 (x,y,E) =yarc sinxa : P(5 , a=-21+23-2k )خ٠،0 (10)
f(x,y,)=(x+y)(y+ء٦( p(5,7,1),a=-31+٤ (11)

f(x,y,s)=٩ arctan(x+y} ;p(0,0,4),a=6i+k (12)
 ، د

.٠D٤(1,2)=-2٧2٠ D٤(1,2) = 6v233+34.اذا =إ ،a=±-13)ذ افرض )
٤(12) جد ٠Y

٠٤ (1,2)
Y

.D,6(x00Y g، ,ه8٥=)243 اذ =24-5، b=3ذ- k،a=±-14)ذ٤ افرض+ )

Pgf لا, ,ه٠1--٧6 (x0، 5=ء%,ه١ Pf (x٥0Yر جد٠ f4'4 'م'
• (X,Y  ,ه8) عند

 النقطة عند واحسبه ، المغروض ان الاقنر تربج جد(26-)(15) للتمارين

• المفروضة

(15)y-4١)1ح٨ x,y) = f(x,y)=y٩(16) (و4" +xsinx?y

(1)

(19)

(23)

(18٤١(x,y) =3+, ,p(-4,3)

(20) f(3,y,a) =2x-y٩  و42-

(22) f(x,y,٩) =ye'-2x٩;p(2,-3,1)(21

٤ «،( لألأممه-:٤-(1,3١

f(x,y)=xln(x-y)

f(x,٧,e) = (2x +y +  2%ردم

f (x,y,e) = xy? , ف p(2,-1,0)

f(x,y)=xcosxy ٦p(1,-m) (24)
-y

f(3,y,e) =ee tany; p(0,m,-2) (25)

X ٠ (x,y,e ر±,(26) =e (siny+sins);p(1,3و) 
2 2

 النقطة عند يمكن ما باسرعf تزداد اتجاه أي في جد(34)-(27) للتمارين

 ؟ المفروضة النقطة عند الزبادة لهذه قيمة اكر هي ما ، المفروضة
X

(27)f(x,y) =e' (cosy+siny):p(0,0)

(28)f(x,y) =٧ +xsiny, p(%- ,٦٢١

(29)f(x,y)=3x3+4y4 ; p(-1,1)

f(x,y,a)=1n(x3 +y4+ p(2,0,1);( ء (30)
x 2f(x,y,e) =e + + لاه ,p(1,1,-1) (31)

f (x,y,٩) =cosxye: p(4 ,-,-7١ (32)
-Xf(x,y,٩) =ee tany; p(0,m,-2) (33)

X ٠٠ y )ء,501,4% ؟,١١34١ + sinم e' (si=ء,لا,١ xى) 
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 النقطة في يمكن ما اسرع ان الاقر يزداد انجاه أي في (جد38)-(35 انات) للاقنر

 ؟ الزيادة لهذه قيمة اعظم هي وما ، المفروضة
2x .-٤(x,y)= xy ( (م,لا"حى5,5١(36 f(x,y)=e siny :p(0,35)ج( )

p(1,2,-1) , f(x,y,٩)- x٩ +4x4+ 2y37)و٩ )

p(3,1,-5) , f(x,Y,a)=xya (38)

 عند بمكن ما اسرع الاقتران ينغص اتجاه أي في جد(44-)(39 للاقترانات)

 ؟ القصمان لهذا قييمة اصغر هي وما ، المفروضة التقطة
2x ،f(x,y١=xy-y٦٩ p(2,-2١ (40) f(x,y)=6 'siny: p(0,#) (39)

f(x,y)=arc tan (x-y) ; (2,-2)(42) f(x,y,e)=441(16,0,9,ر) ةر لا )

٤٢٢٠ لا١-١٤3٤an+٥04٤٦٧21 ج,١(43١
111x٤ (8,y,1=ه( n ; له P(5،44)اواج )

2
 يلي ما يحققu وحدة متجه جد. جf(a,b)=4±+35 افرض(45)

(D,,f (a ,bب( عظمى تيمة( D f(a,b)=0(I)
u1

D) )ج( £(a,bصغرى قيمة • u

f(a,b)( اذا(46 D قيمة هي ما f(a,b) =-12D
Ul٧-٢٠1

. \/g ٤٧=٥ حيث النقاط جميع جد f (x,y)=x3- -y٩+ لا12 10y47)١ اذ)

، افرض(48) f ،f، ffوحدة متجها٧ ، ا .وان متدلة جمعها XyXyyX٠٠--

D ٥ £=D ٥ fu V w u
 ان اشبت

g اذا(49) ،fعلى جزئية مشتقات لهما R3، يلي اتما 

٥gf=(cf) )ب شابت٥،٢) (٢)٩(f+و٧٤١٦(- g
٣-٢  ت ه4--- (م٤ در9 2د},- )د(٢٢٤ و١-٩٤ و٠٤٧ و ج(١

dw
٢w د ب 3٤2fد 

 ي٤" ء٤٨-"1 ج٤(٥١ فانw=h(٤) اذا )و}

 .الحرارة امله نقطة مركزها كارسزي اشي احد نظام علبها وضع ، مستطيلة صفيحة(50)

y4) هي(x,y) النقطة في =T(x,y+2٧4+5تسلكه نملة طريق حدد٠ 

 ؟ يمكن ما باسرع ترد لكي(4,2) من ابتدا

T(xy) هي? مستطيلة صفيحة حرارة(51) =100- 2x-yالذي المنحني هو ما٠ 

 اكبر الحرارة فيه تزداد اتجاه في يتحرك(3,4) من ابتدا" جسم عليه بسر
 ؟ يمكن ما
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 عن النقطة بعد مربع مع عكسها متتاسة2 هي(y,s,2) عند جسم حرارة}52)

T(0,0,1) اذا. الأصل نقطة (2,3,3) عندT في التغير مقدار جد500٠=

 اسرعT في الزيادة نكون(2,3,3) من اشجاه آي في٠(3,1,1) اتجاه في

 ؟ العظمى القيمة هذه هي كم ؟ يمكن ما

53)V ,P(x,y( الكهربائي الجهد ?٦=V. )ة عند +4y٩ +9  'و هو مسطحة صفيحة في

• الاصل نقطة الىP من القطعة اتجاه فيP(2,-1,3) عند] تغبر معدل جد

 القيمة هذه هي ما ؟ يمكن ما اسرع الجهد فيه يزداد الذي الاتجاه هو ما

 ؟ العظمى

f(x,y) افرض ؟ هندسيا التدريج نفسر كييف =Cمعادلته ما لسطع منسوب سنحني 

٠ f(x,y)=c )P لذلك• المجال في y, ج ( ه (x,y{معينة بنقطة بمر =ة٤ 

 هي المنحني لهذا الملية المعادلات ان افرض

x=g(t) ,٧٦h(٤),٧٠٦٢(t) ٧٠=h(t٥)

٦40x3, g(t))٤ ا ,h(t))=c

dyx ٥٤ ق2٤  د
ax dt ay dt 0  على ونحصل

 كنبنا اذا

 التالية المعادلةt الى بالنسبة نشتق. ممهد المنحني هذا ان و

e)' يغ م3 وغ,٤= رجو-ر ة =(x,y)٤٧ يلإو,
dtdt--ة y٥x--

(13.29 الشكل)

t = tوعند ،٢ f.r'(t)0  تصير اعلاه المعادلة فان

yf(x٥,y (t٥)' ج.)ه =0

(t فاذا #gالمتجه) فان ، ('ج y f(x,yلمتجه معامد هي (التماس tج') عند 

(x,y)ان على ذلك ونغسر٠(13.29) الشكل انظر٠٢ 

• P f(x,y) في المنسوب لمنحني معامد هو3

 النقطة في يمر الذيf(x,y ر=)y-2 للاقتران المنسوب منحني (جد13.45{ مثل
 د

• النقطة هذه في التدرج ارسم

x?-y=5 f(3,2)=9-4=5 هو المسنوب ومنحني٠

yf(x,y) = 2x42-غ y  ذ

-665-

(3,2)

 الحل



 Yج

y ٤(x,y)= 2x4-2y3

7f(3,2)=6±-4  ذ

• المنسوب منحني يظهر(13.30) والشكل

 دي لاقتران التدريج ان نر وهكذا

 انه ملسي هندسيا بر ان بمكن متغيرين

 في الاقتران لهذا المنسوب منحني ناظم

(13.30 الشكل)

C=,ه( F(X,yمناسب سطح انه على البيه فننظر سطح رسمه 

. نقاطه من نقطة

 ان لاغتر اما

w)£, للاقتران =F{3,yالنقطة في يمر (P(x,Y0,6•الاقرانات ان افرض 

x=٤(t) ,y=٧(t) , ٥=h(t)

، Y (t)= م X= f(t) C حيث السطح على  منحنيا ونمثل للاشتقاق قابلة

(h(t£=مشتقة ضان٠ F{f(--)g(t),h(t)) =eمتضمن 

٥sق E ax , 2E dy 5Eد ، د3 ج ، ، 

٥ ء dt5y dt٥x dt
٥ ف(5 ,و ق٤ و3 رر± رخ&( ,لإي ررعه =aE= ا اد د د د د د aT3' aEذو· y3ة -xأد ة 

 الحو علي المعادلة هذه نكتتب ،t=t وعند

7٤'(x٠,Yه»,ه.٤( '(t٥)=٥

 للمتجه معامد هو٢F'(X,Y ,و،B) المتجه فان ،r'(t بم)ج0 اذا وهكذا

(r'(tالنقطة وفي ه Pلذلك ء المنحنيات من ينتهي لا ما يمر السطح هذا على 

(٣F(,Y  التالي التعريف غدم يجعلنا مما ، جميعا لها معامد هو8,

 مندني لكل المماسة الوحدة مانجهات لكل معام هو الذي (المتجه13.31) تعريف
 د

• P S عتد S للسطح الناظر متجه يسمى  السطح على ع القطة في يمر

Fمتصلة 
٤

٠٤ ،F (٤,x,y)F واذا =c S هي  السطح معالة اذا}13.29) مبرهنة
 لأ أبي صيد

S P(x,Y على ,E)  عند ا اصغار جميعا وليست

 هوP عند5ت للسطح الناظم متجه فان

(sه, Y,٠٢Fx٠(31.13 الشكل) انطر٥

 للاقتران المناسيب سطح (جد13.46) مثل

F(x,y,e)=٦2 +y3 + ° و
(13.31) الشكل
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• النقطة هذه عند التدريج ارسم ،(1-,1,1{ في بمر الذي

 هو السطح وهذاy34٩4=3+x٩ هو المناسب سطح لذلك١,٠F(1,-1=)3• الحل

 هو السطح هذا تدرج ،g قطرها ونمف الال نقطة مركزها كرة

٢F(x,y,a) = 2x± +2y5+ 2ek

 المغروضة النقطة وعند

yF(1,1,1) - 24+25+2k

• والتدريج السطح وضح(13.32) والشكل

 ر التماس مستويات

=٠F(x,y,s) سطحا افرض c  معادلته

(13,32 العكل) يمرP(X,y,4) نقاطه من نقطة أي مي

P C عف مماسا له فان ، ممهدا ، كان واذا C  مماس ان آنفا وجدنا وقد محن

Cسب هو< (t})4r'{tمعادلة (ج C)وان، gFعند Pالمماس لبذا معامد هو •

 ذكرنا لقد ؟S على وتقعR في تمر التي الممهدة للمنحنيات المماسات كل عن وماذا

 لها لان واحد مستوى في تقع جمعا المماسات هذه• لها معامدا سيكونP عندH٢ أن

• التماس مسوى يسمن المستوى وهذا ، نغسه المعامد

F(x,y,6) معادلتهS سطحا افرض(13.30) تعريف =c، والقطة (P(x,Yقع٥,٤ 

y وان عله s)P S) النقطة في للاشتقاق قال٤ 4 ق للسطح التماس مسوى لعرف

• ناظم متجه5F(x,Y), ولهP في المار المستوى انه علىP عند

 هي المستوى هذا فمعادلة ولذلك

3F (x (٥,٥)(.٤-y٤٥, ن =0

(y0,a او (e-ea)-0,x٧٥')٤(٥-y()F,,(X٥٠Y٥,٩٥(+x-x٥()300Y؟٥,٩٥,) 
5

(13.33) الشكل انظر

٤(x,y,8)-4x3 +y٩16a  افر!13471 مثل

P(2) والنقطة ,4,  مسنوى هو ما.2

 ؟ القطة هذه عنك التماس

٦F=8x4 الحل +2y3- 16k

٢F(2,4,2)=1616-83لإ+ k

#-(13.33 الشكل) هو النماس ومستوي
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٦6(x-2) ٨8(y-4)-٦6(٤-2)- 0

2x+y-  -و4=20

 نكتب فاننا =م،f(,y) هيS السطح معادلة كون حال في

F(x,y,s) =٩-f(x,y) =0

 هي التماس مسوي ومعادلة ،]=1
٤

f٤-=٠٢٤ -ت، 
xxلا Y

 ومنها

(y-٧٥)٢1(0=٤(٧-٧٠-),٤-٩-٤ )ج
Yx

«Y -ء٤=٤(x-٢٥+)٤(y )لا-  أد

(y افرض%(13.48) مثل =6- 2x3-yر f{xالسطح لهذا التماس مستوى معادلة اتد ، =م 

(1,1,3) عند

٤ -2y=-2
Y

F ?x -ء6 =-6
X

: الحل

 التماس مسوى ومعادلة

8-3=-6'x-1)-2(y-1)

٩6x+2y=1٦

P) عن،S للطم التماس لمسستنوى المعامد المتجه(13.3{ تعريف {Y y sنسميه 
، ، E رل لاع د

• P S عند  للسطح الناظم المتجه
 د

F(X,y,6) هيS معادلة واذا =c٢ فانFعلى عمود هو Sمن نقطة أي عد 

٠ المتماثلة بالصيغة دلي الناظم فمعادلة لذلك• وجوده( )شريطةP نقاطه

٦-X
Fx

٧ مر­
F

Y

٩ ­٥٤
F

٤إ

. P(Y,,a)  عند المشقات و

16e المكافني للسطح الناظم معادلة (جد13.49) مثل .(2,4,2) عند4 ?ير+y -ق0=

٤٢- 8x٤ +2y5-16k

16k-83٦٢(2,4,2-)16 +ز

 هي الناظم ومعادلة

 الحل

-2
1٤

- 2
2

٧-4
8

٧-٩
1
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}13.8 تهارين)
 يد

. المغروضة النقطة في المتاسب سطح أو المنسوب منحني ارسم(12-)(1 للتمارين)

 رج أرم الي
(2) تحقن f(x,2=٧) -لاy:p46,1} ١1)f(x,y)= :p(1,3)

X

f(%,y) =x-y٩;p11,3) (4) f(x,٧)=y-x٩;p(2,5) (3)

(6) ا-ن3٤٠
2 -ن ر

f x - .(٠ ,Y) s n ذ )P، ر ( ج ر £(x,y)= : و p(-2,-3١5)

f(8,y)=x٩-y٦ p(-3,5) (8) f(x,y) = (x-1١٩-٧٩٦p(1,٦١٢7)

٤(x,y,٩)=x?+y3-٤;p(1,3ا, ) (9)

F(x,y,٤) =W٩ +y° - ° و p(3,4,0) ١10)

F(x,y,٤)=٧x3 +y1 +s° p(3,4,0) ١11)

F(x,y,e) =x?-٧ +e2 p(0,-1,1) (12)

 المغروض للمتجه مواز التدرج حث السطح على النقاط (جد14) (و13 التمر.بن)

x3١y٩+e=15; 27i+84+k
14١) ا s-x٩١y;4i+5+-k 13)

 المغروضة النقطة عند للسطح التماس مسوى معادلة }جد22(-{15 للتمارين)

5x°-y3+48و?= ;p(2,4,1) (16) x٩+y4+٩3 -9;p(-2,2,t) (15)

9x3-4y?-2540ء= ; p(4,1,-2١(18) x-y٩-3e1=5;p(6,2,3) (17)

(9y4; p(-2,-1,25٩=4 +ر
 ي­

(2e cosyp(0,,1ة= 

(20) a=25-x4-y٩

(ln(x' +y3(22) -ء

p(3,-4,0) (19)
1 1

(5 ، ٠0١021

 للمستر مواز النماس مسترى حث السطح على الناط (جد24(-)23{ للنمرينن

 المروي

٦?+y٩+s٩=25; 2x+4y١6s- 1 (23)

x-2y?-3? =33;8x+4y46e- 5 (24)

٤4+1٦ السطح على النقاط جد}25) =2٧+٤+4Y+افقي التماس مستوى حيث ?ير 

•( مواز (%y

?x السطح على النقاط جد(26) +3y +4٤3 - 2xy-16=0ل مواز التماس مستوى حيث 

.Xy ( مستوى ب(

-669-

.XB ( مسوى أ(

.٧E (=) مستوى



 عند المغروض التربيعي للسطح التماس مسوى ان اشت(30)-(27 للتمارين)

 المن الدو على كتابته يمكنP(x٥ ز,,6)

+ مثلا٩٩٠ م(27) b4ر٩ حن2٤,- مجلا 
٩+B?a cح 

(28)£E++من٤3 ملإلا- ملإ x4
a1 ح3«» -وج a bb°

- ع3 م%لا Yلا28 م(29) ٧٩x3
c3b3aد cb1a4

(30)= c(5+ s}ملالا b°ر3 حن لالا 
a3CEb٩a

'y{ مقاطسع مربعات مجموع ان اشت(31 للسطح تماس مسوى لكل ج

•= اب هو ر3ذ ذ3%،, ج3ذ%

 اثبت• ان متعامد هما ناظما اذاP(x,y)£, تغاطع نقطة عند ان متعامد سطحان}32)
 او

 ان متعامد جزئية( مشتقات )لهما٤,٥٠T(x,y=(G(x,y,6=)0 رسمي ان

٢ G --٤ G +F G =0
X x Y y ٤ e  ا ا وفقط اذا

 التمري القيم إ9.31(
 مسالة ، احد الو المتغير ذي أن الاقنر تحليل في درسناها التي المهمة الامور من

 ا هذ امتداد نتوقع ان ويجب+ وتطابقانها واختارها ، وايجادها ، القصوى القيم

 مطلقة، أو محلية القصوى الغيم بتعريف نبدأ• اكثر أو منغرين دي لاقتران المفهوم

• اخبارها و أيجادها وكبغية

• محاله في نقطة(x,y) وان بمتغيرين اقتراناf افرض(13.32) تعريف

f(x,y) <f(x0,Y ( ه fعلى صغرى( )قيمة عظمى قيمة له Dعتد (y,x٥)، اذا 

•(f(x,y)2f(x,y)) لجميع (x,y)eD

=DD  م قرص وجد واذا٠ مطلقة )المري( العظمى فالقيمة ،٤ مجال

 العظمى فالقيمةD, على تتحقق اعلاه والمنايا، ،f مجال في محتوى(X,y) مركزه

• قصوى تنسى الصغرى أو العظمى .والقيمة محلية أو نسبة )المغرى}
،

 قيم ذا فيها± بكون التي والنقاط الجزئية المشقات ببن وشيقة علاقة وهناك

 الحرجة النقاط اولا نعرف ، لذلك ، فصوى

 ا ا

f (a,b) للاقتران حرجة نقطة تسمى ٠ النقطة R f في اقترانا  افرض(13.33) تعريف

 ا اذ

٤=0 أو (a,b)
 لا
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f موجودة غر (a,b)
 لا

(a,b)أو٤ 
X

 )ب(

 مطلقة قصوي فبم وجود توكد التالية المرهة ؟ قصوى قيم وجود عن وماذا

• معينة ظروف في

. B f على متصلا اقترانا B وان ، مغلقا قرصا < R°  (افرض13.34) مبرهنة
،

 مطلقة عظمى قيمةf يحقق حيثB في الاقل على واحدة مغطة توجد فانه متوجك كما

. مطلقة صغرى قيمةf حبببحغقB في الاقل علي واحدة نقطة

 لهf واذا ،B((x,y);r{ مغتوح قر علي معرف٤(x,y) (اذا13.35) مبرهنة

f) واذا(X,Y) عد محلية قوى قبمة (x,y٠}x,y)فان موجودنان٤ 
xY

f (x (٥Y ء = ٤ (x,لا )ز x
- 0

٠ r X,y) قطره ونصف ( ه  ره5 مر قرصا تعنىr))5;(X8,Y) ملاحظة

f) وان )زر( عند محلية عظمى قيمة لهf افرض: الرهان (x ,yموجودة · X ء ن، ،
 التعرية من

٤ 'م3(4xرyم)-f(العم)
Ax

(Y)ج, fلذلك محلية عظمى قيمة 

٤(٤٠+ X,y٥)-f(x (y, م <0

f (x٥,Y)=1im
 نdy ج-0

B نجعل (٥x,y+X) في b تكون حتى الكفاية فيهه بما صغيرة  ر ان شريطة

٥X40أي البمين من ax>0الكسر فان 

)٤ ٣etAالy)-لور(f ¢o
X

•X- موجودة المشقة كانت اذا٤(y)40,x٥ لذلك
 قان0«٥ ان اي04٥ ر اذا كذلك ا ء

(1)

f(دم"A0<7ءالعل)٣نم)-٤
٥ x

(y ان يعني مما (2{ (،1) ببن الجمع من. موجودة كانت انf ,>(ب0<

0=٤ (x,y ٥) قان
X

f ان على نبرهن مشابهة وبطريقة (,y)=0الحالات كل برهنة وبالتالي٠ 
+

• المطلوبة

 ،فقد المحنية القموى القيم وجود ا لازم شرط هو صغرا المشتقين كون ان على القارى؟ ونتبه

· سع نقطة نسما ،ب مخلية فصوى قمة لست وهي ما نقطة عندf=0 تكو£=,
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(.13.34) الشكل انظر

 (للاقتران13.50) مثل
،

٤ =-2x  ان لاحظ
X

f(x,y) =y3-3لا- ر 

٤ = 2y
Y

0 = f= ٤xy تجعل(0,0) والنقطة
f(0,0) تعطي(0,0) لكن = ٥

 تحقق ،لانهالا محلية قصوى قيمة لبست وهي

}13.34 الشكل)(.13.35) التعربف

٠f(x,y)-2y اقرض(13.51) مثل =6x-4y-x؟ قموى قيم الاقتران لهذا هل٩ 

f الحل =6-2x=0,x=3
2

٤ =-4-4y=0,y=-1 ,
Y

•(3-,1) هي الحرجة فالنقطة

٤(3,-1)=1٦

 (هي3-,٦٠٦٦) والنقطة ، اسغل( الى )مفتوح منكغى مكافئي هو السطح وهذا

٠}13.35 الشكل) انظر. عظى قيمة لغطة

 المحلية الصفرى و العظمى القيم سين نميز كيف

 المشتقة باختبار هو الجواب ؟ السرج ونقاط

 تاليا نقدمه الذي ، الحانية

 عند حرجة نقطة لهf (افرض13.36) مبرهنة
 ا

(y,2)، وان fمتنصلة جزئية مشقات له 
y

 افرض}.x )ه, مركزه قرص في الشانية الرنة من
(13.35 الشكل) ٥(x,y)=f.,,(y)٤. (x,y١-I٤ (x,y)]3

xYYYx:

(x٥,y)<0 ،D(x٥,y)>0 f( اذا(١ f·(x قان -XX٠ عند)لا,ه محلية عظمى قيمة له

(x,y)0 ،D(x,y)>0 f( اذا ب( f,.(x فان ٥ عند), محلية مغرى قيمة له ٠XX٠ ،٠

f D(xy)<0 فان •( اذا ج} (X٥,Y} ،  عتد سرج نقطة له

D =)ى0 اذا )د} (x,Yيفشل الاختبار فان •

٤(,y١ =x-2xy+%y  -د3 ر افرض(13.52 مثل)

. نوعها وحدد الحرجة النقاط عين

f الحل =2x-2y=0
Y

f =-2x+y-3=
Y
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-(1-,1)٠(3,3) هي الحرجة النقاط و

6 -رر2٧ ،4--5٠2 -يمر2
D(3,3)=(2)(6)-(-2)=8»0
D(-1,-1) =2(-2)-(-2)٩ =-8< 0

 سرج م--" لغطة -(هي٦-1 إ بنما ، محلية صغرى قيمة3,3)f) لذلك

4f(x,y) =x3 +y g(13.53 مثل) (x,y) = y3+ قر  م افرض

2x٤2٤ ان لاحظ =0 XX ر

2x g كذلك = د 9 ر0y ن3 رxع2 X

٤, =12y ٠ 4,-4y ،  وير؟
YY

=32= 6٠٠  ررة لا«٩, لا"
g ٠f  للاقترانين حرجة نقطة هي(0,0) والنقطة

g{0,0) =٤(0,0) =0 D(0,0) ان مع ، ايضا الحالين كلت في =0  لكن

 وبالنسبة• مطلقة صغرى قيمةf(0,0) آن أي (،x,y) لجميعf(x,y)>0 أن الا

(y لان' سرج نقطة(0,0) فان (وx,y{ الى =x,0قيم لجميع سالب (و y،السالبة 

· الموجبةy فبم لجمببع وموجب

. D(x,y) =0  عندما السابق الاختبار بفشل كيف يظهر المثل هذا

 قسيمة له مغلق مجال على منصلا اقترانا ان(13.37) المرهة في كرنا

 القصوى قيمه الانتران يأخ أن ويمكن• مطلقة عظمى وقيمة مطلقة مرى

. حدودية نقاط عند أو المجال( داخل )أي حرجه نقاط عند المطلقة

 يلي ما نقعل المطلقة القمرى القيم لايجاد لذلك

. النقاط هذه عندf قيم واحسب• مجاله فيf للاقتران الحرجة النقاط كل جد )أ(

 ، مجاله حدود علىf للاقتران القصوى القيم كل جد )ب(

 هي اصغرها و ، مطلقة عظمى قيمة هي فاعظمها ، )أ(،)ب( في القيم بين قارن )ج(

· مطلقة مغرى قيمة

f(x,y) افرض(13.54 مثل) =x-4xy+y?+4yلهذا المطلقة القصوى الغيم .جد 

٠(7,7{٠(٦-,1)٠-(1-,1) رؤوسها التي المغلقة الملحة المنطقة على الاقتران

، C. ،C R مستقيمة قطع لاث من  المطقة حدود تتالف: الحل
 الشكل انظر٠C{٠1 سب

٠(13.36)
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(13.36 الشكل)

.٣
2

 الحرجة النقاط نجد ، اولا

٤, =2x-4y=0
X

٥=4+3y٩+4-=4 ي

y هو الحل ،4=x=2، و كذلك 
٤(4,2) =0

 الشانية المشتقة اختبار من كذلك

 -موك2,4 --له4٠4 -ر6٧
D= (2)(24) -١-4)٩>0

- محلية صغرى قيمة تعطي(4,2) أن أي

 الحدود علىf بقيم نهتم الآن
f(x,-٦)=٦٩ +4x-1-٥

 ر=٢٦+5-4
• لذلك ،y-=٦.C على 1

 له ء
 مجا خارج وهي -=لا2 أي_=£2 +ير4=٥ عندما حرجة نقطة له ذ ا, رز

X ٦X في ن فتر ا هذا

 على منزادf(x,-1) ان .بلC, علد محلية قوى قيم توجد لا أي٠-]٦,7[ وهو

=٤ 7- ,('٠٠1)٤,72-(1٠-٦=)-8 طرقيها ٠ ،-- وعند. القترة
f(7,y) =49- 28y +y3 +4y

=y2-24y+49
x=7، لدلك C  ج على

£ هي  وقيمة

٤ =3y3-24=0
Y

٢-1, 7]
. عندما حرجة نقطة الاقتران١ لهن

y3 أي  وهو مجاله في وهيy=2 او2ر8=

٤٢,2٧2)E3.7

 صغرى.لكن قيمة تعطيV22 لذل ، موجب مقدار وهي =لي,؟6y لكن

• R f على  للاقتران مطلقة عظمى قيمة لست2 ان2لا يعني مما٤-(1-1-=)8

 الغترة طرفي علىf قببم نجد لذلك

٤(7,-٦)-7٦,٤(7,7)=224
f (x,x) =x .-4  ?بر بر+3+4 ير

4x+ر٠٠33 ر٩ =
y=x, على :Cعوض 

 القيم بمقارنة انه يعني مما ، حقيقي حل لها ليسf =ي3x-6x+4=٥ بينما

• مطلقة عظمى قيمةf(7,7)=224, مطلقة صغرى قيمة٤٢-٠٦٠٦)g ١ر علاه m8٠ -م<= ن مجد[
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 وتتطلب تشحنها، التي الصناديق ابعاد على قيودا تفرض البريد ملاسة(13,55 مثل{

 حجم اكبر جد• انشا84 عن الآخرين الضلعين وضعف الاكبر الضلع مجموع يزيد لا أن

 للصندوق

 عندها الاكبر الضلع و نجعل ، الاعاد هي ة ،٠x١y اذ

V=٨y٩, 2x+2y+0<,84>و ,y>0,a>0د د 

 الحسل

 نفرض ان يمكن ، حجم اكبر هس المطلوب ان بما

2x+2y+٥= 84

=84-2x- 2y

٧= xy(84- 2x-2y)

٧ =84y-4xy-2y = 0
X

٧ =84x-2x-4xy = 0
Y

14=y=x

٧(14,14) = 5488

 والحجم

 هو الصفري غمر والحل

 المكعبة بالانشات حجم اكر هو وهذا

}13.9) تمارين
 د

 نوعها حدد شم ه الحرجة النقاط (ج14)-(1) للتمارين

f(x,y) =٦ +2y4-6x+8y-1 {1١

f(x,y) =x-xy-2y٩+78لا- y+3 (2)

f(٦,y) +xy قر+6= 2y-6x+10y-2 (3)

f(x,y) =-٩ +4xy +y-2x+9 (4)

f(x,y) xy+2y3-6x+10y-5 ر+2= (5)

g(7,y) =x°-2y3-6x+8y +3 (6)

f(x,y) =xy-2xy+2y4-15y (7)

g (,y) =x3- 6x°-3y (8)

٧3-6u٧+u=(٧,uو) (10) f (x,y)=3x3 - 3xy٩ +y3 +3y(9)

(u,v) =e {sinv-1)(12) و k(x,y) =eX siny (1٦)

1 1 (14) f(x,y)=1-x4 - 3y3 (13)f(x,٧)= + + Xyx Y
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 المفروض المجال في المطلقة والمغرى العظمى القيم (جد18)-(15) للتمارين

-13y<3f(x,y) =x2 +2xy+3y3 ;-24x<4 ،« م (15)
- 2 ٠f (x,y)=x-3xy-٧٩+2y-6x ;١x١33,{y١32 (16)

 د ه

f(x,y)=x°+3xy-y3;(1,2),{1,-2),41,-2) R رؤوسها الملحة المنطقة (17)

f(,y) =4x'-2xy+y3;x+4y=1 R يحدها التي المنطقة (18)

4x -3y+s=5  والمستوىP(2,1,-1) بين مسافة اقمر جد(19)

2x+3y-6=4 , 2x+3y-٥=2 : المستويين ببهن مسافة اقصر جد}20{

21١) صساحننه ايعانًه جعل شابت حجم له مفتوح صندوق ابعاد ج ، يمكن ما اقل السطحية

• بمكن ما اكبر مركباته ومجموع ، وحدة16 طوله الذيR في' المتجه جد(22)

 المادة نكلغة اذا• مكعبة امتار8 حجمها مغلقة صناديق انتتاج تعزم شركة(23)

 اقل الى نؤدي التي الاعاد جد ه امب للجو المادة ضعف كلف والقاعدة للغطا+

• حكلغسة

 لآجرانم ريقة١13.1٥)
 احدها: نوعان القصوى الغيم مسائل أن وجدنا٢ السابق التد في سبق مما

((·13.55) )المثل متغيراته على شروطا نجد والآخر ، انته متغير علي شروط أي دون

 في ونعوض ، غيره بدلالة المغيرات احد نجد انما اليه المشار المثل من ووجدنا

 السهل من ليس انه يحصل قد انه على• قصرى قيما لها نجد ان نربد التي المعادلة

 التعويض من الناتجة المعادلة أن أو ، غيرها بدلالة المتغيرات لأحد تعيرا نجد أن

• معها التعامل يصعب درجة الى ، معقدة تصير قد

 اخرى (طريقة1813-1736) لاجرانج جوزيف الفرنسي الرياضي قدم ، هنا من

 متغهري ذي لاقتران اولا نقدمها' لاجن'نج مضروبات البوم تسمى ، المسائل هذه لحل

 آكذ} واضح تعممها أن اذ أكثر )أو متغيرات ثلاث ذي لاقتران شم

(P(x,Y، (افرض13.37) مبرهنة وان fمنسد للاشتقاق قابلبهر اقترابين ،ك 

٥=(xyي) بحوي ممهد منسوب منحني هو (P{x,yتكون لا أن على Pعلى نقطة 

 منحتي على تصوى قيمة لهf١ واذ ؟#}،g(x,y) اذا. المنحني هذا طرف

 يحقق« عد يوجد فانهP عند المنسوب

f(x٥,Yه )٦٨g0,y٥=)٢
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(Xy منوب منحني افرض€: الرهان =cوان ، (و Iالمحني هذا وان ، قترة 

 الممهدة الملمة المعادلات له

x=٤(t) ,y=٧(t) , teI

r(t)=x(t) y(t)3+ لإ
،  أو

(F{t)) اذا =f(x(t),g(t، المغرو) حسب فانه f(x,yان للاقتر قصوى قيمة 

(t) لذلك ،c على٤ =f(x,y)٠ للاقتران قوى قيمة٤Rأن يعني مما 

 السلسلة قاعدة باستعمالF'(t٠ )ج=0

o=F'(t f+(t٥)'x(Y٥ ه٠),f=( م (x٥,Y٥)y'(t,ه١ Y
=٤٢(x٥,Yه ) .±'(t٥)

،g# yf(x٥,y) $ للمماس معامد واذا g (x,y (t)' )ه .لكن ج  فانه

 ان اما لذلك}.13.8) النن انظر ،(y,2) عندC المنسوب لمنحتي معامد هو

g=٢f(x,y٥)g ، و gf • أن أو (x٥,Y ٥) عند ازبان متو

 يلي كما الطريقة هذه ات خطو كتابة ويمكن ، لاجرانج مضروب« نسمي

•}1 ر g(X,y)=c f المنسوب منحني على قصوى قيمة له  ان افرض

(٦f(x,y) = Agg(x,y,x,y) =e.المعادلات حل جد(2) (و 

 لهf فاذا ء(2) الخطوة في وجدتها(x,y) نقطة لكلf(x,y) احسب(3)

 أ واف ه بينها من الكرى القيمة وهي القيم هذه احدى فهي6 على عظمى قيمة

• بينها من الصقرى القيمة وهي ه ايضا الغيم هذه احدي فهي ، صغرى قيمة له

 المنحني علىf للاقتران القصوى القيم جد٠f(x,y)=x+4y٦ افرض(13,56 مثل)
 د

2y=1+4٠ ر
x,y) g(x,y) (و1= =x +2y، الحل افر هو الشرط مكون عندها 

=٧g لذلك ، 2x4 + 4y5

2x =A(2x)

12y5+f=2xو٤ 

 الى تؤدي٢f=٨g و
12y3 =A44y)

 أو)٥ ر= الشمال من الاولى المعادلة من

=x الى تؤدي ٥٠ الشرط ومن Y=± y=1 لز او2
1
3=y٠ ٧y وحلها12=0 = 4y A= فان1  واذا

y الشرط من = ,1± ر= الي ؤدي0
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٩ y=2الى تؤدي x'أو= ±

-(·٥,1)٠(1,0)٠(٥-,٧٦5/1)٠(1,٥)// هي: عليها جملنا التي والنقاط
٩١٩  '-ا ا5 ا٠(77 ا{,

 قيمة وهذه(1/5,0) عند تحل٧2 فاكبرها النقاط هذه عندf قيم نجد

• صغرى قيمة وهذه ،(0-,٦ )2م/ عند وتحصل- 2ر واصغرها ، عظمى

4x3 +y3=4 f(3:,y)=xy تحقق ان شريطة  للاقتران القموى القم (جد13.57{ مثل
 د

x,y)=4و) •  هو ا/منسوب ومنحني ءg(X,y)=4 ر٩+٧ الرض: الحل

 الى تؤديyf=٨ و

Y4+x5 x ء8(8 +2yؤ )

 الاخر في المعادلتين هاتين احدى عوضy=8A٠x=2Ay ر أو

x=2»y = 2»(8x)
3 ±=) أوx=٥ والحلx(1-16)3)=0 او

=y يعطي الشانية المعادلة في فالتعويض =ر٥١ اذ  حقق لا}(0,0) والنقطة0

٠y=8x فان ي±= واذا الشرط. =±2xلتجد الشرط في عوض 

f(x) نجد الآن و=ر.}5 كدل±=« لا4=42 ,yد النقاط هذه عند، 

٢-+٧٤,7-+\)%0 -,ي١%6
1[-1[-1/1٤(x,y)١

2. x ا أي ,y)مغرى قم ،ود-( غلا-,2 ر غرلا. ة،,١ مند عفى قيم ه٤ 
٢ة • ٤=-(٠٧ ة١ ، {د(-,4١ مد

 مبرهنة كتابة ويمكن• متغيرات ثلاثة له٤(x,y )ء, اقتران الى ننتقل الآن

 الذيf للاقتران قمرى قيم أن ونتنج• الخ•• مناسيب لسطح(13.37{ مبرهنة تماثل

(X,y,s للشرط يخضع =c)يحقق عدد« وجود وتتضمن 
٢f (x٥,Yه٥, ) =Agg(٥,y ( ,ه٩ ه

• سق لما مشابهة التطبيق وخطوات ، لاجرانج مضروب نسميهاA وان

7 للاقتران العظمى القيمة جد ، سالبة غر٩ ،٠٧yx=xyE اذا(13.58) مثل
 د

•(13.45 المثل{ انظر٠2x+2y+٤=84 أن شريطة

g(%,y,e) = 2x+2y+٤
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 الى تؤديgg=»P٤ فان

y ٩1+xa5+xyk=٨(21+25+k)

y ٤ =28

٤»-xy= 2 حيل

x A و=2 ,

X ٤
2

X y  أد د٨
 مجف منها

 نهمل لذلك ،0=٧ تعطي و ،٠y للمتغيرات مفرية قيمة أي ان وبما

 على ونحصل الصفرية القيم
٤=y=2 ير

84 = 2y+2y+2y  الشرط في عوض

28= و14٠= ر دمنهاy=14٠ أو

 لذلك ، عظمى قيمة وجود اضنا لافنر• الوحدة النقطة هي(14,14,28) والنقطة

 العظمى القيمة هي٧(14,14,28)=5488

 للمستويات موازية وجوهه ، سطوح ازي متى من لصدوق حجم اكبر (جدد13.59) مثل

16x +4y3 +g144=التناقصي المجم اخل د وضعه ويمكن ، اثة الاحد ء 

x,y,s)=16x3 و افرض: الحل + 4y3+9٠' (وV±8xy٩٨gg=yfالي تؤودي 

8yi+8xa +8xyk =8(32x3 +8y3+18 (k م
8y ٤ = 32Ax ,x8ء٨= y ,xy= 18»  و أو

 على تحصل واجمع٤ ب والشالةy ب والشاشيةx ب الاولى أضرب

24y٩ =(32x +8y3+18٩)%٨

= 2»(16x +4y ( =)و2(«9144+

Xy12=أو ء 

 السابقة المعادلات ومن المعادلة هذه من

8 xy32=ء A3ر 

8(12») = 32Ax

961- 32x3A=  )قلا=3-0)32

٥= نرفض كذلك( مرفوضة السالبة )القيمة ير5] أو0«= اما وحلها

• ير3ي الوحيد والحل٠ ؟( )لماذا
 هي العظمى والقيمة٠ و=ءy، 3= لا نجد كذلك

٧(٩3,5,24 ر- ة٩5
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 شرط من اكثر وجود
 للاقتران القمرى القيم جد مثلا. مفروض شرط من اكثر نجد قد ، المسائل بعض في

، h(x,y, .f(x,y,8) =)ء0 تحقيق شريطة 9(7,y,6)=0

 لتتحقق٨م ،{ عددين وجرد نغري ، لاجرانج وبطريقة

٢f(8,Y٥,8٥) =» yg (x٥,Y٥,١9٥)+٣7 h(x,Y ( ,ه5 ه

• سق كما الحل وخطوات

C Y"+y المنحني على النقاط جد}13.60) مثل ٦ و+٩ و= الكرة تقاطع هو الذي
9

 هي الي -لاy+3 =و6 والمستوى

• Xy ( لمستوى .يمكن ما اادني ب( • Xy ( متوى معن يكون ما ابعد أ(

h(x,y,٤) =x-y+36افرض: -و gي (,y,٥) =x3+y +  -م9 الحل

 الى تؤدي٨٢g=f٢+٢gg لذلك٤٠(x,y,8 م=) كذلك
0 = 2xA+ ٢م

٥ = 2y2- ٢
+A م 1=2 ء3

(y+x والثانية الاولى من  بنما الاولى من مم=0 فان٥ د١٨ اذ2٨٠(0=

٠y لذلك ، تناقض الى خلادي الشالة =-xالشروط في عرض 

? قر+ م+٩=9

 ++لا3 و=6

318• ٦٦٩٦-٧١٩٦٦
3- 18 2=٩٦ ٦م+ ٩١/

 هي التيP و والقطة ،Xy من يمكن ما ابعد

96x=٦٦+5٧٦7  هو وحلبا
96 ٧i٦٦-5و»=

 هي التيP, النقطة على نحصل وهكذا

 والنقطة

P2.08,0.62,-2.08و) ) ، P,(-0.99,2.66)  اشياتهما احد و بمكن ما ادنى

}13.10 تمارين)
 د

 الشرط تحقيق شريطة جدها ، للاقتران؟ قموي قيم وجود افرض}6)-}1 للتمارين)

• المكتوب
f(x,y)=xy ٦ (x+1)+y3=٦ (2) f(,y) =x+y3 ; x3+y=4 (1)

f (x,y,e)=xy+Y٩;x٩ +y3+٤(4)8م= (x,y) =x'+2y1 ;x +y٩=1(3)

f (x,y,٩)=y'+x٩4;x3 +y3+e+1(6) f(x,y, xy=( د ٩;x3+y٩+45)6=3و )
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 المكتوب الشرط تحقيق شريطة جدها صغرى قبع وجود افرض(10(-)7) للتمارين

f (x,y) = 4x٩+y3 +3y+2; 2x3-7)1قر-تو= )

f(x,y) = 3x3 +3y٩+5; x-y٩1 (8)
444f (x,y,٩) =x' +8y 1( إ±=ء(x+y+9;'و27+

(10)f(x,y, ( د =x+2y-3٤;٩=٤٩+4y

 المكتوبة الشروط تحقيق شريطة جدها ، قصرى قبم وجود افرض(26)-(11 للتمارين)

٤(٧,y) =2x٩+y-+2y-3;x3+y<4 (11)

(12)

{13)

 رy+3 ق<36
،

2x3+y4ق> 

٤(x,٧) =x3+x3+  لإو
f(x,) 4 xy

f(x,y)=16-x٩-4٧٩;-1٤x٤1١,-1٢٧٤1(٦4)
 ي ،

(15)

(16)

(17)

٤(x,y) =x13y x1 +y=1

f(x,y) =٩+y° 2x+y=5

f(w,y) =x٩ +y 4 4
= 1+y

٤(x,y) =8x- 8xy+2y,x?+y٩=1 (18)

٤(x,y,٩) =xys;»3 ( >هx>0,y>0,19)0, =؟1+±+
f(3,y,٥)=٦٧٩+5 ٤ x°+y+20)24=دم )

f(x,y,٩)=x +y7 ( =ء4(x+2y-32٦-1٠=٥+x+y °و٢2+

(22)

(23)

(24)

(25)

{26)

y+4 °و=٦٩Y+  =ه7

X-y=1 ,٧-٤٩=1

٢+y+٥=1 , ٧٦+y٦=4

X-٩=2, y3+t=4

f(x,y, °x=( ء +y1  م3+

f(x,y,s)=z3 +y4 +٤

f (x,y,)=٩-x٩-y٩

f(x,y,٤,t) =٧٤t

f(xy,٩,t) =٦+y4+٩2+٤° ; x+y+21ء= ,

2X-٤+t=2, y+3٥+2t=-1

•(2,3 )ه, من يمكن ما ادنى هي التيx°+y٩ =?و+9 الكرة على النقطة جد(27)

٠x-4y+2s=8 =م+6 للمستويين التقاطع خط هرC اذا(28) ,3x+2yجد 

• الاصل نقطة الى يمكن ما اقريب هي التيC على النقطة

 هي ماته من المرع المتر كلغة اذا ، مكعبان أن متر حجمه مغلق صندوق}29)

 الي· التو على الغطا و وللقاعدة ، للجاب دينار1.5 و وديناران ، واحد دينار

• يمكن ما اقل التكلفة تجعل التي الاعاد جد
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 لا و اول في يوما ر وتقي ، اماكن شلاعة في اجازتك تقي ان تريد انك افرض}30)

 متعك مجرع وان ، الثالث في برما ه و الثاني في يوما

f (x,y,e) =2x+y+24

225x الشرط عليك تحدد المادية احوالك ان على +y3+٩ م

• يمكن ما اعظم المتعة تكون لكي و٠٧٠x جد

 مسطلحاث مسرد

open مفتوحة
CLosed مغلقة

Increment اة زيم

Impedence معاوقة
Reactance مفاعلة

GradLent ج تدر

n الرتبn معدود - tuple

Surface سطسح

Trace اثن

Hyperboloid الزائدي

One- sheet hyperboloid  واحدة قطعا: من واعدي

Double- sheet hyperboloid  تطعنن من اشدي ز

 داخليا، نقطة

 جوار

 حويا كقطة

 جزئيها مشتقة

 حفاضلة

 ناقممة أسطوانة

Interior point

Ne1ghbourhood

Boundary

Partlal derivative

Different1al

E1lipt1c cylinder

Lewel curve Double شتائي ناقمي مخروط منسوب منحني Bll1pt1c cone

Level chart Chaln السلسلة قاعدة مناسب خارطة rule

Sect1on  مقطع

E1lipsoid  التناقصي

Semi axes  المحاور اشاه

Paraboloid  مكافئي

Normal  مأظم

Orthogonal  متعامف

 سرح نقطة

 مضروبا

Impliclt differentiation  ضمني اشتقاق

D1rectlonal derlvative  اتجاهية مشتقة

Tangent التماس مسترى plane

n - Dimenslon space n  بعد ذو فضا"

Computer graphLc  حاسي رسم

 مناسب سطم

Saddle po1ntالحر.ارة ساوي سطح 

Multipllerالجرد تاوي سطع 

Level surface

Isothermal surface

Eguipotentlal surface

Guadratic ترسي سطعConstraint شر surface
Boundedness محطة
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