
 مشر الرابع الباب

 المضاعفة التكاملات

• متغيرات بثلاث أو بمغيرين لاقترانات التكامل حساب الباب هذا في ندرس

 في ودرسناه سق الذي واحد بمتغير لاقتران المحدد للتكامل امثداا يؤلف أنه اذ

• الخامس الباب

 الثنائية التكاملات(14٠1)
 و

y) لاقتران المحدد التكامل عرفنا اننا القاري" يذكر =f(xالغترة ملى 

a[ المغلقة , bريمان مجاميع نهاية ]بانه (R(f,pنستخدم• إ[حإ]0 نجعل عندما 

 على المعرفf(x,y=2{ للاقتران الشتائي التكامل لنعرف مشابها اسلوبا هنا

• المستطيل

c٤٧<dR: a<x<b

 تجزئة فرض الي نعمد ، جزئية مستطيلات الىR المستطيل نجزي؟ لكي

,}٠٠٠٠0,x,P, ={xسترة٥ ]a ,B[٠{ وتجزئةY-٠-0لا, P, ={yللفترة٥٠ 
]c ,dحيث[ :

<x =b
m

<y =dn
 العمودية المقيمات نرسم وعندما

y و الافقة المستقيمات =y1,0 أ= لكل,
 د

a =x >٥<٣ م و«<

c=٧٥<Y,< > ولا
x ر  وكذلكm,٥,1,٠٠٠=1 لكل3=

 التجزئة على نحصل لا م

.٠٠٠n},0,1ز= ;mم 

 الجزئية المستطيلات عنها وينتجR للمستطيل

P=P, xP,={(x,,y,) :1=٥٠1٠٠٠٠
 د[

}1.14 الشكل) في كماmn وعددهاR ,ر
 لا د.

 بلي كما منها كل يعرف

R,,= {(x,y1 :x,..,<x <x, 0 1[1---[- ت1{ <م..بلا٧ رز<

m ,٠٠٠,3,2,1=i  لكل

n,٠٠٠3,2,1=5

٥ زلا -زلا-;لا٠٥٣٤٦-٤ -ر-٦ نع

: هيR,, المستطيل مساحة فتكون
• [د

&A, = و &x, &y.
 د1±[

(s, ,t,) (14٠1) الشكل نقطة ب;؟ جزئي مستطيل كل من نختار حم
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: الشاكي المجموع ونحسب
mnmn

%٠٤١٩٠٤٥3١٥٨••١٥y-4٩٠4٥3٥y0٦%٠0[;م ج4 ا٩0/%5 "ي4 ا 
+٤(s,, t4»8ل Y٠٠٠+٤(٤,t,,)A» nn ته

٣ ي ن ة،«٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ م٠٠

+٤١٩ ي٠4١٥٣٨٥٧,٧٠٠٠٤6 م٩٦٨4٧/٠٤٨
.P z=f التجزئة حسب (x,y)  د للاقتران النائي ريحان مجموع اسم عليه نطلق الذي

 المستطيلات اقطار ببن الأكبر القطر طول ,بأنه]Pl نكحه ،P التجزئة مقياس نعرف

: التالي التعريف نفع والانF٠ بب

f) الاقتران افرض(14.1 تعريف) (x,yالمستطيل على معرفا 

 أن بحيث0٥ ي< موجد0<٤ لأي اذا

 ريمان مجاميع نهاية٦ الحقيقي العدد أن نقول )أ(

R= (x,y) :a<x<b,c<y<d
mn

 يم±٢»٥ أوء/, وهه
mn ٠١»٤»-A4 اt4,4¥ما 

R P على •٧< ي تحقق التجزعات لجميع F P بب (في5 ر ),ا, اختيارات ولأي لا  التي
 كحب الحالة هذه في

mn
 سمدد ر لإ٤ ة(04 او4A ب-٥

j=1 i=70يؤ Pلا 
mn

 تم ,ج405,0 ودار° ساة١ د ب(١
}f(x,y=2المستطيل على Rوتكتب 

 ان للاقتر الثنائي التكامل نسميه مو=ردة

mn
 عمم ي ابا،ر(عزa -ر, إ٤ لا,» هه- ك٤ لا,»1 عة وف

RR=1PA-0 j=1

• R f(x,y) على للتكامل قابل  أن ونقو

 المستطيلR و شابت عددk أ}عندماKaxdy (احب14٠1) مثل
 أ{ د

a<»<bc <y<d

 وتجزئة]a,b[ المغلقة للغترةx.,P,={x٥,٠٠٠,{ منتظمة تجزئة نغرض: الحل
{8R ب

[c,a] P المغلقة لفترة y}= و ,y,٠٠٠٠,.y, م } n1m ق مكونAx,=2٠، منتظمة
٤٠(5 ر0 =)باk فانR,, الجزئي المستطيل في نقطة(s ,رt), فاذا.٥y د4 ع- n1ر- ز 

: أن نجد لذلك
mnmn

2 (عز٥,0t ه,«هرy ر,F مجاء4 ء-
nm[=17آ Jj= i=7 آ
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b-a d-c ]Mn{تة =}ج m n
=k (b-a)(d-c)

 نختار ولأيطريقةP المنتظمة الجزعة كن مهما شابت عدد النائي رمان مجموع أن أي

: أن نجد لذلك٠(s,,t), النقاط بها
 د

11m
0]-٥ Pلأ 

In

 وع44'6,04 اوax ,لاه,-H0-٥١(٥ ء-١
 أن يعني وهذا

a)4a-e٥-١«kaxay =k]أ 
R

f ),ا,,4 ر«4Y, فان(x,y)eR لكلf(x,y)>0 عندما {sمتواز حجم هو 

 نعتمده أن ونستطيع٤٠(s,,t), وارتفاعهR,, المستطيل قاعدته الذي السطوح
 د د لا

• 2=٤(x,y}  السطع الأعلى من ويحده يب؟ المستطيل قاعدته الذي المجم حجم لتقريب
mn

 رب م يf(5 ر0s )ر ,«ه رلاه النناء ريمان مجموع نعتر آن ممكنا لدد،
R • المستطيل قاعدته الذي المجسم حجم 2=f(x, ٧) السطح الأعلى من ويحده

 وانR المستطيل على للتكامل قابلz=f(x,y) الاقتران آن افرض(14.2{ مبرهنة
 د

f(x,y)>0لكل y)eR,2.)المستطيل قاعده الذي المجسم حجم ان Rمن ويحده 

 هوf(x,y=2) السطح على9 ا

1٠٠٠٠٠٠٠٠(١x,y)dxay)أد٤ 
R

2=X+2y+ 1  السطح تحت يقع الذي المجسم حجم بمثل ثنايا تكاملا اكحب(14.2) مثل

R٤ 0<x< 1 ٤٥Y<2 ; المستطيل وقاعده

 نماقاعدة2=٤(xy=)٤+2y+1 الطع الاعلى من المجم يحد الحل

: هو المطلوب الحجم لذلك.R السنطل

dyي x,y)a)٤6٧ }د
R

{{ (»+ 2y+ 11 ay ة
R

 منطقة على مخصل =ة٤(x,y) لاقتران الشنائي التكامل نعرف أن الآن نستطيع

R l مستطيل اخل ن y المنطقة نجعل أن هو هتا تحاجه ما٠2  المستوى في« محددة

F(x) اقترانا وناخذ}14.2) الشكل في كما ,y=2بحيث (F(x,y)=f(x,yعندما 

F(x,y) بينما(x,y)e د  التكامل كان فاذا٠ في وليستR في,(y) عندما0=

 للاقتران الثنائي الكامل فان موجوداR المستطيل علىF(x,y) للاقتران الشناكي
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(f{x,y=2بانه نعرفه المنطقة على :

{ F(x,y) xة dy .٠٠٠٠٠٠٠ (2١
R

[f٤«w,y) y نة ة =
٨

 قابلة انات الاقتر اي والآن

 سهلا لس الجواب ؟ للكامل

 حال في عرفنا ما على قياسا

 ولكسن• واحد مغر ذي ان اقر

 للكال، قابل المتصل الاقتران
 ر

 ن التي ، التالية المبرهنة في كما

:":
(14٠2 الشكل)• برهان دون نقدمها

 حدودها تتالف محددة منطقة على متصلا2=,٤(x مy) الاقتران كان اذا}14.3) مبرهنة

 فان ه منحن،ممهد جز وكل أنها أعر عند ل التي الاجزا" من منته عدد من

(yم f(Y٠ المنطقة هذه على للتكامل قابل =ج

,y) f كان اذا ، اخرى مرة (x,y)20 f(x= ويحقق «ى المنطقة على متصلا.2

 السطح الأعلى من ويحده «ى المنطقة قاعدته الذي المجم حجم فان(x,y)e لكل

(٧,x)٤=2هو :

(3)x a٧ آ]د٤ لا,د( ة  مى

 الثنائي التكامل خصافى
 المحدب التكامل في وجدناها خصاكص تشه الشتائي للتكامل خصاكص هتا تعدف

 الخصائص هذه في تظهر التي المناطق و انات الاقتر أن غرض• واحد متغير دي لاقتران

: المعني الشاكي التكامل وجود تضمن التي الأوصاف لها

x= ع((ء(x الا, ةxay ا: شابت عددc١ اذ(١) ayة x,y)e٤ً{) 
 د ى

f٢٤٢٢,y) + 1(x,y) و (x,y)d ay={f٤ي ax ay ,w) أ)ء و x )لا ة a ( لا ب(
 سه- مد

 )ج(

١ اذ )د}

" اخلتن متند غير لمنطقتن اتحاد 2ى المنطقة اذا

٠Ydx dy)٤+{,[ax dyلا,١ x)ك}٤ - n
21

(x,y>و) f(x,yلكل x,y)e)فان ;

 الا,»(ءك؟ عةay []ع +وx )لا, عة٥ لا
٨

: فان4 ر د م
x ayة (x,y)؟٤{ 
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(14.1) تمارين
 ي

R={(x,y)<٧٤d٢ المستطيل: افرض(1١ :a<x٤b ,c.احسب 

dx dyمن لكل منظمة تجزكسات ومستخدما(14٠1) تعريف [{باستعمال رعر 
R

 للمستطيل المركز لتكون(s,, ),ا النقطة أخذ مع]c,d[ و]a,b[ الغترتن

٠ R..1 ز
44 4xy ة)«xay التكاملن اي(2) + 4xy)١ و أأaxay"6x4y +y+)س" [}

RR
 ؟ الأكر

٧٦١4y=(f(x,y(3) للاقتران الشاكي ريمان مجموع احسب المستطيل على

٠0<x<2٥٤Y٤3والتجزئة]0,21 سغترة }-,م1,2,0 التجزئة{ حسب 
}1,2,3,٥,-{Pلغترة (ابا وافر]3,0 s,0)و؟ المستطيل راس; 

• اليمين الى الاعلى من

f(±,y)=2x للاقتران التاعي ريمان مجموع احسب(4) +xyالمستطيل على 

2<x2-٠1٤Y٤1-1,2,٥ التجزئة{ حسب,P,={-2,-1للغرة 
 وافر -ا٠1١1 لاغرةP ,إ-,ا-}=,0 ,ج1 والتجزئة{ -ا21,2

,(s,,t)المستطيل رأس ,,Rاليسار الى الأسفل من 
1 ر1 ز

 2، المنطقة علسى متصلf(,y=2) لاقنران الثنائي الكامل حساب ان

 عند تصادفا التي التعقيدات بسبب مستحلا يكون (يكاد14.1) التعريف باستخدام

 التكامل حساب من يمكننا سهل أسلوب الى نحتاج لذا• الشتائية رببمان مجاميع حساب

 متغير دي ان لاقنر التكامل حساب تيسر من مكننا الذي الاسلوب غرار على التنافي

٨2 المنطقة تأخذ عندما نستخدمه الذي الننابعي التكامل الى نلجا هنا ، واحد

}14.3) الشكل
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: الالبين المميزين التكلن أحد

 المنطقة فيه تكون: الأول الشكل(٢)

 الى تنقع(14.3) الشكل في كما

=y الاقتران رسم من الأعلى f(x,)

 الاقتران رسم من الأسفل الى و

·x=b x=a الى y=f من (x) و

: أن اي



={٢,y :٥<x٠٤٤٥,(x) <٧٤٤, ()}
 الغترة على متصلانf (وx) و م£(x) انان الاقتر و

b f (x) ج
x,y1dx ax)كا٤ 

a (x)٤ م

]a,b[.يكون الحالة هذه في 

 هر التتابعي التكامل المحاف الكامل نحسب حيه
(x)٤ ج

x,y) dy)ابقاء أمع٤ xعلى لا بدلالة للناتج التكامل نحسب شم ، شابا 
f,(x)

٠ [a,b]  المغلقة الغرة

 المنطقة فيه تكون: الثاني الشكل )ب(

: أنها اذ}14,4) الشكل في كما

٨- ={(x, (0,a٩٠> لا1:٥٤ لا <x<9(y)}
 )لا(

 متصلان9 (وy)9 (مy) والاقترانان

 هذه .في]c,d المغلقة{ الغرة على

٢ هو التابعي الكامل يكون الحالة
92(y)

f(x,y) dxdy14.4 الشكل بحساب ()ونجربه)
g (y ا c (), ة

(x,y المحدد الكامل dx)يبقى ذلك اشنا" [في٤ yالتكامل نحسب شم شابتا 
(xم) 9

• [c,cl] y المغلقة الغرة على  بدلالة للناتج المحدد
2 3

x1 التتابعي الكامل احسب(14.3) مثل +y)dy dx)[أ 
[ ر ب

 أن :بما الحل
3232

(x +y)dy) dxبن٢٢ (x3+y)dy dx١٢
0X0 و

(x? +y)dy . د ا نحافظ الأشاء هذه فر على شابتاX المحدد التكامل بحساب نبدأ
X

3
«y +  أد«إ

X
1 3 ?ر دبر- قر-9 و/
2

: التالي المحدد التكامل نحسب ثم

3
{ (x٩+y)dy
x

35 أن أى
3

2
 إ(3x°- د« رإ- رلإ+a م

4.6 و2 ج
XXx2- %+٤- خ

4-8 و،لإ-0
 قبة

2 3
y١dy 4x+xإ((٩ 

x0
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1 Y
{ { ydxdy  التتابعي التكامل احسب}14.4 مثل)

00
: التالي بالتتابع نجريه التكامل ا :هذ الحل

1 y
f(٧٢dx) dx

0٥

1 y
٢ {yaxay =

0 0
 أولا نحسب لذا

 مجف ثم

 ان أي

Y  لا
٢ y dx y»[  فر
0 0

1 1 y» 1 'ا
٢ y٩ dy 330 0

1 Y 1١ ٢ y dx dy 30 0
 فبوبيني} ()مبرهنة14.4) مبرهنة

 ج٠«

z) الاقتران آن افرض = f(x,y٥ المنطقة على منمل.

: فان الأول الشكل لها2 المنطقة اذا )ا}
b .f>(x)

(4)٠٠٠٠٠٠٠٠x,y١dydx)٤fأ 
a f,(x)

: فان الشامي الشكل دلها المنطقة اذا )ب(

a 950y)
(5)٠٠٠٠٠٠٠٠x,ydxdy)ا٤٢ 

 ة )لا(,ة

{[٤(x,9ax dy
 ى

[(٤(w,ydبx ay
 د

 د٥٤x٤1٠٥٤y<x:,(x={){ []منداx لا« ةxay احسب}14,5) مثل
 ، د

٨
: لنجد(4) نستخدم لذلك الأول الشكل من هي ى المنطقة: الحل

٦
 أ «ه

0

٦

yي «#إ±ا 
0

1
12

1 5 1 6 1
['%٦=xخ ة»- 
0

1 x
{ ٢ x2y aydx =
0 0

1

٢0

+axay)لاد»ا 
 ى

(٧x,y<٠٧1'٤٧<Y عند{ تyبآ] ةxay احب(1٩٠6١ مث . =ه}0٤٧:

• الحل

Y132  ه "رق"+ ا لاه
y٩

 ج٣ب2 ']%و
933

 لتجد(5) نستخدم لذلك الشاني الشكل من هي 2ى المنطقة
٦1 y  /ي}ax ةy إ

0y٩
712 =ay-ر2"ر y)ج ي 

0
2

27

dx dy(٢«
n
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 يمكن ولكن الشاني أو الأول الشكلين أي من ى المنطقة تكون لا احانا

 نكتب عندئذ• الشكليين هذين أحد من واحدة كل اكر أو منطقتين كاتحاد كتابتها

 حسابه يمكن منها كل الشاكية الكاملات من عدد كمجموع على الشافي التكامل

• تتابعي بتكامل

٨ ترو]{مندب درa لاف احسب٢14٠7١ مل
 لي ص

 من٠y=2y=-y المحين ببن المنطقة

x x الى1-= •(14.5) الشكل انظر.1=

 حثU,42=4 غد نكتب أن نستطيع: الحل
،

}x>-٠٧٤٧1لا,-:٤٤٥( x{)=د, 
»}٧٤>x-لا,:٥٤٤٤ ا٠( t{=٨ ر

K

: أن نجد ذلك على• وبسا

3x3y2 xa ة  يa ا[ء3 مرقد عه
 مى2

}14.5 الشكل)

{f y د3  إa د ده
 د

3xy aydx
x

٢-Y
1

3x7y٩ ayd + ]
0

1 و2
=2x axي 

0

٨ م٨٢
0 -3٤

-1 ز لا٢
 و ى

-2{ ٧ ax +
-1

 الأول المن في المجسم حجم احسب(14.8) مثل

·y=0 ٠ x=0 ، 2x+y+ z=4  السطوح ونحده

٠2= 0

 فان(14.5) الشكل قي يظهر كما: الحل

 المنطقة قاعدته المجسم هذا

(x,y) :0<x<2 , 0<y<4-2x

 على الا من المجسم ويحد الأول الشكل لها الني
Y

(14٠5 الشكل) ندع عندما٠2X+٧+4=2 المستوى

f(x,y) =4-2x-y=2أن نجد فاننا(3{ ونستخدم :

٧ (أ-٤,+»y عهa لا
2 4-2x

-f } (4-2x-ydydx
0 د 0

2 4-2x
٢ 14y-2xy--y٩ dx

0 2 o
2 3٢ (8-8x+ x9)dx = 4

0
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 وتحده الأول الثمن في المجسم حجم احسب(14.9) مثل
٥· ن ،

x=4 x=٠ ٧لا ٠z=y ٩ السطوح

 الملك قاعدته المجسم وهذا الحل

٢-{٨x,٤٧١0<x<٧٠0<٧٤x}
 انظر.2=f(x,y)=y٦ السطح الأعلى من ويحده

: هو الحجم أن نجد هنا من٠}14.6) الشكل
4 x

ax dy(٧,x)أآد٤ dydx٢٢00 رn
x341 X4

dx3٢axد y00٥ ةر ا و
6 41 4 4

(14.6 الشكل) 35 0

 وذلك المستوى في {ى منطقة مساحة لنحسب عناكبا تكاملا نستخدم أن نستطع

dx نفسر أن يمكنا مماf(x,y)=1 بفر dy[\وله2 قاعدته مجسم حجم بانه nو 
: ان أي. واحدة وحدة يساوي منتظم سمك

 أن يعنى وهذا

x (2 ٧ مساحة = }}٥ ء٥ و(1)
٨

{6}{n (} +ه به المنطقة مساحة
n

 تحدها التى المنطقة مساحة }احسب14.10) مثل
 آ ،

،٢-y= ،٠٧٩٨-= المحبات y=-1
. =لا2

 ديث الشابي الشكل من هي د المنطقة: الحل

٨2= (xy):-1٤٧٤2 ,-٧٤x٤4+Y

(14.7 الشكل)

33
2

: هيA مساحتها٠}14٠7) الشكل انظر
2 4+y

({ax  لاa لاة ]آ ة
-1 -٦

24+y2
ay(y٩+٠٧)-)x[ ay)ء[ 

-1-y-1
21

 ره ل±+y ا«ذ+
-1

A=
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 -ا-عتب، ة١14.2 ين تما

٢٠ س، بد ء»٠ التي د المنطقة وارسم التتابعي التكامل٠١(8)(1)
٣- التمارين في

: الكامل عليها بجري
8 ln x 2 X٢ ٢ ay ax(2) لاه ٢ x°y ا dydx (1)2 0 1 1-x2 2y 1 Y+1٢ x ay(4 ةx-y)(4) أ ٢٢ (3x + 2y}dy dx (3)0 y٩

-1 x1 x3
5 2y٤٤ (3x- dy( لا dx (6) ٢٢ X dxdy (5)3 y Y

1 y-1 cos y+1٢ ج ٢ (x3 +y) dx dy (8) (xs1ny ax ay 0 ا[7) -y-1 0 0

: الشاشي التكامل احسب(20(-)9) التما،: •: :ربن في

(9)

(10)

(1٦)

X،  ااسنا ;وج وx مر
 ى

 ا]مندما مر«2 لا" دهa ر
n

 aة(}امتد; ده ه
n

٤٥Ys1}
0٤y٤2}

.٨ -{(x,لا:٥٤( x31

.٨ ={(x,٧) :0<x<1

،y=0،x= 1  المستقيمات تحدها التي المتطغة 2ص

·y=x
(12)dxdy،x=2 ٠xy1 n المنصبات نحدها التي المنطقة ny عندما ير]ا1

 «ى

٧ ء»-&٧ai م لننسه سن السلة م »f}ما ء0١ بمه ,و رو,
 م

٢٣ x=0 =٠x من ٤ الى

n2 eos دير][عندما y dxdy (14)٠٧=0 ،y= x?  المنحنيات تحدها التي المنطالة
 د

ff مًر و، رو( ·٧ «.ف"»- د«- بسنيه دةنA سنا0,-".»
٨= مد x3) ا]عندا + 3y١dx ay (16١- {(x,y :٥٤x3 +y4s1}
n

.٨- {(x,y :0٤Y٤1 , Y٩٤xSy} y، ااسندا  ر(a1٦١ مة

(18)dy٠٧=x ،y=x n المنحنيين بن المنطقة ax( [[عندما "ير( قر+
 بد

(dy -=y المنحنيين يببن المنطقة عندما]]3 قرy قd لا19) x ،y= xمن 
 Yا

•٧-1 الى -=ر٦
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ay (20).y-8-2x،y3=2x n المنحنيين بين المنطقة  ىax( عنا (اأ4 ر-٩
 التي ى المنطقة مساحة لتحسب شناكيا تكاملا استعمل(26-)(21) التمارين في

; عليها المنصوص المنحنيات  تحدها

(22) 2y-x-4-0 ٢ 4y=(21) ?جر

(24) Xy=6 x+y=5 (23١

(26) y =-2 y=X-1ر , y=lnx (25)

y =x

Xy =y =x

x =y

x=4y-y

X= e

x=4-3y3

• التتابعي التكامل علها بجري التي4 المنطقة ارسم(32)-(27) التمارين في

 الناتج التتابعي التكامل احسب و التكامل اجرا' ترشبب بذل
9 3 1 2

2 aydxك ر لأ sinx? ddy (28) -٢٢ (27)
0 y 0 2x

2 4 2 eح 
٢ yeosx4 dxdy(30) أ ٢ ٢ 6y dx (29)

0 0 لا٩ 1
2 4-° 2y 1 ١ x°٢ ٢ X4 e dy &x (32) ٢ ٢ w4 dy بر2+ dx (31)

0 0 - y 0 3

 يلي ما حجم لتحسب شتائيا تكاملا }استخدم40{-(33) التماربن في

'I z+٧+٠x( المجسم(33 =  والمستوى اللاث اتية الاحد المستويات تحده الذي

٠ x+2y=2 T والمستويان اة الاحد المسنويات وتحده الأول الثمن في ( المحم(34

٠x+4y+2z- 8

 رو، مد+ء٠٩ لا+٠ ا: الر ا'ا"إ"اجه

٠2=0٠y=0 ٠2=2x٠x3 +y4=9. ( السطوح وتحده الأول الثمن في2 المجسم(36

٠y=0٠x-0٠x+y=2٠z=4- T' :ر السطوح ونحده الأول التمن في ( المجسم(3

. z=0

2=0 ٠٦+y=0٠y=4-٧٠٥٠٧٩+4: T السطوح تحده الذى ( المجسم(38

T 1-y٩+٠٥=2x+2y+3z=6٠٧٩٥.( المسم(39 ٠ السطوح نحده الذي

T 0٠y=0٠y=x=٠2( المجسم(40 ٠4  ?ر+2=1: السطوح وتحده الأول الثمن في

 من وبحدهXY المسنو في±{ المنطقة قاعدتهT محسم ه(1)
2 2-y

+y(x٩+y)dxdy : x2+y3)dxdy+f= هو وحجمه ة [
1 0

 الد الأمن
f (x=٧ ك.

0 0

 الذي التتابع تبديل بعد جديد نتاعي بتكاملV الحجم اكتتب م٨2 المنطقة ارسم
 التكامل فيه جري
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 الانطبية اثبات الاحد الثنائية التكاملات}14٠3)

 معطاة4 مطقة علىf(r,6) لاقتران ثنائي تكامل حساب البند هذا في ندرس

• القطية اثبات بالاحد

 حيث(14.8{ الشكل في كماR بسديطة بمنطقة نبدأ

R={(٤,e) :a٤٤<h ٠٩٤6 {٤ م
 سغرة}r٥,r,0٠٠٠٠٢ {م تجزئة مغرض

}6,8,,٠..,6,,{ وتجزئة]a,b[ المغلقة

B  تجرئة عنها ن٠ ا٩٠ ام المغلقة سفرة

mx عددهاR, و مناطق الىR للمنطقة nز± وكل 
 لهما دائرتين ن يقع" مستطيل "شه منها

 /ا"٩٠0
 ث(-٧٠٠١٠٠

.b
٧

٥

·F,0k;-  م تطريما ومغا مشترك مركز القطب

(14.8 الشكل)• الغطب من ينطلقان6, -ر ،6 م شعاعين وببن
r, ١re,,+6,

=r,.(e,=,F) ر النفطة نختار  إ ان± )اي8,, المنطقة مركز
1' 5111

.٥B-6 م٥r,=r٠ ه٢ نجعرم : هيR,, المنطقة مساحة.6٠=
ii1ر- ]]±]•

+?--- ,e ه r?٥٨,,٥e, i-1ر+ ز ذ ذ 

2لa6,(٢-? م،;١ ] 1 1-
1 5 ه9,(r-,, )م١٢,+١٢ ] 1 i- i i-1

F, br, A6,
1 1 ]

: ريمان مجموع نحسب والآن

(٦١F . »ءث٦ .ة،،٥٥٤،٥٣١{
i:1 د1 لا ±  ثم /ة،+تم٥» =ز11

• الهامة فانR المنطقة ملى منصلf(r,6) الاقتران واذا
mn

1im ,ز ا+بز5 ,ة/,١٤ إ٥, ه٥,
Iإ p0٨ ب

: ونكتبR المنطقة علىf(r,6) للاقتران الشتائي التكامل ونسميها موجودة
mn

e١r سند= عزr ,ة,,F,٥٢ ه9ر..»8١ ar as,١(]-٤(٤a٨,r)ا]٤ 
ii· ز Pl٥0/ ز ذ j= i=1RR آ

 الشكل في تظهر التيA المنطقة على متصلf(r,6=2) الاقتران أن افرض

: حيث(14.9{

٠ 4,(e٤٦٤١6,(e١}<64{(rد٠٥١ 
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(a) انان الاقنر و ،f,(6)و fمتصلان 

(6),4 ويحققان < f(8) <_ba٤>0ان والعدد 

-٨

b ,aمستطيل" "شه داخل «ى ضع• شابتان 

٨={(r,e):a٤٢٤«٠٠٤٩٤8}
 وR على معرفاF(r,e) اقترانا تأخذ

(r,8)e22 F(r,6) عندما =f(r,6)

 ع=6

(r,8)€R -F(r,e) عندما 0  بينما

(14.9 الشكل)  الثنائي الكامل اذا(.r,e)40 ولكن

F(r,e)r ar aeنعرف فانا [أموجود :
R

9٠٠٠٠٠٠٠٠(١ar ae١٤,r)ع فه أ[ء٤ a٤(r,e)ا٤[ 
R٨

 من ويحده ى قاعدته الذي المجسم حجم فان(r,6)e5 لكلf{r,e)>0 اذا

 هو =ةf(r,e) السطح على الا

١10)

f(r,6)=1  لكل١ واذ

 أن أي لآ. المنطقة مساحة

ar aeeأا٤ ,ء(١٤ -
٨

r,6)e Dيعطي(10) في النائي النكامل (فان 

٨ ء]]٤a عa-٨ السنطفة )مادة(٠٠٠٠٠1(٦
٨

: التالي التحى على القطية اشيات بالاحد الثنائي التكامل نحسب

، f a) ,م (r,e)}=١ والاقترانان :٩٤6٤8٠ f,(6)<r<f,(6)} ( المطةة اذا ا(
: فانO٤f,(6)f٤ (ر6) وبحغغان متصلان

٤ ر(6)
٠٠٠٠٠٠٠٠٢١2١arae+٠eي +(ء١ f٠ -وفe+ ae)ا٤[ 

(f,(6٨ ة
>a:(1r,a المنطقة{)١ ذ١ )ب( r <b ،9, (r) <a<9 (r={4والاقترانان (rو,) ٠

(rو) ويحققان متصلان9 (rر) g,(r) : فان0<9>
 و )±(و

٦3٠٠٠٠٠٠٠٠(١e١rAear,٤(٤e)r ar a=ff,غ[ا٤) 
}rً9م) a٨ د

 نقع التي{ المنطقة مساحة احسب(14.1) مثل

r=2cos 26  الوردة بتلات احدى اخل د

 التي-4٤es4 اله اخد: الحد

 أن يكغي ، نغن الى القطي المحور يقسمها

(r,8 المنطقة¢ مساحة نحسب :0geg-%,0<r<2 cos={)(14.10 الشكل),4 م
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: أن نجد٠(14.1٥) الشكل انظر

r dr de

٤arae2ffء asي a-[٨ +ا
 ىa د

4 2cos2e '
-2٢٢

"٥٤4
2 f 2cos26ae

0٦r
٢

2 f (1+cos 46) ae
0

 ج
2

M

١'
0

1 ٠2(e+ sin ج 4e

 اثبات الاحد تحويل قاعدة
z) الاقتران أن افرض = f(x,yمسوى في2 المطفة على معرف Xyبعض في ء 

 تحويله أ{بعد٤(x,y)¢A لشناني التكامل شحسب أن لنا الأنسب من يكون الحالات

 اتامدة وئر ، برها دوت دكرها ، االة والبرهة• الطية ،بداما

• الحالات تلك في نستخدمها التي

}14.5) مبرهنة
 و

٠٠٠٠٠٠٠٠ (14)

: بكون.2 المنطقة على منتصل =ةf(x,y) الاقتران أن افرض

e١e ar aeمذ s s,rsد e١ و اأده٤(٤a)غ]] لا,د 
G٨

y=rsin6 التحول يرسلهاro مسنوى فيG والمطقة ، x= rcos  الي6

• Xy  مستو في د المنطقة

 لتحسب القطيبة اشيبات الاحد استخدم(1214) مثل
a ذ3٦٤ي -x  ة]3

{ ي "رتر+فن(a برa ع
-a 0

 التكامل عليها يجري التى ى المنطقة: الحل

: فهي٠(14٠11) الشكل في نظهر التابعي

0٤٤٤a}
3  2"ر?ع( در ببنما

٨-{(r٥٤٥٤:٠٥١a,
 باستعمال.(x 2"ر«ج3%
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z3=25+x3 الكرة اخل د بقع الذيT المجسم حجم }جد14.13) مثل +yانة الاسطو وخارج٩ 

3١y-9(14٠12 الشكل) انظر. لا

 المنطقة قاعدهT العلوي النصف نغبن الىT المجسم لايغسمy مسستوى ان: الحل
 أ د

(r,e{ المستوية :3<r35, 0<6<2m=ويحد ى (م ,Tمصف سطح الأعلى من 

: ان اي٦٠ (ع=٧,y3- كرة/,74يد(
f(x,y) =٤(rcos 6., rsine) =  {لا ٩,

: لتجدF المجسم حجم الآن محسب

٠-٠٤44-٥/4 ٠٠-
as2 إ]٤١5 ٤- عة

0

 ى ءff/5-٤ عه, د،
42

2r ي-(١ ا((25 2"رر-5 5
2٢ eه ]

0 3
2R (14٠12 الشكل)

256TT64٢2 دف 30 3

}14.3) تمارين

 القطية اثبات الاحد باستخدام التتابعي التكامل احسب(6)-}1) التمارين قي

1X2 ه ٦-5٠,5 رد
dy(2) }ا ى لاay ه(1 dx

٢ و
-a 0y3+31 ور
2 4-2a v2ax-x3

(3){f cos(x +y٩)axay(4)x dydx٢٢
0 000

٧2X2-ر5
(5)dy dxy

٤٢(6)[ y ayax٢ ٧x٩ +y٩000

 الثنائي التكامل لتحسب القطبية ايات الاحد استعمل(9)-(7) التماربن في

3[(w١)٨-}٧٩.٠٥٤٧٣٠٧١ {ه< م "ردر+ عة لاهx+  عندا
 ى
(fx(x٩ +y ax درف ay (8١٠y=0 ٠٧=٨٦-ر٠3 المنحنيين ببن المنطقة هي «ه عندما
٨

،x +y°=a n اشرتن الد بين المنطقة هي dx -مf] عندما dy
Yق 

٠0<a<b ٠x?+y1 =B°

 قع التي4 المنطقة مساحة احسب(18(-{t0) التمارين في

r=3.( المنحني داخل(10 r=2-2cos6 الداعرة وخارج
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• I=3+2sin 6  المنحني داخل(11{

r المنحني داخل الأول الرع في(١12 = sin- ٤و 2e

r=1+sin6 المنحني اخل الأول الربع في(13)

• اكرة الد اخل د(14) 4rcose=3. إلمستة ا -ج3  مم بين ولى-

r اكرة الد اخل(15) =3 cos6اكرة الد وخارج r cOs ء e

-r الداعرة وخارج٢=cose+1 المنحني اخل د(16)

r الدائرة اخل د(17) + وخارج1 02os6 ٣ المنحني =

cos+1)٤ اخرة الد اخل د(18) 6) = 1 r=1 المنحني بمبين والى

: يحده الذيT المجسه حجم احسب}24-)(19 التمارين) في

2=1-(x٩ +y") Y« السطح الاعلى ومن  المستوى الأسغل من

z+y٦+6٠٧٩=5 السطح الأعلى ومن3Y المستو الأسغل من

 انسة الاسطو الجوانب ومنy+b=2 المستوى الاعلى ومن>Y المستوى الأسغل من

y2 اكرية الد =b+ز.٩ 

(19)

(20)

(21)

 الاسطوانة الجوانب ومن٦=1(-y4+x٩ السطح) الأعلى ومن لاy المستوى الأسغل من(22)

٠x3+y?-x=0  اكرية الد

y3+z الكروي السطح الأعلى ومنy المستوى الأسل من(23) =4+xالجوانب ومن٩ 

٠ x4+y =1  اكرية الد الاسطوانة

 الاسطوانة الجوانب ومن2=4 قر السطع الأعلى ومنXy المستوى الأسغل من(24)

٠ r=3sin6  اشرة الد

 المعتل التكامل نعرف(25)

q
{٣ »-،٠ "و١ لله به

- - 1 1m
a 0

((٥(-١٧٩١ عه إه
a

: أن اشبت٠ ?+?ر=a° الدائرة داخل المنطقة حيث ٦a-•

@

4
x ر22 ay-)+لا( [-
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 الثلاثية (التكاملات14.4)

 لنقدم هنا نعيده الشتائي التكامل وحساب لتعريف استخدمناه الذي الاسلوب ان

• الحلابي التكامل

: الغائم السطوح متوازي على متصلf{X,y,z) الاقتران أن افرض

T-{tx, ( ة,لا :a٤x٤b٠٥٤<d {h> <و٦,
P ={y0٠٠ ,لا٠٠٠,Y}والتجزئة [a,b] ,P لغترة = {x0م٠,, .,x,}  التجزئة نفرض

n٠ مستويات باستخدام٠]g,h[ لغترةP,}=٦٥ م%,٠٠٠٠٠٠,z,{ والتجزئة]c,a[ للغترة
 على نحمل اشية الاحد المستويات أحد ازي يى منها وكل الثلاث الجزعات هذه بنقاط تمر

P وxP, تجزئة =P,xPالسطوح لموازي Tز؟"٦ جزئية سطوح متوازبات من تتكون; 

,Ax,4y% إ,,T'هي .حجم1mn عددها A,٠ له٧ =إم
1 د د زد

: المجموع ونحسب ب;" في(u,,٧,,w), نقطة نختار ٠•1-1 ز
lmn

 ج مE ي٢١/,0,٠%٧٠4 ء
f(xy,z)  للاقتران ريمان مجموع ونسميه

P  التجزئة حسب

(145 تعريف)

 ٠إ.ك
 لا

 ب المهابة اذا

٠٧٠ kه1 ز 
1m

11m بز{4١١/٧/,٧ ا
lEi->0

(14.13 الشكل)

: ونكتبT المجسم علىf(x,y,z) للاقتران الثلاثي التكامل نسميها موجودة

a رة )ff ء ء ٤,y,=)a» =[/f ax(٤ لا,ن( ة,
1TT Hn

14m 2 (+٤,»E٠٧٠٠ ع 4٧٠4٨0..015١
PI->0± د د± K=I j=1 i=1لا 

 اننا كماT٠,, السطوح لمتوازيات قطر اكبر طول هو(P )مقياس لاPl إ هنا
 زد

 مجموع لتعريف استخدمناه الذي نفسه بالاسوب الثلاثي ريمان مجموع نهابة نعرقه

 النائي ربعان

 فاتتاT محدود مجسم علىf(x,y )ة, للاقتران الخلافي التكامل لتعريف والآن

 بأنT' علىF(x,y,z) اقترانا ونعرفT' قائم سطوح مترازي داخلT المجسم نجعل

(F{x,y,z ناخذ)ج, = f(x,yعندما X,y,z)€T)بنما F(x,y,z)=0عندما 
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'x,y,21e T)لكن x,Y,2)e Tاللائي التكام اذا٠ y,) av)لا, Rموجود أال 
T'

: بأنهI علىf(x,y)%, للاقتران العلائي التكامل نعرف

[ff٤(w,y,2١av -{( a لاف٤x(٦ «,لا,١ ة f6)= ء ٤(w,y,2١ av ٠..٠٠٠(١6١
'T''٤T

 فيT المجسم شكل له صلبا جسما أن افرض• الثلاثي للتكامل فمزياشي كننطبق

 منصلP(,y )ة, اقتران ويملها متغرة الجسم هذا كشافة وان اللائي الفضاء

: مي الجسم هذا كتلة ان•T على

w ={ff ٦١av,x,y) م
T

(17)

 فان الجسم حجم٧ واذا(x,y )ة,eT لكل (جx,y,2)=1 وعندما

٧=1٧٧ = الكثافة( ير )الحجم ت )الكتلة(

٠٠٠٠٠(٥١..ay aع٦ a6-٧((}- ه ا
TT

 أن اي

 منT مجسم على متصلf(x,y )ة, لاقتران التلاشي الكامل حساب عملية ان

 تكامل حساب الي نلجأ لذا• مستدلة احيانا تكن لم ان معقدة مباشرة التعريف

 د، السعي ابتعد سعه. ابنوب سعن بة بسلب اعى
 موقع على اعتمدنا حيث التاليتين بالحالتين ذلك ونوضحT المجسم شكل على نختاره

 عندما الاخري الحالات مع نتعامل ارهما غر وعلى+ لاy6 مسنو الى بالنسبة2 المجسم

T y2 موقع على نعتمد • مسوى الى بالنسبة X  مستوىة أو

: أن افرض )ا(

T= {(x,y,z):a<x<b , (x), و <y<g,(x) ,h,(x,y) ٤2<h (x,y)}
 هو٣ المبسم ان. متمة الومد هدا في شطر التي اات اقتر بميع لمإ

,h) السطح من اعلى الى تقع التيR في'(x,y,z النقاط{ كل مجموعة (x,y=2الى و 

 المنطقة فبو«y مستوى قي مسقطه أما•z=h(7,y{ السطح من الأسفل

(}x)5>و x) <Y,و,) x,y) =a<x<bالأول الشكل ل (}=التي •
: فسانT المدسم على متصلf(x,y,a) الاقتران اذا

h, (x,y)
6(٤٢(x,y,z)az)an
٨ h,(x,Y)

(x0y)},ر)( gم 
..٠٠٠٠٠ (19)٤[ ٢٢(x,٧,z)dzdydx

(x) h, (x,yة,) ة 
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f(٧,y,  )ة للاقتران المحدد التكامل باجراء(19) في التابعي الكامل انحست

,h) من ثابتن(y تعتبر>, ذلك اشنا' )في ة بدلالة (>,yالى (Yو), h، بكامل ثم 

٠٢٠٠12 ء اخيرا ي،(x) الى و(x من) شابنا(x نعتبر ذلك اشنا؟ )فيy بدلالة الناتج

• b a الى  من ر بدلالة الناتج نكامل

: أن افرض )ب(

T={(x,٧,z) :e٤y٤d ,٩,(Y١ <x<9 (Y) ر , h,(٠Y) ٤٦<h (x,y١}
 مجموعة هو'I المجسم ان ، متصلة الوصف هذا في تظهر الني الاقترانات وجمببع

=z) السطح من الاعلى الى نقع التيR3 (فيx,y)%, النقاط كل h,(x,yالاسغل والى 

 المنطقة هو مسنوى{لا في1 مسقط ببنما٠ =جh,(2y) السطح من

 الهاني الشكل لها التيtx=4,٧):e٤Y<d,٩,4Y)«<٤9 {ام

 فانT المحسم على متصلf(x,y,z) الاقتران اذا
h. (x,y)

٤6,y,% ٢٤av(٦,٧٠٦١)} aه =ff٨٢2
h (x,y)نق T

 و )رأ,و رؤ(x )لا,
٤(٧,٧,a)dzdx ay .٠٠٠٠٠٠٠(20){f [c (y), ة h, (x,Y)

1 x1 z
z)dy dzax+٢+٧xأ]٢ 

0 0 0
 التناعي التكامل احسب(14.14) مثل
 ن ،

1 x° 2
٢٢١0 0 0

: التتالي

(x+y+2)dydz dx

 بالتتابع المحددة التكاملات نحسب:
1 "ر21

(y+%Y + \(y ة azax[
00
x,11 م

٢ (xz? +  مه"/دء
0،0

 اتع،1 و
 ]و ة ج ه

0

 الحل

1 y 3 2١44a203إ[ 
0

'١ax'x(%=X٤ م٠6١651 +x)ي-ز 
0

، المستويات وتحده اول الثمن في يقعT المجسم١ أ](ا برdv (احسب14٠15 مثل)
'T

+y+٦٠ =ج1 المسنوى و اللاث اشبة  الاحد

 مسوى في ومسقطه ا<٥41-x-٧ محقق التي النقاط بحويI المجسم ان: الحل

xyر- المنطقة هو} x,y) :0٤x٤1 ,0<y٤1{)=الشكل تأخذ التي٨ 

 إبلي.إجداء بعد.رو.إ" بر ا«ما

a لا =axf[{{ya رa ج ] أ
00 0٤
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1
24

1 1-٠٤
dxf yay(٧-x- أ(1

0 0
x-111 ر  إ ؤ-شرمة(wy /درإ- عمه

60
 إخ٢-٣١٩ ةx-=٦(1«-١/ م11

b0

 بين يقع الذيT المجسم حجم احسب}1614 مثل)
 ب

.2z=1-4ر -y٠ z=x٩ +y ٩ السطحر,.  ين

 هوC منحني في السطحان ينقاطع: الحل

: ان أي

2x٩ +2y y٩- ف=1 قر-
1aد =X +y 3

(2,y,z) T النقاط يحوي  فالمجسم ذلك وعلى

 ر

 ومسقطه

: تحقق التي

(1 (y-٦٩-x'+y <z<(14٠14 الشكل)

: ان اى• ل تطره ونمف اومد نتفة مركر، اعري د مرس لا مسوى في

٨(}-٤,e) :0sr<3ل٠٥٤ e٤2r}
 ما

٦٢
٦2

 م: لنجدT المجسم حجم الآن
(y-1 ر-٩)٧-2١٢٥٠ - [f ٨. ه٢a ءه x+y7T

 ا]لي١1-3٣-3 در١ هه
n م

٢ ،1
aز -،( د٤ د١٤ عه "Fي 

0 0
12r
، r/إ١ ;-ء{٤{ 

o،O
2rم s«وة 

 السطوح وتحده الأول المن فيT المجسم حجم احسب(14٠17 مثل)
 د

٠y=0٠y=2

z، 3٠ ر 2

x0ة متوى في ومسقطه <y<٦4 T تحقق (x,y,z) المجم في  النقاط ان: الحل

 ان: ونجد اسم« حم نسب·0 ا-٣°/٤٤٦sx٤٥٤٣٤١٠ .{ف السفة هو

٧=ff٢٥٧-٤ Ff aر z x ه
0 T ر03
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1  ا96 ر4

4 2 ا dzdx = f و (x -x )dx
0 ر3

7 10X x1 دة د 1
10٦3 م 70 د

، 2=±1٠y=±1 ،٧=+1 T المستويات تحده الذي  المجسم كتلة احسب(14.18) مثل

P(x, (z, لا =٦+y٩+z1  هي وكشافه

: هيT المجسم كنلة ان: الحل

(٦٩ +y +z3)dzdy dz
1 ٦

٢٢-1 -1

11
ax(3y ، y ءدر  ا

-1

16
3

٩
yaxة /

-1
1

dy ax=2 f+ا 
-1

1
X،4]  د,

 ا-«٢٧ ه«.لا, ي-
-1٢

١-1

1 م
[ (x٩2+y ٦ خ+ a'

-1
1

26 ٢٢١٧
-1 -1

11 ر٩
4 {(x3+)dx =4(5
1

(14.4 تمارين)

 التتابعي الكامل عليه بجري الذيT المجسم ارسم(6-)(1 التمارين) في

 ؟- التكامل احسب ثم

(1)x dy dz d
1 2x x+2

٢١  ة ءء}
3 3y yz
{ f ٢ (2x+y+z)axaz dy()

2 0 1
1 ٤ Y+٥

١)xaz3٧٦ ةayإ(إ ر 
-1 0

(2)

(4)

(6)
1n y
f ax لا"ج ay dz
0

x+y2 ر
2xyazaydxي}٢ 

-11 0
1 1 y

xy2azaydxك}٢ 
0 x x
2 1nz

٢١1 0

 لكنب مختلقة طرق ست استخدم ثم1 المجسم ارسم(9-)(7 التمارين) في

: ]أ}عندما(£x,y,=)dv الحلاني الكامل يمثل تتابعا تتكاملا
٢'

z=0٠y=0( المجسم}7 ٠x=٠٥x+2y32=6 T' السطوح تحده

0٠=2( المجسم(8 2=9-4x?-y T السطحان يحده

z =2٠z=0 ،٧4+y4=9 T السطوح نحده ( المجسم(9

: هوT المجسم حجم أن افرض}10)
x-23-92 ر

٢{ { a٦5yax
٥ 0 0

{٥٠١٢
T
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-: رم حالة كل في لتحمل يلي ما في المطلوبة التكامل حدود ضع ثم٤ المجم م,

 الحجم يحسب الذي التابعي التكامل على

 الحلاي الكامل احسب(17)(-٠٦1 التمارين) في

،y=3٠y=0x=2 ،x= 11١)z5)a٧+y٩+٩)fالسطوح تحده2 [(والمجسم 
T

٠5=1 =-٤٠ ٠1

(12)aالسطوح تحده المجسم و{}] بر ج٧ x=0.2٠1٠ =لاy=3 ،y=-1،ة= 
T

• =5

(13)aالمجسم ير{[(٧, Tوالمستويات اخية الاحد المستويات وتحده الأول الحمن في بقع 
T

·y٤5 ،X+٥=2

٩+y4+٩ =جz , x+y٩ +z =4 T الكرتين مبين يقع

٠ ة ج'جY السطوح وتحده الأول الحمن في يقعT د ،٠4+ ة1 ه1

 والسم ك/ا ء به

 لبم ألا#٠
z=1 ٠y=00٠ =لا

(14)

(15)

y T السطوح وتحده الأول الحمن في( ه٧(16 f٠x١y=T}) والمجسم xy=٠٥ د٠20
T T بد-٠ إلإإ" بي·٠

: "T  المحسم حجم احسب}25)-(18 التمارين) في
2X  ج٦ ا= والمستوى اخية الاحد المستويات وتحده الأول الثمن في(18) ل-٠:

٠ =ة٠٧٠y٦00+٦=٠٥4+x=4 السطوح تحده(19)

٠y٩+z° =4 x3+z2 = 4 {20) ببجدة السطحان

·X=0 ، X+4ج= • y=22 ،y=2-z٩ (21) تحل& السطوح

·y=2 ، y=٠-1 ، z =0  تتحده(22) ،2=9 ر-٩ السطوح
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·y=1 2=y٠٦=0٠٤٣0٠z=10- 2x-5y23)المستويات تحده )

2z=x?١y ،3=°٤٠+٧٩+٦( السطحان بحده(24

٠y=1 ٠x=3y٠٦=٧٠٤=2٧٦١y٠٦=x٩+y'25)السطوح تحده )

،a= 3x3 +y ،2=4-x٩ -y T السطحان بحده الدي  المجسم كتلة جد

· السغلي السطح عن(x ,لا,z) النقطة بعد مع (@تتناسبX,y,z) كشافته الذي

T 0=2( المجسم كتلة جد(27 ٠y=٥٠x=0٠٦+٧+٦= 1  المستويات تحده الذي

.9(x,y,2)=5(x +y+  وكشافه)ة

T 0=y=1٠٧,0( المجسم كتلة جد(28 ٠x=1٠٧=0 z، المستويات تحده الذي

· سطوحه احد عن(y,2,2) النقطة بعد مع تناسبP(X,yz) وكشافه2 د1

 وكشاقتهx=4-٠Y٦٥٦°+2y السطحان? بحده الذيT المجسم كننلة جد(29)

(x,y,z)9النقطة بعد، مع تتناسب }x,y,2)محورة عن ·

 افرض•.y أ]=٠y=4-z٩ السطحين ببن يقع الذيT المجسم حجمV أن افرض(30)

x ، ة مستو y ٦ مستو ، »y T مسنو في ' مساقط4 'وير 'وي2 مرير ا
 المعادلات على لنتحصل المطلوبة المعلوسات اكننب ببلي فيما ، التوالي على

 الصحية

(26)

 د
dx ي aء١ a.)إ 

 و%}
22

٧=f}م" axdyd2
22

dxdy22رب(٧ إ٤ 
٨ ر,

ayaz2ج -f)د(٧( 
n2 y2

(١١

 )ج(

 اشات بالاحد الثلاثية التكاملات(14.5)

 المجسم على متصلf(r,8,z) الاقتران أن افرض

٠٠٠٠٠٠٠٠٢21١- {(r,e, ( ة :a٤±٤b {a>a<6,c٤ ه٤,
P -{60,6,٠...,e } a) والتجربة ,b1 ,P لغرة ={r ٥٠٤ م0٠٠٠٠٦{, التجزئة نغر

i

 تجزئة على نحمل٠]c,d لغترة[P}=,0٠0٠,٩٥% {,ة, [م,به]والتجركة للفترة

k»و P=P, XPللمجسم gعددها إبب} مجسما" الى lxmx n.المجسم حجم ان 

11i ذk حيث٥٧=٨rF هe.4z,((:٦4٠16 الشكل) )انظر هو\;@٦ -k ز

 ءة. اشل,اخذ٠٨٦ إ٦٩٤-٦١-4٥,٦٥-,٥ ر٠٨'٥٤١-٤١'-٠

7(5-



 م-ه

 المجسم في(u,,v,,W )ي نقطة نختار
11

Qللاقتران العلائي التكامل ونعرف 
i k ز

(f(r,e,zمجموع كنهاية المجسم على 

: التالي النحو على ريمان

({{ ٢(r,e,2١av =[ff ٤(r,e,٦١٤ ar ae az
6

]mnلا 

١»a«..٣٠"0٤44""0,0 ر٠«"، 
 قطر اكبر طول هو إلاP٧ التجزئة مقياس حيث

(14٠16 الشكل)
i تمكننا ، السابق في وكما• للمجسمات -k ز
 الثلاثي التكامل حساب من التالية النتيجة

 متابعي بتكامل
dط ور 

ae aaع a٦١٤,e,٤)fأ=("٤ e,2١r ar aeaz,آا]٤(٤ 
cAg ة

 يعطينا منها واحد كل تتابعية تكاملات ست أحد هو}23) في التابعي والتكامل

(23)

•0 المجسم علىf(r,6,z) للاقتران الثلاثي التكامل قيمة

 احاطته يمكنT محدود مجسم على متصلf(r,6,z) الاقتران أن الآن افرض

g F(r,e,=) على gf اقترانا نعرف٠(19) في كمب (r,6,)  للاقتران كامتداد
٣ بمسم

 كان واذا• السابقة المشابهة الحالات في استخدمناه الي نفسه الاسلوب

F(e,e,2)avنعرف }{]موجودا :
0

·٠٠٠٠٠٠٠ (24}

h(r,e) السطحين) بين يقعT المجسم واذا ،z=h,( ,  فان2=6
h2(r,e)

ar...٠٠.٠(25 ر a٥٦١٠a٤١,e,٤٢٤٤٠٥,2a=(f)أً(٤ n h,(r,6)

Xy المنطقة وهنا I' المستوى في  المجسم مسقط هي

(k للاقتران التلاشي التكامل احسب(1914) مثل f(r,8,z)=k r  على شابت( عد2:

.r=0 ٠٢٩+٦°=4٠r=1 T السطو تحده الذي  المجسم

(((٤)٤,e,٦١av f}) ء ٤(٤.e,2١a٧
T ث

T= {(r,6,z) :0٤r٤1 ,٥<e<2m
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[ff ٤(٤,e,2١dv
3

 لنجد الثلاثي التكامل نحسب أن الآن نستطيع

2a 1 ٧و-٤٦
( [ ٢٤٦٢a٦aras

0 0
2r ٩

٤٩١arde-4)ل]]٤ 
o2 6

2٣ 4٢ هه
0

7٦٦
8

 ان الاقنر أن افرض• الكروية احيات بالاحد ثلاثي تكامل قاعدة الي الآن ننتقل

: المجسم على متملf ,@,م(6)

(26١٤6٤a,٩٤6<٨{٠٠٠٠٠٠٠٠o={(6م, ,a) :a٤g٤b ,

 حلاني ريمان مجموع نهاية أنه {أأملى٤ ,م(e)dv,6 اللائي الكامل تعرف
0

• وها ، السابقة الحالات من القناه الذي نفسه بالاسلوب مكتبه

dv= sin م 6ae d6 de

 !بر١
 "»»,ه ل&ذ إ,م»٠,٥0

7

(14٠17 الشكل)

{/f ٤a٧ م»٠8٠٥١
o

 الشكل الى ارجع ، ذلك نرى لكي

 التي9, الأجرا" احد بظهر حيث(14٠17)

9, نعامل• للمجسمP تجزئة عن تنتح

 رؤوسه واحد قاشم سطوح متوازي انه على

٠8), النقطة ،8,٠A46هي,@9 ابعاد 

،$,٥9 ،4$.2, sin 6, A6
111

 قان لذلك

٥V a7م sin i1 ذ٥ م٥ ه6,6

 التالية القاعدة الى نمل ، السابغة الحالات في كما

8a b
٠٠٠٠٠٠٠٢27١.a6 deم sin @  كf}٤ ,م(e,6) م4

٥ C a

 منها أيها نستعمل أن بمكننا تتابعية تكاملات ست احد هو(2T) في التابعي والكامل

 {]ا.٤(a٧e١,٢٠٥ الحلا لتكامل لمساب

(r,6,6 العلائي التكامل نعرف ، اخيرا dv)نجعل بان ؟ محدود مجسم ]أأعلى٤ 
T

Tمجسم اخل د Qم(9,8) اقتراا وناخذ(23) النوع من, Fللاقترار كامتداد 
 ل

,@,(r)السابقة المشابهة الحالات في اشبعناه الذي نغسه بالاسلوب الى٤ 
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: نعرف فاننا {أ]موجود(± ,@,م6)١av اد
0

2٠٠٠٠٠٠٠٠٩٠(٥١6,e٣٢(١٥٠6=)e١٩٧,٢٠8)الإل٤ 
0

T ونحسب dv{ المجسم لشكل تبعا مناسب تتابعي أ[]بتكامل٤ ,@,م(6
T

z٤1+T={(x,y,z) المجم{ كعلة احسب(14.20 مثل) :0<x3+yوكشافه٩ 

f(6م,@, ) = 1 م+٩
: ه الكروي المجسم هذا كتلة ان: الحل

M 6 ٤(٢,6,٥١a» - f] ا a٢ شبر مذه و aa ae
+٢IT

(e م2r٥٤6٤,٠0٤٩٤m31{ وها  على نحمل لذلك.T ,م(]=6,0٤:
a٦ 2٣1 s1n 6ae a6 =w ه  ي٢١ مئ,

000
٦٦٢1

n 8a6 dد٢ s,٢2٦6 وم-
00

1
1٢'1

١ =٢+٢+4d1} {ب-{ 1ح 4m٢
1٥0 "م+

٦١'-1
4٦(1-)4m (٢-tan  م

0
4٦ ج-٩

 أحييانا لنا أيسر بكون٠T المجسم عاى متصلf(x,y,z{ الاقتران أن افرض

(y,z الحالاي التكامل نحسب أن dx dy dz)انية الاسطو اشات الاحد أ]{باستخدام٤ ,لا 
T

 هذا باجرا" لنسا تسمحان اللتين القاعدتين برهان بدون نضع يلي فيما. الكروية أو

: التحويل

eose, ٤sin6, z١ r ar ae az ....٠٠٠٠(29){ffF(w,,a)av =  أ٤(٤]]
T,7

'T rez المجسم الى ينتقل الذي ,T فضاء في المجسم Xy هنا  ة فضا' في

·٦=rCos 6 y =rsin6٠2=2 :  التحويل بوساطة

: الثاني القانون أما

@(.a9 ae51n 6aم٢ »(cos6,م٢ si٢5 فin,s eه e6مد s)ا[=٤ م) y,»)a)»,٠٠ ا/ا٤T٤
 بوساطةy2 ففاء في ؟ المجسم الى ينتقل29e فضاء في مجسم و" هنا

• x= sin6 ي cos6 ، y=٤sin@ sin6٠z=4cos@ :  التحول
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T y3)dv+ المجسم١ {ن ر(إ]]٩  لتحسب اسطوانية احيات الاحد استخدم(14.21 مشل)
 ه

T
٠2=2 ٠٥-0 ،x3١y2 =2x  السطوح تحده

• انية الاسطو اثبات بالاحد تصح عر3+٢?=2y٤ المعادلة ان: الحل r=2cos8

=T{ أن نجد هنا من {(r,8,) : -%.e<%,0٤r٤2cos9, 0 < 2<  .والآن2

: لتجد(29{ مستخدم

dzdr deدع 

ae a2ع aأ}(د٤ د 
 ,ء
٢ 2cos6 2

 إى-٢
2 س00

(ff ١av°y ق٠»)
T

dr deقر 
2 cos e

٢0
 م ة-٩٢3

 عع2
-٥٢°-2

 غى
2 (1± cos aeeose ر26٦ ae =8 ('

2_ ٣٣
2m

2=2m+ 2 cos أ 26ae = 3٦
- m

 مو ٣" ا5 (/ا ر+ ه+ فى لحصب الكرمة انات الاحد استدم(14.22 مت
،

٠03x4+y4 + z<4  الكروي المجسم

: هو'T الكروي المجسم ان: الحل

T={(٢,٩,٥)٠0٤٢<2 ٠0٤9٤٠٠0٤e٤2m}
: على نحمل(30) نستخدم وعندما

av ={{6٢sin 9 aga6 ae
٤2
2m m-2
٢ f a6 مd مذs6'٤ م ae

0 0 0
2 ٣

sin 6 a@ ae[4 ي=
0 0
2٦

= 8 [ ae = 16T
0

١٢ إ٨٦/٠٥

(14.5) تهارين
،

: لتحسب الاسطوانية اثيات الاحد استخدم(12-)(1 التمارين) في

z تحده الذيT المجسم حجم(1) =0٠ x4 +y4=4٠z =x4 +  ر2 السطوح

٠٦2 يحده الذيT المجسم حجم(2) +y4 =4٠٧3 +y4-22 =0  السطحان

3(x,y,a) z=4 وكثافته ٠z=3)لإلإبول السطحان يحده الذي المجسم كتلة, )
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•2 محور عن(X,y2{ النقطة بعد مع طرديا تتناسب

(x-y>x,y,z-5 ق لا,y+3 >د1{ المجسم كتلة(4)  عندما(}=1٤٦:

• كشافته y (x,y,z) مستوى عن P(x,y,%) التقطة بعد مع طرديا تتناسب

(5)،2=x2+y < السطوح ولحده الأول الشمن في يقع2 المجسم اذا لا]]} a٧
T

• 2=4 ، y=٠٥x=0

T ? المجسم ((}اذا ي( +y" +z5) d٧ (6)٠٦=1٠x+y=3  السطوح تتحده
T

2-٦

(7)aق٧ w3 yالمجسم أآ]وحدود m٦=٠22= +ر السطحان هي•
T

(8)ff y2 » aوالى ج فر= 3ر= السطح من ا«على الى غع٣ المجسم (اذا٧ 
T

٠x +y3 +z3 =4  السطح من الاسغل

y السطوح تحده الذيT المجسم حجم(9) =2ax,x? +y =a2=٥ +ر,٥.

y4+z السطح الأعلى من يحده الذيT المجسم حجم(10)  الأسفل ومن٦+'25=

٠ -ة 5ج 5,و+1 السح

 =ء.5(رب3,,, اسفل) ومنx٩+z2=1+y٩ الأعى من بحده الذي٤ المجسم حجم(11)

?٠x ر٩+y٩=1 انتبين الاسلو بين يقع الذيT المجسم حجم(1 ر +y°=4الأعلى الي 

٠٦4 +٧" +4z°=36 xy السطح واسفل  مستو من

: لتحسب الكروية اات الاحد استخدم.}24{-(13{ التمارين في

 مستويين بوساطةa قطرها لمف مصمته كرة من نقتطعه الذي'T' المجسم حجم(13)

• a  ببنهما الزاوية و للكرة قطر امداد على يلتقيان

T ٠ -=مg=22/2( المجسم حجم(14 eos @  الكرتبر ببين المشترك الجزء بكون الذي

T cos-=٠٢( المجسم حجم(15 ٧ السطح به يحيط الذي

x+٥=°4٥-3 الكرة من نقتطعه الذيT المجسم حجم(16) +yبالمخروط 

.22 =4(x٩ +y ( ق

I' ٠3(٦( المجسم حجم(17 +y" +  ?)?ج=82 السطح به يحيط الذي

(g)2 السطحين ببن يقع الذي المجسم كتلة = 100+١y٢+144٠=24 لا٩٩yر٩° 

 الامل. نقطة عن(X,y,z) النقطة بعد مع طرديا تتناسب2(x,y,z) كشافته ادا
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 تتناسب,>(}y,a) كشافنه ا2a1 قطرها كرة نصف شكل له الذيT المجسم كنلة(19)

· الكرة مركز عن(x,y,2) القطة بعد مع

 طرديا تتناسب(?x,y,2{ كشافننه اذاa قطره نصف الذيT الكروي المجسم كتلة(20)

• سطح'لا عن,(y,z) النقطة بعد مع

 كشافته اذاh وارنغاعهr قاعدته قطر نصفT قائم اعري د مخروطي مجسم كلة(21)

 ومن

T(y,z,%) النقطة بعد مع طرديا تتناسب4 (X,y,z) أس ر عن

 لجل--ء امنن7,، ده٣ البم٠f6٢»١٧٤ د٥٠١

x3 +y2 +٤°41  الأعلى

(22)

٠0 4+y +z°<1 T المصمته الكرة هو  المجسم

T'الكروية القشرة هر z° <4+13x+yتقع التي٩ 

·١ إ هج
aالمجم١ اد كأً +ر٧ 

T

• الأول الثمن في

(23)

(24)

: لتسب انية الاسطو ايات الاحد استخدم(28-)(25) التمارين في

(25)١١-٢٩٧--٧٩ 2 dz dx dy0 ا٢

(26)

0 0 2+ ٩
y2 4ر-ير عز azay 4x)6 غ ك 5لاد

(27)

٥-٨;-, ه

١1-و١٦ azdyaxد z1- ك١ إ ٥ w74;r

(28)dz dy dx
٨١-٠7 /4-x3-y 1 ق

٢١0 0٢0
: لتتحسب الكروية اشات الاحد استخدم(30)-(29) التمرينين في

x3 -y2 7ج-, -8ر٩
(29)f, (x+y4 +z3)azdy dx4٢ r -2ر-/- ة ر،

٧2-و لا4 ?بر- ةر-
(30)dzdx dyx٩+y٩+z١٢ 000
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 المضاعفة للتكاملات تطبيقات}14.6)

 فلقد ، المضاعفة للتكاملات تطيق من اكثر السابقة البنود في صادفنا

 النك هذا في نضيف• والحجوم ، والكلة م المساحات• حساب في استخدماها

• التالي بالتعريف مبدا ولكن• المضاعفة للتكاملات فيزيائية تطبيقات

}14.6) تعريف

 قان]a,b[ الغترة على متصلy=٤(x)١ اذ )ا(
b

f(x) ] الاقتران معدل إ £(x)ax= ([a,  [ط الغترة على
1

b- a
 ة

: فانA مساحتها )ل مستوية منطقة على متنصلf(x,y=2) اذا )ب(

(y المنطقة على٤(x )لا, الاقتران )معدل aA= (n)ي ]أ٤ ,لا 
n

: قانV وحجمهاR فيT منطغة على متصلw=f(x,2,٧) اذا )ج=(
1 f) الاقتران )معدل (x,y,zالمناقة على av=(T(2)أأا٤ ,لا,علا 

T

: حيثT مصمتة اسطوانة شكل على (جسم14.22) مثل

T= {(x, ( ة,و :-a٤xsa {z٤H 3د ري43٤-ري{,٥٤-5/-,

P(x,y,z) ?ير-3و( هي الجسم كشافة اذا =y2، الجسم كنافة معدل احسب 

(x,y,z الاقثرا,, معدل هو الجسم كشافة معدل: الحل =yالمنطقة على (؟٩ 

 الجسم حجم فان لذا.h وارتفاعهاa قاعدنا قطر نصف فاكمة اشرية د اسطوانة وهي

٦a2 هو٧ h-لنجد م الاقتران معدل الآن نحسب٠٧ :

£- { ٠٠٠٠٠٨
dy dxx-ةر 

1 a{(few, sv ء,لا =  ,طية أ
٣, و مدوي

٦٥-! و} د ي
(a3-٦3)٩ ax

 ح< د

a

٥-٢
2

5=ج7

32a3
45 tr

 المعزم
 كثافة وأن«y مستوي فيR مستطيلة منطقة شكل لسهاG3 معدنية مغيحة افرض

R P للمستطيل R تجزئة افرض٠ (x,y) على مل ع {x,y) وهنا ؟،  تساوي المغيحة

R, ,DA مساحة • نجعك n {n,..٠,F,:i=1} عددها  مستطيلة اجزاء عنها ينتج
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 مغيرة ر؟ ابعاد تكون مندما.n,1,٠٠٠=1 لكلB, في م(٧٠ النقطة), ونختار

 هذه اعتبرنا واذا ،F, لكلة تقريا٢(u,0٧), هA, العدد تاخذ أن فيمكننا

V,{(4ر,٧ )م A, u) العدد نعتبر أن نستطيع عندئذ  ب0٧), النقطة في تتركز الكحلة

 المجموع يكون لذلك٠(x محور حول أد«) محود حسبR, لعزم ننقر.ا

 مهابة بصورة•« محور حولG المغحة تريالعزم ب(؟"لم ، )ر ه٨,

 حبG المغبة تقرسالعزم ظu و(؟ ،٧ ام4A, المجموع يكون

 تكون ، للصغر يؤول لاPl المقياس عندما ، المجامبع هذه نهاية أن نعلم·y محور

• التالية القواعد الى بوصلنا مما ثنائيا تكاملا

Mمحور حسب yهما • y.•

« ة}}-gw )لا, هه nلا 

.X عزمها وكذلك2 محور حسبM المغببحه عزم ان

« لا](= (يx )لا,a ه.٠٠٠٠٠٠٠(31١ &x

Y
 لا

M

 )ز,ز( النقطة بأنه الصفيحة كغل مركز ونعرف ج حبيه
My
MX د ٠٠٠٠٠٠٠٠ (32)

x وها ,y)aA=[{م) Mالمفيحة كتلة هي Gالمنطقة عكل لها الذي 
n-

AB =BC=a ABC فبه الساقيين مننساوي  ملث شكل لها معدنة (صفيحة14.23) مثثل

x) نطة أي في كشافته• قائمةABC الزاوية و ,y)أس الر عن بعدها مربع مع تتناسب 

(14٠18) الشكل

B•الصغيحة شقل مركز جد •

 نقطة متعامدا اشيا احد نظاما نستخدم لا الحل

 الشكل في كماB النقطة على تنطق فيه الاصل

٠٢(x,y) =k (x +y14٠18،) هيا الكثافة فتكون )

 بالقطين بمر الذي المستقيم معالة أن كما

C, Aهي a-xالكلة نحسب بأن تبد}٠ =لا 

Mلتحد 

a a-X
M=ا٩[ txya٨ =kF F (w+y21ax ay

 ه00
a k- م xa-x)+(a-x١31ax اإ

a1411 ي=kا ax'-ز٦ز»- (a-») [
0
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•xy لنجد التوالي علىM وM بحسب ثم
-Xa

x٩) لا +y2١ay ,xMة - ]٨F-d٤ أ٧ (م٠ لا١]
0 0n

1 x لا-١١٥ د (a-x)3 +(aا% 
a

-k
0

a5141و »'-ax+ {٦ ·ج-5 (a-.5ر [
0

a a--X
k٢{ w(x +y)ay dx

0 0

1 a4[٨ ج-
5k a

15

-,« «ا] لا,ام هه
4 ي

k a
 د

15

 يكون بذلك
2a
5

2a
5

2a2a  الغطة)ج,ج}· النقل ومركر

5k a
 د15

٤ 4a
6k a5

15
4k a

6

 لا
M

X

Mx
M

(Xy فان الكشافة مجانسةG الصفيحة كاشت اذا =cم) ، C.هذا شامت 

a٨٠G ة= ك}cA( )الكلة أن بعني A المغحة مساحة P(x,y) وهنا أاء
٨

 علس نحصل عندئذ

 هff٧ هه(33).٠٠٠٠٠٠·
٨

aلا,٨ x)لا}}٢ 
٨

Mx

M, -{fwP0,3ى )لا هه ء ه6« هة.٠٠٠٠٠٠٠(٥١ 
MM- M معدل هو ة أ معني هدا• فهء لا]الم= هه--:. ادهه»إ/± ا Ah

 نلاحظ). المنطقة علىy اي الاحد معدا هوy آن كما ،n المنطقة على ر اشي الاحد

 فان ولذلك {، للمنطقة الهندسي الشل على يعتمد الحقل مركز أن الحالة هذه في

 أنه كما• وجوده حال في5 للمنطقة الهندسي المركز على عندئذ ينطق الشغل مركز

.٨ للمنطقة تماثل مستقيم أي على يقع الثقل مركز أن اضح الو من

٠X+y=3  المنحنيات تحدها التي ى المنطقة شكل على معدنية (مغيحة14.24{ مثل

٠x=0y=0شابة وكشافتها x,y)=c.الصفيحة شقل مركز جد (؟ •

 المستقيم حول متماثلة ،(14٠19) الشكل في تظهر كما ،٥2 المنطقة ان: الحل
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 ا هذ على يقع الصفيدة شقل مركز أن بماy٠ ر=

 أحدهما نحسب أن ويكفي =رy لذا ، المستقيم

: لذلكc شابت الكشافة أن كما

x dy dx
x-331 ح  »]لإ=#an ]ج=]

 تى00
2 3

x(3-x)dx{=تج 
0

2 3 1  د فر-?ر(]1
9 2 3 'b(14.19 الشكل)

(.1,1 النقطة) هو الثقل ومركز

 نغسه الشكل له جسما اأن افرض ، ابعاد ثلاة في الوضع الى القواعد هذه نعمم

 على متصل اقتران حيث4,>(y,2) تساوي كشافه وأنR3 الغضا' فيT للمنطقة كما

: الجسم عزم فانT٠ المنطقة

« ا-6٢٥·٠٠٠٠}.35) هوy مستر حسب ٩ (x,y,2)dvxy mT

 يهلا ك؟g٧(٠٧,2١av·٠٠٠٠٠(36{ هوX2 مسننو حسب

M «}ا} (مx ة,لا,٠٠٠٠٠av(.37[ هوy2 مسستوى حسب
Ty2

,y) النقطة بانه الجسم شقل مركز نعرف كذلك Zحيث):, :

·٠٠٠٠٠٠٠(38)
M
£

M
=

M
X6
M

y =
M
$y

M
٦ =

• الجسم كتلةM و

 يf٢ ا٥هه
T

2

٠ ولنقل ، شابة الجسم كشافة كانت اذا اما M= c c=(x,y,z)٧ فان ؟،

• أن عندئذ ·نجد الجسم حجم7ت وهنا

٠0٥١....av+٥ ، لم=: اvتو ااد لا 
TT

 على التوالي( )على ة ،x٠y اشيات الاحد معدلات هي ؟ ،y ر، أن بعني هذا

 حال فيT للمنطقة الهندسي المركز على الجسم عقل مركز بنطق أيضا هنا٠T المنطقة

 مستقيم كل في وكذلكT للمنطقة تماثل مستوى أي في يقع الحقل مركز أن كما• وجوده

• لها نماثل

 اخية الاحد المستويات وتحدها الأول الثمن فيT المنطقة شكل على جسم(14,25 مثل)
 د

-715-



(x,y,z هي الجسم كثافة اذا٠٦+y+٦=٦ المستو و الثلاث =yz،مركز جد (؟ 

 الجسم ثقل

٠T={(x,y,z):0<x٤1,0٤y٤ 1-x,0٤٦٤1-x- ٧ نكتب: بان ندا: الحل
: لجدM الكتلة نحسب ثم

y2 dzdy dx
y--1-1 ر

٢٢ 00
 ؟6 ا ء,لا,لا»م١av {ء

0T
11 لا- م

ay ax٧١٩-Y(1-x-ك}٩ 
0 0

1 م4 .و1
،  إ1)5٢-٠&x=٦ذ5

0

M

، مما تم M ٠Mx2 y2

Xy zdz dy dx

y zdzdy dx

y z azdy dx

1
720

1-x-y

 ا

Myz

M
X2

1-x-y
٢
0

1
360

11 ر-

٢٢0 0

1،
360

Mلنجد بالتتابع : xy•
x-y-1-11 ر

)٢٢ غ wP(x,y, av=[f( ة
00 ٥T

1-x ,1
yax٧١ ة-xy(1-x-ا ا٦ 

00
41٦

x(1-x) dx57 أ
0

1 1-x-}avء,لا,دايلا )//
0 o٤

1 -إx م
xة ay٧١٩-1-x)٤yا٩) 

0 0
5,1

axxك فج-(١ 
0

2١av,ا١(4٤(٩ ,ر 
T
1 1-x  م

y(1-x- ( ر dyaxf  أ
0 0

1 م5 :x) a-1إ- (فج 
0

My

111

 فان لذلك
72013601360 م

 د د ، مX د

61
, Yصد -

3131
،120120120

( 1 1 6'3'3 مى النقطة الثقل كز و ر ي٦

 الداتي التمور عزم
 اي الد الصرر عزم فان1 مستقيم عن= مسافة تبعدP نقطة فيm كتلة نع عندما

 و·=am هر1 المحور حسب لها
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'm, ، كتلا افرض P,(x,,Yم المستوى نقاط في موضوعة٨ إ•٩٠٠٠٠( mو 

I( ر P الآP(»0٠٠٠٠٠٠ اتي الذ القصور عزم نعرف• التوالي على  ،ص و«(0 لا
 يتكون الذي ، النظام لهذاy محور حسب ب± الذاتي القصور عزم وكذلكx محور حسب

1
Y

k

٤i=1
m. x3

1 1
Ix

: التالي التحى
k

 تم-١31
 على ،k عددها كثل من

٠٠٠٠٠٠٠ (40)

 مستو في2 المنطقة شكل علىG معدية صفيحة افرض ، التعريف هذا نعمم حى

xyهي المضحة وكثافة (x,y؟حيث) نأخذ-«. المنطقة على متمك ؟ الاقتران 

 هيF, مساحة افرض

 التجزئة مقياس كان اذا

P .R٠٠٠٠٠٠R تجزئة 4 n م اجزا على لنحصل2 للمنطقة

R, ,u} في ,v,) ,1=i,٠٠٠,n. نقطة نختار ٥A,
1111

PI[الجز" كتلة نقرب أن فيمكننا مغبرا ,Rبالعدد ,A,(٧,,u؟) ا .واذ 

,u), النقطة في تركز الكلة هذه اعتبرنا V)العدد نأخذ أن قنسنطيع 

Nه ,(٧,,u;؟) vللجز, الذاتي القصور لعزم كتقريب Rعندما• محور: حسب 
n

(٠v, مجموع النامة ناخذ 4A)9٧ المقياس عندما ز {لاPIالى مذهب 

 حسبG للصفيحة الذاتي القصور عزم لنا بحسب منافي تكامل على محصل فاننا الصغر

 التالية القواعد على نحصل هننا من ،2 محور

• G  للصفيحة الذاتتي القصور عزم ان

Pt,yaNI كf٧(41)٠٠٠٠٠ هوX محور حسه
0-X

f}(42)٠٠٠٠· هوy محور حسب w3 ,x) م 1 هa( لا
 لا2

(٠٠٠٠.٠y(43١ هر الخطب( )أو الأصل بقطة حسب dA1, أ[ء )ر+فلا( (م
٨

(14٠20) الشكل

 المنطقة شكل على معدنية مقيحة(14.26) مثل
،

 وكثافتها(14,20) شكل في رسمناها التى

(Px,y هي -ky.±للصفيحة احسب 

: أن :نلاحظ الحل

}r,6) :0٤6٤m٠9٤r٤2={)4.لذلك 
1 -ff٧+ G,»a٨ {f ٤ ر a٨

 Aم
٨ 2m٢[٨٢ Kr s1ne ara

0 0
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32٦ T eد nذ s=مهم] 
0

128 k
15

do
٦32k

cose) sin e ae-1=ته() 
0

H  جسما افرض• أبعاد ثلاثة في اتي الذ، القصور عزم لتعريف تعميما الآن نضع

 حيث (؟،x,y,2) اهي الجسم كشافة٠R الفضاء فيT للمنطقة كما نغسه الشكل له

 المحاور حسب .لا',± بر± الذاتي القصور عزوم ان٢٠ المنطقة على متصل م الاقنران

y اثية الاحد ,xللجسم التوالي على ,لا Hهي 

I ا}f من( ة+٢2١(x ,لا,٦١av ي٠«٥٥ ي(44)
T2

 و٠٥ ي٠٠(45)
{ff (w +٦3١g(,y,%1avr
٢

« ي٥٠٥ ي(46)
٢ -(ff ( $ من رخو+ (x,y,2)dv

2 T

R مجاث (جسم2714 مكل) ٠ بي، ءء ن قطرها نمب مصمته قائمة داعرة اسطواة شكل على

 الاسطوانة محور حول الجسم لهذا الذاتي القصور عزم جد.h وارتفاعها

 الاسطوائة محور على فيه٤ محور ينطبق بحيث متعامدا احيا احد نظاما ;نستخدم الحل

 للجسم يكون عدكذ ، الدائرية الجسم قاعدة مركز على فيه الاصل نقطة وتطق

 حيث ،T للمتطقة كما نغسه الشكل

r ={(٥٤٥٤:٤,٥,١2٦٠ 0٥٤r٤٨ , 0<z٤٨}
: لنجد1 ر وتحسب ، شابتk،4(x,yz)=k نضع

I
2 {(6 ٤ (w> a٧ دلا١+

T

2R R h
k{/٤٢azarae

0 0 0
2٦ R

hk ٢ ٢ r° dr de
0 0

hk R 2r
1 4

4 ٢ de = ٦hk R
0

 له الذاتي القمرر عزم وانM تساوي معدنية( صفيحة )أو جسم كنلة آن افرض

k, المعالة يحقق الذيk. العدد نسميI٠. يساوي1 مستقيم حول = Mlنصف 
 ب-[+-[٦

 فيهب وضعنا نقطة بعد بانه نفسرهk, .والعدد1 محور حسب للجسم ألتوم قل

k, ، l ي نكتب ، للجسم الذي نغسه اي اذ القصور عزم على لنحل M محور عن  كتلة

kاشية الاحد المحاور حسب التدويم قطر نصف على لتدل y ,xالتوالي على ,ة 
2

 التالية المبرهنة توفره كما الغل لمركز نطيق البد هذا نختم
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 ان( الدور مجسم حجم لحساب يايس ()مبرهنة14٠7) مبرهنة
،٥،

 المطقة يقطع ولا المستوى هذا في بقع1 ومستقيم لاy مسر في لد مطقة افرض

n2.أن افرض T1 محور حول )ى المنطقة تدور عتدما بنج الذي ان الدور مجسم·

 التي الدائرة محط في {ى المنطقة مساحة ضرب حامل يساويI ان الدور مجسم حجم ان

: أن أي.4 حقل مركر برسمها

(T ( الدوران مجسم )حجم..٠..(47

٠(14٠21١ الشكل انظر

(4 شقل مركز قطعها الني ر)المسافة(2 )مساحة

 ان الدور مجسم حجم احسب(14.28) مثل

> محور حول تدور عندما ينتج الذي

 المنحيين ببين نقع الي )ى المنطقة

. x=y ٠ y=x٦

 يايس مبرهنة تستخدم الحل
»

 القطة اذا• ان الدور مجسم حجم لنحسب

(x,y)فان٨2 المنطقة شقل مركز 

 ر( )محور ان الدور محور عن بعدها

(14.21 الشكل): نحسب بأن نبدأy٠ يساوي

[ ayax
x1

1

3

0
٨ -/fى= ه٨ 

٢ د-،(a١ م
0

 على لنحصلy محسب والآن

1 ٧1  «ا} هه إإد- لاay عه
0 x3

١ax - %ho"لج ي -د(٣ 
0

 لا

 هو ان الدور لمجسمV الحجم فان لذلك

V =( ( الثقل مركز يرسمها التي الدائرة محيط لا)«( المنطقة مساحة

- ١2m ١%٥١ -ا ي
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414.6)نيرامت

٦ ر المذكورة المنطقة شقل مركز جد(7-)(1,), للتمام

·y2ت= x-3 ،y=4ر-ر٩ المندنببن كيين المنطخة(٦ )

• 2y=x ،y (٩ المنحنيين ين٥{ المنطقة(x2= د

·yx-x٩٠y2 =2x ( المنحتين بين٥ المنطقة(3

• +y?=0٠+1=0 ( المنحنيين {كين المنطقة(4

·2=-2٠y=2٠y=1٠x=2٠x=1 'T المستويات بين تقع التي ( المتطغة(5

٤٠=1+٦+y

(b,0)٠(0,0,0) ورؤوسها السطوح رباعية٤ المنطقة(6) ، (a,0,0,0,0,0 (،)ت)٠

 المستوى الأسفل ومنx+z=4 السطح الاعلى من يحدها التيT المنطقة(7)

• y=3 ، y=0  المستويان الجوانب ومن2+3=2

•• ر في الشكل ولها متجانسه الجسم( )او الصفيحة أن افرض(13(-)8),, النتما, ه

: من كلا احسب٠(T )أو(2 للمنطقة كما نغسه

• العزوم {ب( الحقل مركز )ج:( (I)الكلة •

• x=y ،y=x8)٦ المنحن بن قع٨{ المنطقة)

·Y=1-x° ( المنحني و اشببن الاحد المحورين بين تقع 2د المنطقة(9

 وي. =بم+1 الناقم القطع وتحت محور: اعلى التي ى المنطقة(1٥ ر

·(x-1)٦+y٩-1٠ x'+y٩ ( الدائرتين بين التي2 المنطقة(411=
، .2% 1 x·( والمنحني الموجبين اشيين الاحد المحورين بين {ى المنطقة(1 +y

• x+ y1 ( الوندني و اشيبن الاحد المحورين بين4 المنطقة(13

 كشاقتها معدنية لصفيحه الشغل ومركر الكلة جد}18)-(14 التمارين) في

(P(x ,y4 المنطقة شكل وملى•

(4 ٨ ر -{w٦,$)}٧٤1>0٠1٤٧٤1-لا,لا٠( ,y١=x
(P(x,y)=x+y ٠(2,1)٠(0,0) رؤوسه الذي الملك اخل د4غ والمنطقة ،15)

 داسم٧ لي-٠ سعا. بهاء سه ادما رب ب٨ ولستة أو(؟. و«ء اء»

(17)x+y٠9ق=1 الدائرة وتحت2 محور اعلى42 والمنطقة (x,y)=x

(18)=yy=9-x (x,y) محور اعلى) والمنطقة ،x٩ المنحني وتحت
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 كما نغسه الشكل وله(x,y)%, تساوي الجم (كثافة22)-(19 للتمارين)

 احسب ، المذكورةT للمنطقة

: الحقل مركز)=( • العزوم )ب} • الكتلة )أ(

=yz (19)، (0,0,0) T رؤوسها السطوح رباعية ,Y,) والمنطقة ،9 ،( ة (a,0,0)

٠(0,0,c) ، (0,b,0)

(P(,y,z)=k3,>,2  ومنY=2 المستو الاعلى من يحدهاT والمنطقة ،20)

:y • مسوى الاسغل y=1 ٠y=0٠٧=1 ٠ =ر0 المستويات الجوانب ومن

(21)=1+y٠٧y=3٠y=0 T السطوح تحدها ٠(x,y,z) والمنطقة ،٢ z=2-x

•2=4 ر-٩

(y,z}=yz y±0=٠x=0٦ المستويات ببين قعT والمنطقة ،(٧,22) ،xء 

٧٠z=0٠y=2-4ج= •

،Y=0 ( المستقيمات بين تقع التي2 المستطيلة المنطقة شكل على معدنية صفيحة(23

.y2+٦=٥٠x=y=2٠y الكشافة٢ اذ٠ I, ٠I.  لاx3•x=(x,y,z) احسب ،٩
 مستقيم حول تي الذ قصوره عزم احسب هa ضلعه طول متجانس مصمت معدني مكعب(24{

٠ أضلاعه بأحد يمر

4x3 القائمة اكرية الد الاسطوانة شكل على جسم(25) +y°=a3٠04٦٤hوكشافته 

٢(x,٧,٦)=1+z  تساوي

• ة محرر حول،

y=٦١( المنحنيين بين تقع التي ى المنطقة شكل على متجانسه معدنة صفحة(26

y= • ر I ،I  احسب
 لا

 حول(2,2)٠(1,3)٠(1,1 رؤوسا) التي٨2 المحة المنطقة تدوير تم(27)

• الناتج الدوران مجسم حجم احسب•X محور

 مجسم حجم احسب ،y>= المستقيم حول دارت(27{ تتمرين في 2ى المنطقة اذا(28)

• الناتج ان الدور

 محرر حولy=xy=8-x٦٠ المنحيين بين تقع الني لا المنطخة تدوير تم(29)

٠yالناتج ان الدور مجسم حجم احسب •
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