
 عشر الرابع الباب
Hyperbolie Functions  الزائدية الدوال

:- .-عام١-١٤
e- منحنيى من كلا (،١-١٤ شكل) يوضح , eآخرين منحنيين إلى بالإضافة 

A وهما ,Bبالشكل .

 عمو!
 م. يا
 ه إ

: ١

(١-١٤ ر شكل
:- المنحنيات هذه على يلى ما ويلاحظ

 مجموع نصف يعادل« المنحنى على نقطة لأى( )الصادى الرأسى الإحداثى(١)

e ,e-  منحنى على الأولى للنقطة المناظرتين للنقطتين الصادى الإحداثى

 نصف يعادلP0 الصادى إحدائيها ،A المنحنى علىP النقطة فمثلا

MO,1O  من كل مجموع

-: A  المنحنى على نقطة لأى فإنه وعليه
e +٥-٣

 م٧ ا
2

 بين الفرق نصف يعادل ،B المنحنى على نقطة لأى )الرأسى( الصادى الإحداثى(2)

e' ,e-  الآخرين المنحنيين من لكل الصادى الإحداثى

٤٣٧



g = -] ±م M]
2

-: B  المنحنى على نقطة لأى
e ٥-+

.، y =
2

١ كالتال:- ومعادلتهما+ فى دالتان يمثلان المنحنيين فإن وعليه

y=-(e-e-),y=- (e"+e-)
22

y=sin خواص تماثل الدالتين هاتين خواص أن وجد وقد x , y= cos xويطلق 

Hyperbolic cosine ، الزائدى التمام بجيب y=(٥" + e-) -.2 الدالة على

Hyperbolic sine -y=±(e الزائدى بالجيب -) -.2-٠- الدالة على يطلق بينما

sinh r , cosh x  إلى اختصرت وقد

(HyP .cos ,Hyp .sin ) h" الزائد إلى الرمز بأخر "  إضافة وتعنى

.• cosh r=- (e+e-)
2

-١., sinh x =-(e"-e-)
2

:- إلى نصل ومنها
cosh x + sinh x = e

cosh x- sinh x = - ع

:- أخرى زائدية دوال أربع وهنالك
sinh r e-٥-٥21

({(R]= د  ج د
cosh x e+1+2٥- ج

 ا2
, C0SeC] X = =sinh x e- ٥-

1 2
$@G/  ج= د

cosh x +٥-»
1 e"+٥-٨

, COT] == ع
tanhx e-٥-

٤٣٨



 منحنى عليه ويطلق كبيرة أهمية يمثل الذى ،A المنحنى يوضح -ا(١٤ الرسم) وفى

 مع بجرية معلقة مرنة منتظمة سلسلة تأخذه الذى الشكل يأخذ وهوCatenary الكتينه

. نهايتيها تثبيت

e cosh مفكوك باستخدام متسلسلة صورة فى r , sinh x  عن التعبير ويمكن

. السابق الباب فى ذكره السابق

, .e
 ?ر فم

=]+++.،
[2 b

 م٠ ع[- ++م.. د-٢ م
[ [

5 4r- ٢
.·، CoSh r=]++- +٠..

[ l4
. م فم

,$Inh r=٢++...
١3 5

:- الزائدية للدوال العلاقات بعض:-٢-١٤

 الدوال تربط التى وتلك الزائدية الدوال تربط التى العلاقات بين كبير تشابه هنالك

:- التاليين المثالين ولنعتبر المثلثية

e"-٥٥٠+٥-٥--5 ١"» "س»-+ ث]=ء /-ا'، ا'ء 22

4](!-٤ ء++2(-)٤% -ه+2=[)١
•. [cosh' ٢-sinh' r=1]
[cos r+sin' x=1] -:  الشهيرة المثلثية العلاقة تشبه وهى

٥١ 'ام»٠ )جثء:«»+ )-نم- 2 2
2e2 +2e-2٥٢2±  -ج2+

= = =C@g])  ل2
4 2

.٠ cosh' r+ sinh" x= cosh 2r

٤٣٩



-: 'cos] الشهيرة المثلثية العلاقة تشبه وهى x- sin r= cos 2x]

 السابقتين الحالتين من ويلاحظ الزائدية الدوال فى نظير لها مثلثية علاقة أى فإن وبالمثل

. الإشارات فى اختلافاً هنالك أن

sinh' r  على فقط ينطبق وهذا

Osbor's أوسبورن بقاعدة تعرف قاعدة وضعت وقد rule، يمكننا طريقها عن والتى 

 أى إشارة تغيير يتم حيث ، لها المناظرة المثلية الدوال من مباشرة زائدية دالة أى كتابة

sin اوsin[' على يحتوى المثلثية الدوال فى عنصر x sin[يلى كما -:

-: sec المثلثية الدالة x=1+ tan" x

sech' x= - ا tanh r
٨2 sinh xX sinh x

[2]]] =
cosh xX cosh x

 تصبح:-

:- لأن وذلك

: مثلثية دوال من يقابلها وما الزائدية الدوال فى العلاقات أهم يوضح جدول يلى وفيما

 المثلثية الدوال الزائدية الدوال
cosh x- sinh" x= cos ا x+ sin x=  ا
sinh 2x =2 sinh x coshx sin 2x = 2sin x cos x

cosh 2x =cosh' x + sinh" x cos 2x= cos x- sin x
sech" x= - ا tanh" x sec x= + ا tan x
cosech' x= coth4 ٤-1 cosec x= cot x+  ا
sinh (x ±y) = sinh x. cosh y sin (x ±y)= sin x .cos y ±

±cosh x .sinh y cosx Sin y

cosh (x ±y)=cosh x.coshy cos (x ±y)= cos x .cosyF
sin x. sin y

±sinh x . sinh y

(١-١٤) جدول

:- والزائدية المثلثية الدوال مجموعتى بين العلاقات بعض توجد كما

٤٤٠



1 -٠ 1 -cosh r=-(e"+e-), cos r=- (e" + e-")
2 2

.] -
sinh x =-(e"-e-),sin x

2

· 1٠٠, sinh x =- sin ix

, cosh x= cos ix

1. ٠٠=- i(ه " e-)
2

٤=٠/-T ٠ حيث
:- الزائدية الدوال تفاضل:-٣-١٤

y = sinh r

e"- e-
 ب

2

dy e+٥- CO] r=.·.د 
dr 2
d .•. (sinh r)= cosh x
dr

y = cosh x

e"+ e-
2

dy -٥-" ,
٢pT.·.دت-$] 

dr 2
d ٠.. (cosh r)= sinh xr

-: sinhx (١)
: لتكن

-: coshx (٢)

- لتكن

-: tanh x(٣)

-٠٧٠ :فريد،+ ي
tanh =و= xكالتال أو -: +1 coshx

sinh xy = tanh = ر
cosh x

٤٤١



:- القسمة قاعدة وباستخدام
dy cosh x.cosh r - sinh r . sinh x• Z=-- oءقام -

cosh x- sinh" r 1 2
}}}Gب د د @ع 

cosh4 xr cosh' xr

d..- (tanh r)= sech' x
dr

y = cosech x

, y = sech x

:- التالى إثبات يمكن فإنه وبالمثل

d cosech r coth xب- .•
dr
d - sech x tanh x•.
dr
d..--cosech' x,y= coth x
dx

. للمقارنة المشابهة المثلثية الدوال مشتقة إلى الرجوع القارى على ويجب

:- الزائدية الدوال منحنيات(:١٤)

y = sinh x, y= cosh x  منحنى يوضح الذى(١-١٤) لشكل ارجع
a2،دd (1) y=cosh x , = sinh x , = ملإ cosh x
dxdx،

d.- ،(A) x=0 المنحنى على تحول نقطة توجد ولذلك ، عندما فقط الصفر تساوى
dx

-'--: د-...٤ sinh أن وحيث x، ٠٠-٠٠• موجبة ، بينما= ، بعدها وموجبة النقطة هذه قبل سالبةdx•

 على انقلاب نقط أو أخرى تحول نقط توجد ولا صغرى نهاية النقطة فتكون

. (A)  المنحنى

.a2d.
(2) y= sinh x: cosh ء x , = مج sinh x

drd
d4 م. ء م·

cosh أى ، xفإن وبالتالى أبدا الصفر تساوى ولا موجبة دائما sinh xتتزايد dxء٠٠٠ -

. تحول نقط لها وليس دائماً
 ه2

٠'dr ء بعدها وموجبةO قبل سالبة =±وهى0 فإن:- ،r=0 عندما أنه إلا •· ٠

٤٤٢



(oنقطة= )الأصل .
r =0  عندما إنقلاب نقطة توجد فإنه ولذلك

T ٤ ء -= والزاوية للواحد مساوياO نقطة عند الميل ويكون
4

d(3) y= tanh r: ,= sech' xdr-
'sech أن وحيث rفإن موجبة دائما tanh xه+ ه بين فيما دائما تتزايد,- 

cosh من كلاً أن وحيث x , sinh xوأن كما( )متصلة دائما مستمرة cosh rلا 

tanh فإن لذلك ، أبداً الصفر تساوى x، متصلة دالة تكون أن يجب .

. tanh ٢ منحنى(٢-١٤) الشكل ويوضح

(٢-١٤ ر شكل
tanh كتابة يمكن كما rالصورة فى :

 -%ى2١
][2n1?\ 2=

 ء+، مر .ه ين ت•• رسم،ماهر.مءمأهو
 ا. إلى صفر

2
 [ر·ر

٥- +1
tanh أو xصفر إلى -ا من تتزايد .

٤٤٣



tanh فإن+ إلى صفر من تزيد عندما فإنه وبالمثل xالواحد إلى صفر من تزيد .

. بالشكل وموضحينy=±1 وهماasymptotes تقارب خطى له المنحنى فإن ولهذا

 العكسية الزائدية الدوال تفاضل:-٥-١٤

( المثلثية )الدوال نظيرتها مع العكسية الزائدية الدوال تتشابه

 فى تم لما مشابهة بطريقة( )للأولى التفاضلية المعادلات استخراج يتم فإنه ولذلك

. )الثانية(

• sinh-2 ( تفاضل(١
•• y =sinh-'  ر
.• = sinh y

dx..= cosh y
dy

m-4- د د ، a،-به- 
1d ٠ -1 ", ){زي يت

 به٤ف٠7
• cosh- x ( تفاضل(2

: فإن سبق كما الطريقة نفس باستخدام
1-١d ([$CO-= ر  به٤ف-

• tanh- 2 ( تفاضل(٣
·.·y= tanh-'٤
.x=tanhy

dx.·.-= sechy
dy
. dy_ 1 1 ١

 ، د

 مةse قر-ا«ةه-ا%ام
d - .•.١ ا tanh r
dr 1-x%

٤٤٤



• sech'x , coseeh-' r , ()coth ٢ تفاضل

y = sech- r }
dy
 د

dr -٠ ٠-أ
y = cosech'٢r

y = coth-'٢

 وب

 و.

1dy
 د د

 ته٢ ٤٠ا
1dy_

 عه٤2-١ د،
:- هامتان صيغتا يلى وفيما

• ٠-٢if y=sinh""-:-
4

 -/"بوي: ل
a

٠2 ٠٦ج د
 العكسية الزائدية للدوال اللوغاريتمى الكافى:-٦-١٤

٠٠-٤ ]وما-٠+٨6٠ء[,

i

 )ا(

y = sinh' r
.. = sinh y

cosh" r=1 + sinh" y

 ، ،ا»:
..sinh y+ cosh y =++  ر١ل

sinh y + coshy = e"

٠ =ء٤+١٨٤

٤٤٥

 لتكن

 ولكن

(cosh yموجبة دائما )

 ولكن

 للطرفين اللوغاريتمات وبأخذ



٠٠٧-٧م٨ إ٠١٨ ا٤٦٠[

(2)

 لتكن

 ولكن

٠sa [ 'أ=+ ]»ما٤+٨ م
 -ا»»±=+ ++]وما٢-١[

cosh-'x=ر 
..x= cosh y

sinh y= cosh" y1

 .،• تمتهم::
 م شم(-١) المقدار لجذر)±( الإشارتين من كل أخذ ويمكن1

·.: e! = sinh y+ cosh y

 ء٤٤-4 ء

:- للطرفين اللوغاريتم وبأخذ

-٠ ر-قم(ء
٠١-4 ]ء٠٤٨6٢ [ا-

٠٠ ++اوما-+"ا»» او, [أد-
] بالناقص ومرة بالزائد مرة)±( ر الكميتين هاتين وبجمع

٠ إءن٠-٨-٦-[٧ إءم٠-٨٢٤-[
 (]»ن-٠٠٠٢-٦١\٠-٠٤-١[\

 وما= °ر]- -°م( =[)ا =ا¢ما0
'-cosh قيمتى من كلاً أن أى xالإشارة فى فقط ومختلفتين متساويتين 

٠ 'ل»» ا»من±=+٢ @أ+ [ا-
l,٢+٥[ بين تقع±: ملحوظة

(٣)
1 1+٦tanh' = ر Log
2 1-٢

٤٤٦



y = tanh-' r  لتكن
..r = tanh y

(rكما١-,١ بين تقع)+ (٤-١٤ البند) نهاية فى سابقاً ذكرنا
5 ،e» 1

•» وم ج
e<" +1

.٤:٠%(+١)=e%-١
. ٠٠ ع2٧

1+ ٢
[-r

1+ ٢.• 2y= Log-
 -ا٢

-=y.. ا١+٢ Lg
2 -ا٢

i.e· ا-[+]٢ tanh'r= L gم

 الكية الراسية الدوال لفاضل موجز-٧٠-١٤

 كذلك ، أهمية ذات التالية الصيغ وأن كما

٤٤٧



when . - ly = sinh'
a

- 2,y = cosh""
a

٠4 ٣٠'ج- د د
2 ج-٠

ady١2 .·=,y=(anh)

 ي.مامة عث ا+بي لعر .اسء

 ا، [خ=±:/ء.ء:
4a

٨٤-٠٠٠٤ ا5-٤+
a-+x]««»اي'ياومنم=:ا-ا 
a-x2a

:- محلولة أمثلة:-٨-١٤

:- أن علمت إذا )ا(
. e-٥-٣

SInh 2 =
2

e + -٢
COgh 2 =٠ 2

"- -tanh = ر +٥-
2,$ech 2= e"+ ٥-

:- أن فبين
d .
sinhx = coshx
dx

d ،,-cosh =sinhx
dx
d,- tanh x = sechx
dx

٤٤٨



 الحل:-
-eع 

a) '.sinh x =
2

١x0٥-٥-d 2(e+e-)-(eه 
r- ي1p{)) ع=  ه22

e +٥-= = C0$h X
2

e" + e­
b) •.• cosh r=

2

2(e"-e-")- (٥+"٥-)x٥
-(0$R} '= ع
dr 22

٤sinى٩-؟٦ ء٨ 
2

c) • uanh "e"؟أ-؟=+ +e-
--e"- e-)(e٩)-'(-٥+e-()٥+e)ه 

.. tanhr=-  عه]٤ {-ء+
(٤" +2+e-%)- (٤٩-2+ (- ء

 مي

f٤ ء+ا[
2

4 2
:٢٦\-٤ م·مد د

2 ١
C}) Rد @ي =

e"+e- cosh r
d.• tanh r = sech r
dr

:- لدينا ولكن

s«[ ا ]من=+٠+٨ا٠مق
.«o[٨'-٢±- ا]من+٤٠ا

 [جش{ام،إ±ء,"ا.
1-٢2

٤٤٩

:- أن علمت إذا(2 ر



:- أن فاثبت
d ٠٠١١-١١sinh- =/dr ٤2+1
d -١ 12) cosh ٣=±/-dr ٢21
d - 13) tanhx=و 
dr 1-x

 الحل:-
٠٠١ م٨ ا ]ما=+٢ ٤أ,+ [١+

dd ٠ -٠--si4[ م١٨- ا ]ما==+٤+٠٢
drdr

 يمز;- ج٦/١٠٩4٠٠ [بدء
١+٨١++٤

 أ،ز ج انهاأه،-،،
٠+١٨٨٠

",,٠4i--if]7ا-[
]I++=±٥٠:2١ "-ل +]من

 ي.، -األملمه %-م ±ا (من٢+٠٥٩-ا[)
dxdr

 ألاوم,,+١ ا-(+-5[«.
 ،:-: إ [ه

٤٥٠



4 ، د ا٢-٠٠٨٢٢٠٠ ٠-

·٠٠3-٨٠٢--٢]٠٠٧\-٠١
Yل ح 

 ا-]1+٢
3) •.• tanh'r=-L

1-٢2

١+٢dI-d x2-1 ؟. "ا(مرا%ههء، ااج drdr

! إ، -٧/لإج٠ -ربلا٨ ي /ن  دم ص د

(-٨)2 1+x
2(-٤)_(١-٤(])١-٢(+)١+٤)]_
 اد ،

2(1+r)ا -r)%2(١ + r)1-r)"
١1
 د،

(1+r)(ا٢)١-٤٩- 

Exercise 15

sinh 3r (2)

tanh br (٤)

sinh br + cosh br (٦)

sinh r (8)

sinh rه) +b) (١٠)

tanh° ٢(١٢)

r sinh 3x (١٤)

 +عاج(١٦)

٤٥١

:- التالية الدوا من كل فاضل
( sinh( ا

4
Xcosh- (٣)
3
r

tanh- (٥)
2

. 1
sinh- (٧)

٢

cosh' x (9)

sinh" ax ( ا١)

x sinh x- cosh r (١٣)

Log (sinh x+ cosh r) (١٥)



2xا­ tanh""ا(و٨ )
1+ x

- X  ا-من اسه( )خ»٢0
2

y = tanh x+ coth x (٢٢)

y =x- coth r (٢٤)

y = sin-' (tanh x) (٢٦)

٤٥٢

. -1-٢sinh' (١٧)
1+ ٢

tan-' ٤+ tanh-٢(١٩)

y=r- tanh x (٢١)

»=٨١٠٠٨٨3«٢ «3
 =لا٤o-I 2,(٢٥ ر

y = L gم (tanh x) (2٧)


