
 السادس الباب
 التفاضل قواعد

Differentiation of a sun  المجموع :-تفاضل١-٦

:- الدالة عدا فيما واحد حد من لدوال تفاضل السابقة الأبواب فى درسنا

y=mx+8الباب هذا فى "،٥ طريقة" الأولية المبادئ من إيجادها كيفية علمنا وقد 

 المتغير نفس فى أكثر" أو اثنين" دوال لبضعة مجموع عن عبارة دوال تفاضل سندرس

x، ًمثلا 

y =3r3 +2x-5x :- الدالة مثل وذلك

. الدوال هذه مثل تفاضل إيجاد طريقة يلى وفيما

:- الدالتين مجموع تمثلy ولتكنx فى دالةU,٧ من كل لنعتبر
Y=U+٧

 المتغير فى تغير هنالك أن ولنفترضx فى دوال تعتبرu,٧ لا, من كل فإن وبذلك

y ,u,» x من كل فى مناظر تغير ، التغير هذا عن وينتج ، ه x مقداره  المستقل

 الترتيب على «ط, ط,٥« وليكن

٥y+y تصبح وبذلك  عن عبارة

u +u، تصبح  ط عن عبارة

٧+٥٧ عن عبارة٧ تصبح ،
، ·.·y= ٧ي لا+

.٠y+٥y =(w+ A)+(٧+٥v)
:- وبالطرح

.•. ٥y = +u ا ٥

: Ar  على وبالقسمة
. 4y_  ع4تArA ، د ا ا٧

 طy, ا,٥v المناظرة الزيادات ولجميع ط قيم لجميع صحيح وهذا
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dx0  وعندما. متساوية نهايتهم وأن كما

u رز14 ٥٧1, 4y
,٠ ي, ح pلإ} ب٢  جده-.ه بقش:ه [:ة

٥٧٠٥u. + Lim= Lim
٥x0 ٥٢ Dx0٥

4y _ du dv
=

dr dr dr

 فإن وبذلك الدوال من عدد أى مجموع على ينطبق السابق التحليل نفس أن وواضح

-: كالتالى تكون المتغير نفس فى المجموعة الدوال تفاضل قاعدة

 لهذه التفاضلى المعامل بجموع يساوى الدوال من عدد لمجموع التفاضلى المعامل[[

.]] الدوال

 محلولة أمثلة
: للدالة إلى بالنسبة التفاضل أجر)(:- مثال

y = 5x»+411+8شر٢- 

- الحل:
 ، السابقة المجموع تفاضل لقاعدة طبقاً

d .• ء"5x3r'+4x2r-8 و
dr

,""- السر ندد مد عد»-فمد
r=3  عند

 للصفر مساوياً عندها المماس ميل يكون التى للنقطة السينى الإحداثى هو وما

- الحل:
·.y  خر-15+4٤=

. 4y dx" ب -ل ر24

١١٩



dy=2x3-4=2
dx

 فإنx=3 وعندما

4 ى0 أى ، للصفر مساوياً الميل كان فإذا - ٠dx'- ء

..2r=4 , x=2..2x-4=0
x =2  عندما السينات لمحور موازيا أى للصفر مساوياً يكون المماس أن أى

-٠ نان مرء، طسم ، بالإن ج" إ بها الملائة كان بن د»
.dsء - -ds =8 عندماt قيمة اوجد ،نم فاوجد

dtdt
- الحل:

•.• S = 40٤- 8r4

. ه1640٠8  [ر

dn
ds =8 وعندما
dt

.·.8 =40-16t

.·.16t= 40-8=32

.٠t =2
-: التالية للدوال الأولى المشقة أوجد(4) مثال

a)y=2r-56+4ر x
b)y  ر-5 شر+27+"3٤=
c)y=3xr +5£-2

4 -3

d)y=2++قر-3 ر٩ 
x

2١e)y= ٢ و-+-
2

x بمي\د-أ.أد، )ذ x

- الحل:

١٢٠



4yم 
 ج}

dr

 »رو
 ة
,dع 
dr

4yرن 
 ة

dyمع 

dx

 )ي

10x+6-46 ر=

= 12r +6x4- 10r

9٠٢ 5١3 =3 ر/-ر=5 +در
2٠٤ 2 2٢2

4- -و2
 ذع ر++2

45 حر
 [ت}41

٦ ٢-r-

: كالتالى المقدار ويصبح القوسين فك أولاً يتم
،،  و-قرة-ا-ء.أ,دقر.أ,«=س٤ ا

 إ--3

=2٢6 +3٤6-646-9r-'
d٧-١-٦ 4 -١٥ =.-.2 رر6+3 رر6x6 ر96 -رIy4 ل9-
dr 6 6 6

-1 2 3 9
،= ٦ io6' 5T 5

- ٢٢
3r°

:- )ه( مثال

٧=f(٢=)٤ +3٤4-9x+3  كانت إذا

:f (1)٠f (0)xf (- ١) فاوجد:-)أ(

 صفر=f(٢) تجعل التىx قيم )ب(:

- الحل:
dy 3r-+6r-9= و
dr

،(١) =3(1) +6()-9 =0
،f(0) =3(0)' +6(0)-9 =-9
،f(-١)=3(-١)+6(-1)-9=-12

١٢١



6x-9  ،(٤)=3 +ر0=
2x-3 .•. ش+0=

..(٢+3)(x-1) =0

..x=l , =-3

f) تجعل التى قيم هى (x=صفر 

: y كانت إذا)( مثال =f(x)= a٢" +bx+c

 ثوابتa,b,c حيث

 -('ي١=)١ ،f(1)=3f'(2)=2٠ وكانت

a,b,c  قيم فأوجد

 الحل:-
·.y = ax" +bx +c

..y =2ax+b
،f(1)=3=a(١) +b(١)+c

.'٠a-+b-+c=3

،f'(2)=2=2a(2)+b
..4a+b = 2

،f(-1)=2a(-١)+b=1
.•. -2a+b =١

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ A

·٠٠٠٠٠٠٠٠. B

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ C

(b) (c) من  بطرح

.·.6a=1 1
=-cو 

6

(c)  فى بالتعويض
1

.·.-2X-+b=١
6

. ا4 ،
٥ ،

3

١٢٢
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1 4.·.--++c=3
6 3

..c=1.5
-: التالية الدوال من لكل الأولى المشقة أوجد:(٧) مثال

=-y =5, b)y =-3r , c)y =r, d)yه( 
x

- الحل:
dya) .y=5 .:.= Z roع
dr

db) '.y =-3r.. 3• dr
d; 4c) •٠٧r فر=.•"=5. dr
4y_-3.3ي 
 ي د ،،

٤ عه" م2

-: الأتية الدوال من لكل الأولى المشقة أوجد:(٨) مثال
8-7 r , d)y= a3r/c)y =aم=٠٠ b)y,=و yه( 
rx

- الحل:
-7 -2 dy 3 14a) .y=7=-و r' ..-=-7x-2 ٢ و-=
r dr ٢

d) ·y

-8b) 'y=8=م r'
X

 )ء·٠٧=ar قر.ه=

d) :y =aآلr

4y24--بي3ر م 
• ر {، ح

dr ر

 هy ا لإ ه
=R..ت ,

 له2٢2

.٠« قه=
-2dy 1 a.·.=a.-أر =

dr 3 2
3x3

a

 لا-٢

-a
 )ه لا4ه
b

-: التالية الدوال من لكل الأولى المشتقة أوجد:(٩ ر مثال
- ،4b) y= 2x3

١٢٣



- الحل:
 )ه لا:=٩ه٥-
b

2-aذ'ر 
B

-32 y_-a -_ا-ج2a ت; . ه2
 ر={{-

 عه ا585
1-2a

 ح
5B  قر5

-3

b) '."y=2x4

3-١3 dy ا١3-3= .. »م{ر)=ت "رد ر=
 له4٤2٤4224

-: الآتية الدوال من لكل الأولى المشتقة أوجد(0١) مثال

1-2aبح} 

5 ا٩٤

 )ه =ر قه

 )ه قهه«.

a
b) y= x جي

١1 --١dy
=aX-٦٠

5dr

- الحل:

1aا dy a a ي
 عه55 ر6/5٩5$ ر ={د رارح
dab) : ٧ ه==ع=٢ ق
-1 x2

-3-١ [-a١]-ا a- -ady
 -+ه2-٥-٤٥-٤٥ =ت,"٥ أرر أر رد)ت

:- التالية الدوال من لكل الأولى المشتقة أوجد11) مثال
-54

٧6١ -ج= (3a شر y =9x3

2d) y=-x«/r10

- الحل:
(W,3c )لا ح3

• x
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4

a) 'y  قر9=
d 4 r =ذx123 ق=9x-xr12"..! ر
dr 3

;5 5
،، +5x=-8)٠٧ =/ج=3 و x2رد 

dy إي-2;١0;١01١٥
-" د {ز د٣- زد ح
 عه3333 ر

-: للدالة الأولى المشقة أوجد(:-١٢) مثال
y =(٢-3\2٢+1)

- الحل:
 جبريا مجموعة حدود على فنحصل الأقواس بفك نقوم

.٠ y=2x%-5r-3
4y  rه• م ل ره 5،

-: للدالة الأولى المشقة أوجد(1٣) مثال
y  -ر2٤2+34+3٢=

- الحل:
dy »
=9r-4٢+3r

-: للدالة الأولى المشقة أوجد(1٤) مثال
3٧=٢+  Tج
٢

- الحل:
-١

y=٢+3>2
-3

dy -1- -3 ١ 3
+[=.·.3 أرر [=ر+ا=

 ه2322
٤2
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-: للدالة الأولى المشقة أوجد(:-١ )ه مثال
3y=3r4-1م+ 

r

 الحل:-
y = 3x2-3٤-2+1

16-d.."6٤+6r-'=6٤+=6 rr'dx ا٢ ا)في-+

-: للدالة الأولى المشقة (:-أوجد١٦) مثال
542 3  +-ش+اد-س اي+ج

2x±

- الحل:
 ر=ر3-3 -ر5٤4+4٢3+2

2o-5-6r3-12٤+3٨2_4أل.•
dx

 ,و201262
 قم ام قر د لأم د

-: للدالة الأولى المشقة أوجد(1٧) مثال

٧=4٢-2W٨+4٩٢
- الحل:

 ا52

y=٢4  قر+4 ر26-

. ;ا_«ه =ه١0 ج
٢}}}

 عه334
1041

 بد د د د

«٩٤ 3W٢ 34٤
-: للدالة الأولى المشقة أوجد-(:١٨) مثال

1  (=ر2 +ع3r )إ+ن)-1
2

- الحل:
 جبرياً جموعة حدود عن عبارة الدالة تصيح بحيث الأقواس نفك



1-١ 2 3
.·.y = 2٤+3-+-+ ٦- ج

2٢٢2

٢ م2 قر ت23++3١ ا
6dy3و ا 

 ه ده د دب

 ه م2 فر ر4
-: للدالة الأولى المشقة أوجد:-(١٩) مثال

57
4-٧ د د د ,

 الحل:-
 ا-3
 د ،

y=7٤2  ر52-
5-3
4y ,و5 ا55  -عه2 =ب· م ع+

7.5-7١5-7  ب<ح در
«,2%,٤ قر

-: للدالة الأولى المشتقة أوجد-(:٢٠) مثال
bو 

y= a٢-+-C
r

- الحل:
dy b=2ar­dr  ر2

١٢٧



Exercise 4
-:(٣) فى التالية الدوال فاضل

y=6r +5x2
3y=-+2x
x

y = 3x+-x-2
4 2y=8+

٢ ر2

y=42-2ر+3 ر" x
1 2 ١ 3

y=م-+٣ -
2 8 5

y =٦(3-2٤+2r)

a6+63ر= 
2  =ر5٤,++3

3. x

 (-لا٢ )٢,-
y = x3+ أ"ر +x4 +x

،3١2,3 s{7-2=+٧ ر 23•
5 3 17

 )أ سه{سه
x  دم2%٢

y ا و1 واو ا5 X- سد2--+٢
2345
 عد8, م

٧ +د ل
٢ ة٢

-: عندما" قيمة أوجد
dt

=S ر ut+-at
2

S= 51+8r2

١٢٨

 )ا(

(2)

(3 ر

(٤)

 )ه(

(٦)

(٧)

(٨)

(9 ر

(١٠)

(١١ ر

(١2 ر

(١٣)

(١٤)

(١٥)

(1٦ ر

(١٧)



y = +a +bxم cr+d

١ 2
(++!)r

x )جخ+:،(١.

(1+x)'

y= n "لآر دعم-+7

5=<٢ +3/٢+­x
y =2x3 - 3r+1

(١٨)S= 2r2 - 31+8

-: للدالة"{ أوجد(١٩ ر
dr

-(٢0 ر :x  إلى بالنسبة فاضل

:-٢ إلى بالنسبة فاضل(2١ ر

(٢2)-: x  إلى بالنسبة فاضل

-: كانت إذا(٢٣ ر

dy قيمة فأوجد
dr

: عندما» قيمة أوجد(٢٤)
dr

: للمنحنى المماس ميل أوجد(٢٥)
 للصفر مساويا الميل يكونx ل قيمة أبى وعند ،x=1.5 عندما

x ، قيمة أوجد(٢٦ y=3(x"-6) :  للمنحنى المماس ميل يكون التى

 للصفر مساوياً

x=1,2,3 -y=-4r4 النقط عند 5x+6 ( للمنحنى المماس ميل أوجد(٢٧:

- للمنحنى: الصفر مساويا المماس ميل يكون عندها التى النقط أوجد(٢٨)

y=٢-+-
2

١٢٩



Difrerentiation of Product  الضرب حاصل تفاضل٢-٦

: مثل الكميات بعض ضرب لحاصل التفاضلى المعامل ايجاد أحياناً السهل من يكون قد

(x+2)أو (5x-3)2.بجموع صورة فى ويصبح الضرب حاصل نفك بأن وذلك 
. علمنا وأن سبق كما نفاضل ثم ، جبرى

 وكذلك مجموع صورة فى وهى.٤+4٤+4: تصبح(x+2) فمشلاً:
(2x(5x-310: تصبحx2-6x.أيضاً مجموع صورة فى وهى .

. جبرياً مجموعة الحدود من مجموعة إلى المضروبة الكميات تحويل أحياناً يصعب أنه إلا

-: التالية المقادير مثل وذلك

٤%x , ١٠-3م x sinx
 فم

tan2و ر 
2

 المعامل ضرب لحاصل مساوياً يكون لا الحالات هذه مشل فى التفاضلى والمعامل

. حدة على حد لكل التفاضلى
- يلى: ما معا نستعرض الضرب حالات لجميع عامة قاعدة ولإيجاد

y ، ,U د فى دوا ,٧U لنعتبر ٧ فى دالة

 د فى كدالة تعتبرy فإن وبذلكY=UxV أن أى
·.y = u٧

..y+٥y=(u+٥u)٧+٥v)

.٠y+٥y=u٧+u.(٥.)٧(+٥٧u)+(&u).(٥v)

..٥y=u.٠(٥٧+)٧.٠(٥u)+(Au).(Av)

A4٥٧ ,م،لا٧y
,, د إيg٢ د
xDxAx٥x ا

٠٠٠٠٠٠٠٠٠.(1)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠.(2)

(2) من )ا( وبطرح

Ax  على وبالقسمة

 الصفر من كذلك تقترب&u,Av,Ay من كلاً فإن ،Ax0 وعندما

٥٧٥٥٧٥u- L٤ u٠١+ Lt ٧٠١+ Lt ٥u•. Lr  :»-:ه 'امتته 'ا:ة 'لمت، المه أمتته أ)مة

١٣٠



٠.٥٧.--٠ا.. .٥u تقترب عندما فإنه ، النهايات وفى u الأخير الحد فإن الصفر من٥:
٥x

. الصفر من أيضاً يقترب

: التفاضل رموز وباستخدام
dudvdy

 عه عه عه مدر, لإر٢ ز
-: أن أى

 تفاضل فى مضروبا الأول المقدار يساوى ، بعضهما فى مضروب مقدارين )تفاضل

( الأول المقدار تفاضل فى مضروباً الثانى القدار+ الثانى المقدار

-: كانت إذا فمثلاً" مقدارين" دالتين من لأكثر تصلح القاعدة وهذه
Y= U.٧.W

-: فإن فى دوالY وبالتبعيةU,٧,W من كل وكانت

(vي« )٠ (،)«ت»ي(wدي)بي« 
drdrdrdr

 محلولة أمثلة

y=(3r2 +I)(5٤+7)

(s)+(5++7.(6٤(.)1+3٤2ء) لإ؟ .•
dx

30x4 +42r+5+415 ر=

42x+5+445 ر=

y=(5r? +2r-1)(3x-4)

١٣١

:-(1) مثال

 الدالة مشتقة أوجد

:- الحل
:- القاعدة بتطبيق

:-(2) مثال

:- الدالة مشقة أوجد



 الحل:-
(6n)+(3r2-4).(15r+2(.)١-2ى5 قر+٤) ؟ 

d
= 30+12x2-6x+45٤ +6x-60x2-8
= 754 -42x4-6x-8

(٣2-3x+3)(2r +5)

:-(٣ ر مثال

:٢ إلى بالنسبة فاضل

 لتكن:- الحل
(s+x-3r+3)(2xر٩=) 

drdxdx ي. (جآ-٠-3++3)s@2r+9 (ي.[)٥++3-«)(s /)د+

(]3-4n@2(=2٤-3()2٤٩+5 ]+ا)٤[

. ذلك فى رغبنا إذا الناتج اختصار ويمكن

(:-٤) مثال

(2r+1+٤)١-3٤()2شم(-ر- : x  ي إلى بالنسبة فاضل

 الحل:-
 به -م(يء2@)r-١(.٤+2r [)ا+

dr dr

dr %ا٨3٢-١(٠-2()٤+2٤/)+

dx (ي/+٤+2٤+١-()2-«)0/
=2n(3r-2°-٤)3(+١+2١()٤ +ف٤)(r+2x+1)+
+(3٤2 +4r)(2r)(3)

3  م(=ر2+2 -قم(')4)2،

. ذلك فى رغبنا إذا النتيجة اختصار ويمكن

:- )ه( مثال

: الدالة مشقة أوجد

١٣٢



 الحل:-
 إلاx فى الحدود كثيرة دالةy تصبح بحيث الأقواس بفك المسألة هذه حل بالطبع يمكن

. طويلة عملية هذه أن

 وبالتالى قوسين ضرب حاصل عن عبارة أنها مراعاة هو المسألة هذه لحل طريقة وأفضل

:- النظرية باستخدام حلها يمكن
dudv

 د ي-لإه+

dxdrdr
:- كالتالى تكتب واختصارًاً

d u٧= ud٧+٧du

 (له.٤ ء2')4(٤-٩(+')٤-٩.{4(٤٠٥')
dxdxdr

 (؟،٤ )ه-ف=2 دم(- )ء4(٤ )ء-'
drdr

=2 -فمx(3r)=6r(4) -دم(4)
 ،4(٤+2=')3(٤+2 ه')4(٤2)

drdr
22 ٠٠٠٠٠٠.٠.02)=3(x2+2)x2x=6r(x2+2)

.d •" المعادلة فى(2) ،(1) وبالتعويض •-.•dr
223

.4 (ء٨2+2)'٠(6٤٩ م(.)3-4 -م(+)٩)٠(6٠(.٩+2)
dr

2 -٦(٢٩+2 -م()4 م(«ا)٩+2 [)ه-دم(+)
2 (2r+2r-4()2+32 ()-فم)6٢=

·٠٠٠٠٠٠٠٠٠ )ا(

»-(٤-9),,5

١٣٣

:-(٦) مثال

 كانت إذا

4ال فاوجد
dr



:- الحل
 (-به٤ )و-ا4,٥4ة+٥,,5.4 )ود(ل
dxdrdr

.4 ة,4٥ا4(a ر+3 (لإء) .ة)دب4 ر( )د+
dr2drx

.٠ رثة، ح لإ$،{
2xd •.(=%٤ -د5 ه=)+5,ء3.3,

'2x2+3dr
10rبر قر5ا ي.8٤+"9 -قر 

242+3
:- )لا( مثال

5(x)=(٤+2)(3x-1)5

w=(x+2)3
.• y= ٠٧
dy dv du

 ب لا]د )لا{
 عه'r drه

x ما». ى3(٤+2)0.2)
2  حب {، «ه رو: (.ج)ا،3)

 مه'3 3ا

٥,0+60-،a4-ws4»٠٥ "ر٠. dr

=(+2) (3r-1)5 .5[(x+2)+3(3x-1)]
2

=(x+2)4 .(3r-1) .(14x+7)

: كانت إذا

f( ٢) فأوجد

 الحل:-
: بوضع وذلك الضرب حاصل قاعدة نستخدم

v =(3x-1)5

١٣٤



y =(٢+2)(r+1)(٤-7)

:-(٨) مثال

:- للدالة الأولى المشقة أوجد

:- الحل
•• y=٧ لا.٠ w

d du dv dw
..٧٠ w--٠٧٠w+-٠u٠٧

dr dr dr dx

(2)(+1+٢(+)()7-٢()2+٤()2r(+)7-٢()1+ى١()٢) ك •.
dr

2+2٢+٤+٤2+28x-44+١4٢٩-2٤+7-٢+2ر=7 ر- 
=4r?-15x4-26r-5

 -ء2 ترود،
 ه

r ٧ d d إ لى (-.±=­3 )شر-رذ(+3by-y).. ى
dy a dy dy a

-+ )ك3by-y2).== ر ه إ,(3 غ)?و-ذ
a dy a

٧=(3by- ( جر

•.4 (ء3-«2)«
dy

 ومنهاU=(3b ق)?ر-ر

•. ن=v لأ

du 1 1 = ع٦ر ه١
»22462 ٤,-و

dr_y du uن د 
dy a dy a

١٣٥

:-(٩) مثال

:- الدالة مشقة أوجد

 الحل:-

 نضع· ثم

: نضع ثم



(3b٠٠21du du dv  ة «ة ة2 (ة#,-راد«) <ر" ح ه ح أ

 عه«(3-«2)«3ا-,
 د د د د

» ه د5د6-,= ه
. dr _ 3by-2y2 +3by-6ر by-3شر 
 د،

 ه ث)ذو-و«(ه =ر-ر5,ء
:- الصورة فى وضعها الأفضل ومن ومعقدة طويلة الطريقة وهذه

 (±=س3 ث)#رر«
a

 ء= ،v=(3 غ)ضر«
0

: ونعتبر

X=UxV
 هر ج<٢ هx رd٧ م4٧

dYaYdY

١٣٦

: الضرب حاصل قاعدة نستخدم تم

. الجواب لنفس وسنصل



Exercise '5'
.• المجموع وليس" الدوال ضرب حاصل بقانون التالية الدوال فاضل

2x)·٠٠٠٠٠٠٠٠٠ )ا( +1)(5٤ +2)

(٠2٢ ءج(١)(٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٢ 2

٠٠٠٠٠٠٠٠٠(.٣)(2٢-3)(٤2 +3r)

·٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٤)(3r-1()2+3)م 
٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٩)(٨-2r)(3r)شم- 
٤)(٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٦4 +٢-١)(x+1)

·٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٧)(-٢+1)(x-١)
·٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٨)(3-٤()3x-2+٤ ف)
 -فم(2 +م()2)(٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٩·
(٢ -ح٢+١()٣2+٤-١)(٠٠٠٠٠٠٠٠(١٠·

٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١١)(٢-5)(٢2 +5x+4)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١٢)(2r'-3)(3٤ +2r-)
٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١٣)(٢+1)(٤-١)(x- ( ا
٢)(٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١٤ +1)(2x+1)(3r+3)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١٥)(bx +c)(u +5v+)عه" 

·٢/>(٠٠٠٠٠٠٠٠(١٦ (2x+١(x-2r+3)

·٠٠٠٠٠٠٠٠(١٧)2W٢(٠٢-2)(٠٢+1)
·٧٢ »،٢.٩(٠٠٠٠٠٠٠٠(١٨,

x ر(٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١٩ ca2فه 

١٣٧



Diferentiation of a quotient  القسمة تفاضل-٣٠-٦

 من وذلك تفاضل مثل البسيطة للقسمة التفاضلى المعامل إيجاد كيفية سبق فيما علمنا

٥ بطريقة أى ، الأولية المبادئ

 ال:ا البسيط المثال هذا عن والعقدة الأصعب الحالات فى نفيد لا الطريقة هذه أن إلا

:- يلى كما دالتين قسمة لتفاضل عامة قاعدة باستنباط وسنقوم

y =u٤٧

.٠y+ ٥y = (u+ d)+(٧+٥v)
u+Au u٨م "٧ د
»+٦٥٧

٧(u-+Au)-u(٧+٥٧)
 بدم

٧(٧+٥)

: نعتبر

:- وبالطرح

 ط على وبالقسمة
A ا

 ,)لا بإل

4y. علrب ل
 مه٧(٧+٥)

 ط,٥v, اy من كل تؤول ، وبالتبعية فإنه(Ax0) الصفر إلى عط آلت ما فإذا

. كذلك للصفر
D٧.Au

- Lim ٧٠Lim ».  "جي)يم./تث)(ي )ث
 ري ل3ر[ر ه<

(v+٧ ا)r Lim vا r0ه 
 ا٢0

 النهايات قواعد من وذلك

:- إلى البسط نهايات تؤول وبذلك
du dv

]) ب غ]

dr dr
. أيضا٥vً ب0: أن حيث شر المقام نهاية وتكون

dvdu
])- غ]

dy. جل بيل
 د ،مي

2d

١٣٨



 تفاضلX البسط البسط تفاضلX المقام د)
 المقام مربع

:- دالتين قسمة تفاضل أن أى

2r
 أ-ة(

:- محلولة أمثلة

:- )ا( مثال

: x  إلى بالنسبة فاضل

:- السابقة دالتي قسمة تفاضل قاعدة باستخدام وذلك

 الحل:-
dydu

_drdy ر نلا dr
 عه فن

v=(2x-١) , u=2x  حيث

(]2x-1).(2)-(2x).(2[)_4 ب.
(%١-2r)عه 

_4٢-2-4x_ -2
،

(2٤-١% (2x-١
:-(٢) مثال

 +'م(١)
"(-

_(٢-)x(38)-(٤+١)»(3٤)
 ة-]

_3-3r -3  +فر3 شر6 فر

[- [-

١٣٩

: x  إلى بالنسبة فاضل

 السابقة القاعدة باستخدام

:- الحل



٢2 +2
,٢2 ة2 -شر2 لا د

:-(٣) مثال

: للدالة الأولى المشتقة أوجد

:- الحل
du dv

u, ز dy dr dx"د)) دد 
v dr ٧%

. ه(_2(r-2 +م(-)2)2)«
 ة· -قم(2)

2x2-4x-2٤-4٢ -8x
 د د·مدهه

(٨-2} (٤-2)

r
 =ز

x+1

:-(٤) مثال

: للدالة إلى بالنسبة الأول التفاضلى المعامل أوجد

 الحل:-
x·.·لا= 

٢+1
1]_٤x١]-)[x1(٤[)+ه .
 د د

(x+1)2+عه(٤ )ر 

 غر

٧-mx

dy /-سه+ا .ه; اذ
dx x

1 2r+-r ٤د =2 =ز=+2.5=
2. x 2

١٤٠

:- )ه( مثال

: للدالة الأولى المشتقة أوجد

 الحل:-



:-(٦) مثال

4 در-7٤2-2: للدالة الأولى المشقة أوجد
 ل،٥

3x+5
 الحل:-

(]2)3-7٩٤-٤(]-)[14r-١2٤\s+3إ(]_٢ 
(r (3x+5ه 

36r3 -42x4 +60r2-70r-12r +21r4+6
(3r+5}%

_24r +39R2-70r+6
(3r+5)

:-(٧) مثال

١y: للدالة الأولى المشقة أوجد  ر
 الحل:-

(5x0)- (x(5r)م yة 
 د دم

 به )خم(

5r_-5-0ي 
 ار0 قر ،د

:-(٨) مثال

 ,-ج-»: الدالة تفاضل أوجد
:- الحل

f()=م" 
 م(٩ )ا-

:- القسمة قاعدة وباستخدام

(-«-eء A(-أ/ه 
(٠.(٤-١ ب={ع(م·

١٤١



 البسط من كل بضرب هى طريقة أسهل أن إلا طرق بعدة الكسر هذا اختصار ويمكن

)( فى والمقام
(٩-١-)٨-(١")-١ =..f(  =)ع وزر

 ق)ا-(-(١)
0(r°-١)"=0 :  حيث

:-(٩) مثال

) ح(١-r): الدالة مشتقة أوجد
٤4 +3x-2

:- الحل
x-2م 

 ل} ح
٢2 +3x-2

(3+r)(2٣-٤(-)3x-2)(2x-1+_)+ش yه .
 -عه· +قم(3 -ء2'{

2٤+6r-4x-'-3٤+2-2x-3x2+2r+3x
2(٤٩ +3r-2)

4٤4-4x+2
2(٤2 +3r-2)

-: الدالة مشقة أوجد:-(١ )ه مثال

 لة عه ٦إيلإ

:- القسمة قاعدة باستخدام:- الحل

,٣ ا "اي٤ ا• هيلة.ييه  ر ،ب مد

(2٤+3)٨ +2x+2,-4»] ( +في2-)2)
 د د ر

a53-;(٥٠٠٥F3-7

١٤٢



_(2٤+3)3٨-2r) (r+2\r-2)
 ا د د

-(r+3/ ٤-ة, r+3.A5-
6r -4٢2 +9x?-6x-r+2r4-2٤3+4

(٤+5'.4-
_5r" +9r2-4x-6x+4
،

(2٤+3١ ,,-5
-: الدالة تفاضل أوجد(١1) مثال

:- الحل

2x-1 هل ;+ي(

/2a)لة د ءء3٢ )جو ا2 -ردس-ب ،بج 
(2r-١)22٢-1

،، /و3٤٩2\3-6٤-6٤-٩

(2r-١)32x-1

3r+2)3)28-_403٤+2) ر
 ل د هد

(2r-)ف (2r-)5
-: الدالة تفاضل أوجد(:-١٢ ر مثال

٤+2-٤
٧ل ٨٠2+٠٢

 الحل:-
- المرافق: فى بالضرب لها صورة أبسط فى الدالة نضع

٤42-٠٢ a٤+2-٠٢  لةر ب بر ب٤+2٠4٢٠٤٠2-(2++)
(++2)-٢٤٢+7+٠٢٠٤٢-٠٢

2٨52٠٠2 م ٥، = [+مت م+2
2

dy ا٢+١  ,,.ج-""ا-لمة· لم:,-»
 ؟-،-: الدالة تفاضل أوجد:-(١٣) مثال

١٤٣



y  -شر1 رج(

 الحل:-

 ،{ د إ:بي يج،
r رdr1-2 -شر1  ه2

«1h8-(3+)2 -ت2 م٥ فر2 و  /ه٤{»1)(٢"-8
٥ ، ، دم م مندحر

 ,ا-مإه(٢-١{(٨ ')ر-
 ر4-
 د

f)م- 
4 ي د{ ، به4١ق_[-٤-2٢

 ه٥٠٢٠{-," فر-ء(«م(
-: الدالة تفاضل (:-أوجد١٤:-) مثال

{٠ ٤,
 الحل:-

V=  +ر2 نضع
2U=2- 'x، و نضع +2

.•.٧ شر=+2

v=2.2،د y

.٠.٢=٩
.dy dy du dv

 د

 ه "هr dvه

١٤٤



+21 »x2-و], 
٧2. u

٠i;٢', ل)رح3 د
2r2د ، د ب ،،ز,٨٠ 

2-4+27(٤ +ف2'{5٨٠5(٤+2')
 ر2+2
2r

 م

(٨ +2k(٨٠2)"

١٤٥



Exercise '6"

1
 أضمد-م"
(٤-١ رء

(٤+2)
(٢+h) ،  ر
(-b)

 أد(٨)
(٢-3)

٠٢ (١٥)
(٢-١)

(٢+1)
i١ أ٢X-

(٣2-++١)  (ع١٤)
(٣2+٣+)
1+٤+٤)  "ا ل0١٦

(3٤-2)  د(١٨

(2-3r)

 ر32(٢ )ه «+ثر

١٤٦

-· x  فى التالية الدوال فاضل
2

6 ذ٠٦)( د ر 2-

(x-4)٣(٣ ر
(r-!  ره
(2x+3)
(٤-b)  ر
(x+b)
 فر

٨٢ و-ا»
 د(٢ )لا-(١١ ر

٤
(#-١)
f٤٦ 0٣r+1

(2x-٤+١)  ع(١٥)
(3x +x-1)

3 ر2
(١٧)(8-rق )

x(x-  د )لا١٩ ر
(x +2)



Function of a Function -:  الدالة دالة :-تفاضل٤-٦

"sin المثلثية الدالة سنعتبر ، الدالة دالة معنى نتفهم لكى rأى ('sinx)الدالة وهذه 

 الدالة ،x فى دالةx4 مثل تماماً بالضبطsinx فى دالة أىsinx الدالة مربع وهى

.٢ فى دالة نفسها هىsinx أن إلا س فى دالة٧

sinx فى دالةsin' فإن وبذلك ، sinومنها فى دالة نفسها sin" xفى دالة 

.٤ دالة

 هى فم+3r وأن كما٢ فى دالة rه مثلماx فى دالة ر4, فإن وبالثل

. فى دالة نفسها

. sin? rه x حالة فى يختلف الأمر أن إلا 'sin دالة فى دالة x  أن رأينا وقد

sin 7r °sin فى دالة afr x أن حيث r فى دالة ه ، a ٢ فى دالة بدورها وهى

sin أن أى ar:(٢ دالة دالة فى )دالة.

sin a3r ، وأن كما 3r r فى دالة<5 ، 3r sin فى دالة وهى a3 ٤ فى دالة

3r٤ فى دالة.

<sin أن أى a3£(٤ دالة دالة دالة فى )دالة.

 من يلى فيما سنوردها حيث المثلثية الدوال عن الأمثلة هذه بضرب نكتفى وسوف

. مواضيع

 ع(2-3") الدالة نعتبر فسوف ، الدالة دالة لتفاضل عامة قاعدة إلى للوصول أنه إلا

(r%-3)= ولنعتبر

.•٧ ف=
 هy ,ى

١الل

du
-: التالية للطريقة نلجا فإننا ولذلك لا" هو المطلوب أن إلا -.-،٠dr ء

Ax r ويساوى للغايه ضئيل مقدار تزداد  أن سنعتبر

٥u u ويساوى للغايه ضئيل مناظر .بمقدار تزداد ، أن سنعتبر

١٤٧



Ay y ويساوى للغايه ضئيل مناظر .بمقدار تزداد ، أن سنعتبر

-: فإن وبذلك
٥y ٥y /uمد} 

٥x ٥u Dr

 كذلك للصفر ستؤول٥u,٥y من كلاً فإن٥x-0 أصبحت فإذا

- وهى: محددة نهاية من ستقترب التالية المقادير من كل فإن وبذلك
٥u٥yyا 

٥x'٥u'4x
، ٥.٥u. ٥ ،٥٥u.• Li Li ت = ر Lن m  :ى"ة ")مهمإ±، شمله٥ +&ثةه«-Lim لا

. dy_ dy du
 ه ل=

u ج dه xة 

d  ,و4
 =،, ٤ا،

du
٠ ·:w=(x% -3)

y=  أ

. و» ،}
' dr

 السابق مثالنا وفى

: أن وحيث

4y _ 4y duم د{ب= 

dx du dx
4(5wx = Iorx-34) ى•.

dr

 -و٠٥-٨

 (=ر2 )م-

. ه٥  د,. ل،

dx

٤٨١

-: محلولة أمثلة

: المقدار فاضل:- )ا( مثال

 الحل:-

 (=نx-2)° ونعتبر

: u=(2- ٤) أن وحيث



١
·y ٥ ي2=

١١dy -١  د هير ج د

 ه2٥2٠2-,
dy _dy du،ر 
dr du dx

-٤1d٧
 به ,-ولا5-, ة دإد

: الدالة مشقة أوجد-: )؟( مثال
y=(2r'-3r+1) و6

 الحل:-
u =(2r-3x+1)  نضع

.٠٧ =" dy _dy du
< ري

dr du dx
٦،·.·u =2x'-3r4+1

. d»  رج62
 دء. {، كل

dr
dy ٦ 4،·.y (x'-3r+1 ف=.:.5"=5(2=
du

d١ d٧ du
 ي

ds '  عه
4= 30r(2r'-3x+1)'(x-١)

 (=ر٢+2')

 الحل:-
3 القوة ذو القوس بفك الأولى الطريقة ، بطريقتين المسألة حل يمكن

.٠y ٢ ف+8+12٢4+6=
dv..=6r2 +24r+24r
dr

: الدالة دالة طريقة هى الثانية والطريقة

١٤٩

4=5(2r-3+١)'(6٤-6r)

-: الدالة مشقة أوجد(3) مثال



..y = ، لآ . 4y  و2
du· £ا،

 شن(=+2.) نضع

du 2x(.:=2=)ن +ن ,·
dr

y duه _yه ..
=،
d duخ  dع

(4+4٤+"٤)6(r2+2)=6٣)(=6٣=(x(2٤(3ء) ك .•
dr

=6x2 +24r +24x
 الأولى بالطريقة عليها الحصول السابق الإجابه نفس بالطبع وهى

:- للدالة م» (:-أوجد٤) مثال
dy

٠-٢٠
u  ه3-

d  ع شم
dy 1  إ1-

 ه4 يزو أي=ر, ب
4y _،y du

 ،< س
du dxdx

i-3 -3١
 برج د<

 تؤو ت+ ن ته-د.

. له-_2٨5 ٢-
 -إه34٢

: ومنها

 الحل-
w=  -ج2 نضع

١
.·.y =2

١٥٠

--d- . مقلوب عن عبارة وهى
dr

-: التالية بالطريقة الحل ويمكن



 7إ
..- =y-+2

٢

2 3
.'٠y' =-2

٢
3

 =م
 ر+2

53٤3 .4ع(_2ko-3«__ إ4 )د-{ ك3 آ{«
 د ي ي ،

 ة6 اI4 {;]و-]ً
x٢

-»٤('2-3,) فعى ع±-ول,
 د د ل

dr3و٢ 

y=٠٧٥ y ٢ و فأوجد +1
 كانت إذا:- )ه( مثال

:- الحل
45y

«،  لا٥=٥٧ر ش

yه 
y= وy هه

 الثانى التفاضل أو للتفاضل التفاضل تعنى وهى

. الثالث التفاضل تعنى وهى

-: القسمة قاعدة وباستخدام

(١-٤)(n(2ه(٤+١-))٤ 
 لة در د4

 به" ء(٠١)(٠٠١'
(٤(٢+١-2١-٢-)٨١)x٦(٤+١)2n (2٤-6r)

 وو)·±=
(+١+٨)'(١)

x3(1+r)'(2r)(6r-'2٤)-(6r-6)'(١+٣) 3,و2 -6٤+36r°-6
4٥ ه  و« {ر+]ً )ر+م]

y=(3r+5r)' -: -dr للدالة" أوجد-(:٦ ر مثال

١٥١



:- الحل
u=(3x°+5x)  نضع

du..=6x-+5
dx

•.4 ء3 =،33٤+5 )ء u،y =  لآ

. 4 _ «y  ه
 ، د

dx dudr
2

= 3(3r2 +5r) (6٤+5)

-: كالتالى مباشرة التفاضل ويمكن
3·.٠y =(3٤3+5r)

- 2 •.4 ءA(3 ر+s -")ء4(3٤+3٤)3=(5r+5 )ء8(5+6٤)
dr dx

-: للدالة") (:-أوجد٧) مثال
dr

4 6y=(4٤2+5x-1)" +(3x +2x-3)

 الحل:-
 نضع: الدالة دالة بطريقة

،u =(4x+5-1)  حيث
y =  ك+6

dw ( .•.( رق.5 = ,2-+
dx

(3r3 +2x-3س=) 

..4 (94 +2)
dx

dy  لإح ك,ج

dv
dy dv_4y du
 د د بي ،

du dr dv dr

dy 4,3
 ، د ٥]،

du
dy

 لا

dx

(8r+5)+ 6 .(9r+2.)44ل) ى٨•.
dr

١٥٢



53=4(4٤+5٤-١) (8٢+5) +6(3r'+2x-3)'(9x2+2)
y للدالة لإ" (:-أوجد٨) =( ٢٤+١') مثال

dx
 الحل:-

: القوس نفك ، المباشرة بالطريقة
..y "x ر+3= +3r+1

d 6r+3+23 ر.•
dx

-: الدالة دالة وبطريقة

4y  2ر,و
•.= مار و

du
. 4y_ dy

 د

duعه 

u =٢+١

du.  -ه ر
،2du =3.1= 3(x+1)

dr
٧ل بح  و,.

y حيث = uنضع ن 

: للدالة»{ أوجد(:-٩ ر مثال
dr

1٠٠٧=Jما٠ 

 الحل:-
= 3x2-2r'  نضع

4 لa٨4-4#٤ ب د د_د
6r'-١54 ى٤.

dr
1dy- ه2 dy du

•- لإ={5 ر(2  ، د

("",aنة ةة -,واه 

-: للدالة الأولى المشتقة أوجد(0١) مثال
3(2x+3-٢2=)ر 

:- الحل
 -شع(=س2x+3) نضع

١٥٣



(٤-١)2r-2)=2ى) «•.
dx

2d (2r+3-2)ر،•.3=3/=3 ن= 
du

. dy_ dy du
 ، د

d dudrع
2 =3 شع(-2 +د3).2(٢-1)

2=6(٢-١()٤-2٤+3)

 إلى الحاجة وبدون بسهولة التفاضل عملية إجراء يمكنه الطالب فإن التدريب من وكمزيد

U  قيمة فرض

 لفرض اللجوء بدون التفاضل إجراء فى يبدأً لكى للطالب غوذج يعتبر السابق والمثال

U  قيمة

-: التالى نستنتج أن سبق مما يمكن أننا إلا

 مرفوعاً الجبرى المقدار فى مضروباً الأس= لأس مرفوع جبرى مقدار أى تفاضل[

.] الجبرى المقدار تفاضل فى ومضروباً(١- )للأس

: كالتالى مباشرة حله يمكن السابق المثال فإن وبذلك

(2-2r+3) w(2٨-٤)34 ي
dx

2=6(٤)(٤-١-2x+3)
-: للدالة الأولى المشقة -أوجد(:١١) مثال

3/2("3x°-2r+sر=) 
 ج م كالتال:- الحل ويكونU قيمة فرض بدون الحل :-يمكن الحل

=- (3r-2r+5) x 4.c. o (3x2-2٢+5)
dx 2

d.c٠،differential coefficient - :  التفاضلى المعامل لكلمة اختصار هى
d, إ 3

..=-(3r'-2x+5) x (6-2)
dr 2

١٥٤



=3(3+-1)(3r-2r+s)
-: للدالة الأولى المشقة أوجد(:-١٢) مثال

٠(-٤ +ف2 5-٨/\)
 سنلجا لذلك دالتين أو مقدارين ضرب حاصل عن عبارةy أن الحل:-واضح

 للقاعدة
dudvd

.•. لإ٥لا ه= =ز+  '-'أم عن ة

.4٧(-٠٠2)»(٤٥٨٥@6-5j},dx

٠(١@٨٠-5))»[٠٤«(s +2
(r-3) 5-٩٤ فى دالة هو

٠٠٠٠٠٠٠٠٠.(١)

 أن سبق مما ونعلم

. الدالة دالة هوW4_3 أن أى+ فى دالة -فم(3) ،

. ذلك بعد عنها التعويض ثم منفصلا تفاضلها إجراء هنا الأفضل ومن

.4 فم(5j-4 ثرو-م(ب )د-م(±-f ,ح-»
r له 'عه33(2 ق)د -3١3

-: القيمة هذه عن )ا( فى وبالتعويض

!2xdy.:.=(r2ش+ )x x2x شن(+م3 ق)
 عه3 -قم(3)

33 -%م(3) -ابجي.

:- لتصبح النتيجة هذه اختصار ويمكن

21(٢+2y4-3) 2n٤-3}  ث و
(r°-3)3 د ، دل (٤-3) 3

١٥٥



2A٤3) «-,/ إ١2٤+5-3٤)54,-5
 م د د

3-3)3x2-3)

:-(١٣ ر مثال

u=1+3x

٠+3٤
 )ل

4x
: الدالة لهذه الأولى المشقة أوجد

»). الحل:-
:- حيث ا"ا كسرية دالة صورة على القدار هذا

٧=4x
dvdu

{ ن] .. -)إي ية بق
١dxن2 v

(]1+3r)]-[(1+3r)xd .c oF(4x)٥y _ 4r[4 .cه .
 عه(4r) د

 الدالة فى دالة هو/1+3; أن عرفنا وقد
١١d.:.-(1+3x)2 ا3 =-(1+3x)-7x3=م, 

2٠1+3x2dr
3 .٠x+3r+1' ر٩3 ]-أج;آلة#٠6+٤03٤[ يجهم»-٠١٠5٠ !y
 مر== د

d1616٤2ع x%
2+3x-6x-46x-4(1+3)
٤6٨-3١+١6٠٤- د 14a  -م8٨٠ م3+

١٥٦



:- الضمنية الدالة تفاضل:-٥-٦
Differentiation of implicit functions

 من كل حدودها تتضمن التى الدالة هى الضمنية الدالة أن الدوال تعريف من علمنا

y,الآخر عن منهما أ فصل يمكن ولا٤ 

 فى٢ على المحتوية والحدود طرف فىy على المشتملة الحدود وضع يمكن لا أنه أى

. الآخر الطرف

:- التالية الدوال ، ذلك ومثال
 دم-3ry+5 -قر7=0

،r ogا y+٧4 =4xy

 لا أن على المعادلة حدود جميع فى حد بعد حدا نفاضل أن يلزم فإنه الحالة هذه وفى

x y) فى الدالة دالة ، )أى ذاتها أنها y  إلى بالنسبة التفاضل عند أنه ننسى

:-(١) مثال

r4 -y3 +3x=5y

4y4,5.2 وو.:.  مةلا ته ل ه

: التالية العادلة من" أوجد dr-

 الحل:-
:- بالتفاضل

"{ على المشتملة الحدود وبتجميع -dr
4y +ر3 •.2 ر ه ج,2  كد

drdr
d•• (2y +5)=2r+3
dr

.dy 2r+3
 د د

2y+5"عه 
-٠- ا-٠.٠--٠'4 x من كل بدلالة أن وواضح yقيم ومعرفة x,yللمقدار العددية القيمة فإن dr٠•

:- حسابها مكن ،4أل
dx

:- ذلك يوضح التالى والمثال

١٥٧



:-(٢) مثال

: للمنحنى المماس ميل أوجد

 الحل:-
 عن عبارةry أن عن نغفل لا أن ويجب السابق بالمثال كما التفاضل بإجراء نقوم

 ضرب حاصل

: وبالتفاضل
d٠ d o2٢.٠(+3«+3 +اججر2 ج%ر. dr dx

d•. " (3r+2y)=-(2٤+3y)
dr
dy -(2x+3y)
 د صدر

(3x+2y)عه 
y=-3 , x=3  عندما أى(3-,3) النقطة وعند

,(y -(2x3+3x-3)  ه3-)-
• د ،ر

(3)• d3)ع x3+2x-3)
 السينات لمحور الموجب الإتجاه مع45" زاوية يصنع وهو =ا للمنحنى المماس ميل

(X-aris)

١٥٨
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Exercise ''7"

(3٣+2) ٠(١-3r) ,(2r+s)ث 

2I-٠٠١(3n-2,)ا (3-١r)

 -م(٩')٠ )ء-( ة-,.
 رولم5ج٧٠ا-٩٠٠٨ تمة-ا

٦'5٦ '5±أ7 ال-
٢'٠ اد د ، a-٠a

m5"3
٠ ;:ا٧-ا

٨٤٠, ,مج.
٨-٠٠٥, ،(-5,y

 بم، 'إ،:}
 د ن4٢+/٠١

٨٨٠٤·٠
٠٨٨٠٠٥٠j

٠٨٢a' 2٠
-3x2 دءa-٢ م. 5x+2

١٥٩

:- التالية التفاضلات احسب

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ )ا(

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٢)

·٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٣)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٤)

·٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٩)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(1)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٧)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٨)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٩)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ا(٠)

·٠٠٠٠٠٠٠٠(١ )ا

٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١٢)

·٠٠٠٠٠٠٠٠(١٣)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١٤)



3ry=+آمر "ر 

x" +y" =a"

٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١٥)

:- التالية الضمنية المعادلات من" أوجد dx•-

٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١٦)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١٧)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١٨)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١٩)

 المنحنى مماس يصنعه الذى(1,1) النقطة عند الميل أوجد(٢٠)

٠٢-٤i٨5٤4تز٠+٥- 

2x2 +5xy+7y2 =7

 قم( ')إ+- =)و-مم(٥

3x+4y-3=0-+ر3 شر 

١٦٠



Successive differentiation :  المتتالى التفاضل:--٦

 لم ما كذلكr فى دالة عن عبارة م فى ما لدالة التفاضلى العامل أن سبق مما لنا اتضح

: أن لو فمثلا الأولى الدرجة من خطية دالة الأصلية الدالة تكن
y " ر5=
..4y  رملا
 ة

x x إلى بالنسبة تفاضلها يمكن والأخيرة كذلك  فى دالة هى20 أن وواضح

،4(aor')=6x
dr

 الثانية المشتقة أو الثانى التفاضلى بالمعامل(y=5r الدالة)" لهذه60x' على ويطلق

-: كالتالى عنها ويعبر الأصلية، للدالة
d dy %y
 تة-اتمماء،،

-٠ ٠. .٠-،'dr- فى(2) أن مراعاة ويجب الثانى التفاضلى المعامل عن :للتعبير الرمز ويستخدم •

« الأصلية الدالة أن تعنى ولكها أسا ليسا والقام البسط من كل فى اي؟/، ارمر dr•---

2 إلى بالنسبة ، منهما مرة كل وفى مرتين تفاضلها تم قد

•٠ء.٠dx،-dr• نعبر مثلما غاماً ،٤ إلى بالنسبة" به تتغير الذى العدل تقيى لإ" فإن وبذلك

d.-x y إلى بالنسبة •-،dx تغير معدل عن

•-dr، ثابت أو خطية دالة ؟ تكن لم إذا ،x فى دالة هو ، الثانى التفاضلى والمعامل

٠٠-. ء•'dx- الثالث التفاضلى بالعامل الناتج ويعرف٢ إلى بالنسبة لإ" نفاضل أن يمكننا أنه كما

a.٠. -٠''١٠dr-. ء٠٠ عمليات فى الإستمرار يمكننا فإنه وبذلك. م بالرمز لها ويرمزx إلى بالنسبةy ل

 ثابتاً رقماً ، التفاضل معاملات أحد يصبح أن إلى متتالية تفاضل

: السابق مثالنا فى فإنه وبذلك

١٦١



2
d« لإه ي602  ع2 و

١43 aoابه2,,4إل اء 
drdr'

. المذكور للمثال الرابع التفاضلى المعامل من أكثر إيجاد يمكننا لا أنه أى

y=  "م أن اعتبرنا فإذا

:- على نحصلx إلى بالنسبة المتتالى بالتفاضل فإنه
،-d  لا=nع أ-"

dx
،-2، 2-"٨-١)n،ملإ= 

dr
 =مج،n(n-١\(٨-x"-3(2 .ق٠-

dr
 إى نصل حتى تستمر أن يمكن العملية هذه فإن موجب صحيح عددn كانت فإذا

r ، لقوة مساوية (n-n)

n(n-1)n-2)....3.2.1 التفاضلى المعامل ويصبح

Factorial مضروب عن عبارة يصبح أى n " nهو التالى التفاضل ويكون ٨ا" أو 

. الصفر

. نهاية بدون تستمر أن يمكنها العملية فإن موجباً صحيحاً ليس عدداnً كانت إذا أما

-: التالى المثال من ذلك ويتضح
y=2+ر3-5 شر x-4

d 10x+23 -ر"=•.
dx
2

,4إلب=6٠-١٥
dr
3dy  ى

 د ملإه به

' "عه

١٦٢



 التفاضلية للمعاملات البديلة :-الرموز٧-٦
Alternative notation For differential Coeficients

 للدالة المشتقة بالدوال أو بالمشتقات المتتالية التفاضلية المعاملات على كذلك يطلق

 الأصلية

-: التالية بالرموز التعبير ويمكن

f(x)): الدالة رمز استخدام عند )ا( or @ (x، كانت فإذا (f(rأو )ترمز9 )ج 

r  فى لدالة

(٤)f.·. الأول التفاضلى للمعامل ترمز or ٩(٤)
،f"(٢) or٩"(x)

(or@" (x)(،ي" 

،٣""() or""(ء )

.٠ ر= الأول التفاضلى المعامل

،Y  و= الثانى التفاضلى المعامل

،y  و= الثالث التفاضلى المعامل

 الثانى التفاضلى للمعامل ترمز

 الثالث التفاضلى للمعامل ترمز

 الرابع التفاضلى للمعامل ترمز

. وهكذا.....

r y فى للدالة كرمز ( إستخدام عند ؟(

. وهكذا.....
. أحياناً ، "بر,ر "بر,y" الرموز نستخدم قد أو

Derived الاشتقاق :-منحنيات٨-٦ curves

 كل ، المشتقات من مجموعة عنه ينتجx فى لدالة المتتالى التفاضل أن سبق مما لنا اتضح

 فى دالة منها

. محددة علاقات منها تنشأً حيث .بمنحنياتها المشتقات هذه تمثيل ويمكننا

4r+3=بر -كر 

, y٨=2.٠y4-2ر=٢ 

١٦٣

-: الدالة ولنعتبر



-: التالية المنحنيات(١-٦) الشكل ويوضح

4x+3-4=ر yا( 
2)y, =2x-4
3)y,=2

(١-٦ ر شكل

-: ومشتقتيه الأصلى المنحنى بين التالية العلاقات ملاحظة ويمكن

 عند وقيمتها ،x إلى بالنسبةy زيادة معدل ، الأولى المشتقة دالة وهىY تعطى )ا(

 المنحنى على المناظرة النقطة عند الميل تساوى ،x ل نختارها قيمة أى

 الخط نرسم ثمx=3.6 أن بحيثok المحور علىA ولتكن نقطة أى أخذنا فإذا

9 فى,]=2r-4[ المستقيم الخط ويقطع2 فى المنحنى فيقطعA ب المار الرأسى

 وواضح ،P عند المنحنى لميل مساوية تكونGA الرأسى الإحداثى قيمة فإن وبذلك

. وحدة3.2 حوالى أنها الرسم من

[y, =2-4] x=3.6 المعادلة فى  قيمة عن والتعويض وبالحساب

- يساوى: الأول التفاضلى المعامل فإن
(2x3.6-4)=7.2

١٦٤



 ل موازياً مستقيم خط عن عبارة ور=2 الثانى التفاضل أو ,ر يمثله الذى والرسم(٢)

OXميل أن يوضح وهو ثابته عليه نقطة لأى الصادى الإحداثى قيمة تكون حيث 

y =2x-4، 2 يساوى ثابت رقم

 فإن] (=رx -ش4٤+3:) [المنحنىB نقطة وهى المنحنى على نقطة أسفل وعند(٣)

 للتفاضل الممثل المنحنى علىB ل المرادفة النقطة عند( )الرأسى الصادى الإحداثى

y الأول =2x-4أن حيث للصفر مساوية تكون y =2x-4محور يقطع oxعند 

. النقطة هذه

 للمنحنى المرسوم والمماسx=2 عندما الصفر يساوى الأصلية الدالة ميل فإن وبذلك

o B السينات لمحور موازيا يكون  عند

 المشتقة الدوال قيم بينما تتناقصr-4٢+3 الدالة فإن2 من الأقلx (لقيم٤)

 سالبة تكون

. موجبة2x-4 الدالة وتكون تتزايدx2-4x+3 الدالة فإن2 من الأكبرx ولقيم

-: محلولة متنوعة مسائل
 +فم(2 )ء5

٧) <د
(٢"+3٤-١)

٩. d.، : كانت إذا" أوجد(١ ر • dr

 الحل:-
 كالتال:- ضرب كحاصل أو قسمة كحاصل المسألة هذه حل يمكن

y=(2+٢ شr)x(٢" +3٤-١)
،4،-2،3,55dy (2+2r)'x(2٤+٤)x5x(١-3r+٤+)(١-3r+٢)2r)"x-2ج=)+ •

. صورة أبسط إلى الإجابة هذه إختصار ويمكن

-: الدالة مشقة أوجد(٢ ر
 -دم(=6")

٢ إلى بالنسبة

١٦٥



 الحل:-
("x3r=15r(»-6'(5٤6(=6٨ -د)ة اة"١ ءلإ؟3 -فر(6)" لا4 

 المشتقة وأوجدنا5 للأس المرفوع القوس فككنا ما إذا النتيجة نفس على الحصول ويمكن

. للحدود جبرى جمع كحاصل المطلوبة

-: الدالة مشقة أوجد(٣)
١2(3r+2rر=) 

:- الحل
(.2+x(64 ء١23 ر4+2 .")ء4(3٤+2 ا=)ء2(34+2 ")ء٤

dxdr
-: الدالة مشتقة أوجد(٤)

٠ ;م- تي- y

 الحل:-
 الجذرية الصورة من بدلاً الأسية الصورة فى الدالة نضع

5

..w=y٩

," زت لاست -ه4إ .ء ا3رs #، -إي
4 44dy ر2

r(3م(- 

5

f(»)  ر36=
 م"ام;=;=3x?xr-f6٨..5 اذ15-5

6 2 2 y

ax"-5
 )لا ح

b

١٦٦

: للدالةf)( أوجد )ه(

:- الحل

-: الدالة مشتقة أوجد(٦)



 الحل:-
a ٨  ر=لا ة {سب ب5

. dy_ nه  -م١ م، ه -م,١
] ر

bbمه 
: بكتابة النتيجة نفس على الحصول ويمكن

١  لا "عه(-=5)
b

٨-١ an ٨-١dy 1
• {dم-= ز=

bdr b
-: الدالة مشقة أوجد )لا(

٠-:
: هكذا ر كتابة يمكن:- الحل

-b

y =٢٩،

-%). dy_-  ف ا-_ا=
 إ=يء» رد

aadx
-: الدالة مشقة أوجد(8)

 -لا5,-ةر٠5
-: هكذا ر الدالة كتابة يمكن:- الحل

 ر(=sr+2-3٤ غ)

(i.4(3±-s++2(2ر+ s-34±)لإه .•
r 2 drه 

٨:.= ،.-« ج لإح 'لإلا٦
 =لا ;و,,5، الدالة: مشقة أوجد(٩ ر

 الحل:-
u=2r2+3x  بصع

١٦٧



1

· y= 2،

,'.u= 2x2 +3x . du ,. ر632 ،} +
dx

!± .:.أ. ر, هيردت بح
21dy dy du

 ر=ر ر= لإر( و+
 جة تةة (",و,ر««)

 كل مشتقة نوجد ثم الطرفين من كل بتربيع وذلك بسهولة الإجابه على الحصول ويمكن

،··y=2

٠,-« ,د,
..y2 =2x3 +3r

dy.·.2y-=63+ر" 
dr

 به.(_6++3_)(3+6٤٩)
 ه252 إ٩,,

s-٩6-

 (=ى:.6 ذ)ء-
-2  <، )حد3,] يه(! ت=,4(٤-١

r٤3 ه
 »إe.5 لي= د

3 33/(6-٤)2

٢-(4/٩»ا5

f(- 4
dt

: إلى بالنسبة طرف

-: الدالة مشتقة أوجد(١ )ه

 كسرى أس إلى الجذر نحول:- الحل

 كانت إذا(١١)

f()  فأوجد

 الحل:-

 كسرى أس إلى الجذر بتحويل نقوم ،

١٦٨



.٠f( =(2n +4-3)
-2

..f(-±(2٨+4-3)i .4(2٨ +4-3)
3 dt

(x(6r°+4=ا» اa,و-ا 
: للدالة الأولى المشقة أوجد(١2 ر

1
2r'-3x2+5r+6 )ة ب

 الحل:-
 ر(=2٤-3٤+6+5٤)

-2 (3r2+5+6)(6r-6x+5-2٤)ىلإ%١- •.
dr

6r4 +6r-5
- ر 2
(2٤-3٤2+5r+6)

٧=٤-3٥,,5

y4( ٤-) د454٦ ي,
drdr dr

 ٨د- إو ي1,وبد .مى ووف,وبدء
 ،لأ, ل لأج

2x+552 +شر

dy
dr

: كانت إذا(١٣)

 فأوجد

 الحل:-

-: حيث

=xd7d-2R+5 ر إ2١ =/=X4 م=(r+5 (ج2
2٢2+5 '2٤4+5'r dr  ه2٠

-: الدالة مشتقة أوجد(١٤)
23y=2++3٢--}

 كالب_ًً الأسية الصورة فى الدالة كابة يمكن:- اخل

١٦٩



-١١ -3
 د ،

y= 2+3x2 +3x2-2r2
3dy ا--5 -3 3 3x4+2+-عه22 ر=·2 ر 

 بر=x آ

7٤6

7x6x9

7x6x5  ج

7x6x5x4  ر3

840x3  ر4

2520x2 x

5040

33-3
٥٢ ،،دب 2٢

: للدالة السابعة المشقة أوجد(١٥)

 الحل:-
: الأولى المشتقة

: الثانية المشتقة

: الثالثة المشتقة

: الرابعة المشتقة

: الخامسة المشتقة

: السادسة المشتقة

: السابعة المشتقة

. مشتقات ثمانية لها ،y آر= الدالة فإن ولذلك صفر= الثامنة المشتقة أن وواضح

(3x+2(r -شن5)=y( الدالة مشقة أوجد(1٦:

 الحل:-
d(u.v)= w٠d٧+٧.du.

(5-2)(2٤+5r)3)+(3٤-٤2د) }«.•
dx

= 3x4-15٤+6x4-15٤+4x-10
= 94 -26x-10

٦) د  ,ة

-: النظرية نستخدم

-: الدالة تفاضل أوجد(١٧)

 الحل:-
-: كالتالى النظرية بتطبيق لنا تسمح وهى أسية صورة إلى الجذرية الصورة نحول

•. =لاr(2 ق)ر-ش

١٧٠



 مقدارين ضرب حاصل عن عبارة وهى

 =،٨ .ف٧(=22 ذ)
dudvdy

 ر+لإرت
drdrdr

]4

 (.قمa -شم١)3.4٤(+1-2٤)5.3,
3

·٨ ر-3٩٤3[  'ج- 'ج ا{ ب
3

42

3(±-٥٤ )ا-ف3\١a٤ او-

r3١4 [٤ و-
 د

.@,5-
{ د .',

+=(+)

: الدالة تفاضل أوجد(١8)

 الحل:-
: الصورة فى بكتابتها المسألة هذه حل يمكن

 إ-
 د

• x=2٥ د

 عه ا-
".= إلا

du 2

،·.·u = . وه ر+ا y
dy

١٧١

u =1+y4  نضع ثم



 ه4 ا-_ه رج
 لا=-ت، ،{

dy du dy 2
-3]=(1+y)7 .2y

2

;4» صد٨هد
«٠) من كل فى ضمنية دالة على نحصل حيث الطرفين بتربيع المسألة هذه حل ويمكن

{" ح +
1+y%

· ر2_ ،

 ";"ي إما ا بر٠ .دبد عاه صد نمدا
: .رy4 وكذلك بعضهما فى مضروبين مقدارين

o٠ /ا١ ,م4{ب را -ارجم. dx
d :.٠2٤+242,+2 شر=0

dx
d..2٨2,-2r-2r3=-2»(1+»)
dx

(y+١-)+)إه-2 )%«+ا 
3 د_ مرمد

 عه2 رشر yم
y-1-rydr

 ه ت صه [دح

٥(٠)(٠ {رر(٩١)
 إ، بمي د·مده د

-: الدالة تفاضل أوجد(١٩)
92y=(x-3)(3x-1)

3x-2

١٧٢



 الضرب وحاصل الأول للحد القسمة قاعدة نستخدم ، المسألة هذه الحل:=فى

-: هكذا ، الثانى للحد
24y (3x-2)18r)-9x(3)..[, .3)@3)-.(3  بر{ د أ,[( د.1

(%r (3r-2ه 
54r4 -36x-27x2  ي=(-3 -ر9+3 )[-ج

(3r-2)%

27٤2-36٤ رى(.10)  د -كد

(3٤-2)%

-: المقامات وبتوحيد

27٤2 -36x-(6x- 10\3x-2)
(3r-2)

x-2 ا-«٠٠-٦ ا[ت،١2

. النتيجة هذه إختصار ويمكن

: للدالة" أوجد(٢0 ر  مر"
22d -:٩2 أوش,«-6»«4 ء٠ أ [مهدة-،

٠٠\«٠-ة4 «جهة{ اووطيج
 د ري.٤د ين [برًيعي

 عه٨-2٤-2 ذر
٢-4r-2+2
 :أ#:هة· أة،

5٤"(٢-4)
 ه

2 32 (x-2)  -ع2)5)
5x(٢-4)

7
2(٤-2)

١٧٣



-: للدالة الأولى المشقة أوجد(2١)

«٠-٠4(-٤
-: كالتالى الأسية الصورة فى الدالة نضع:- الحل

•• أز،
chain rule (  بالتتابع) متسلسل تفاضل عملية إجراء يلزم وهنا

٠ ً،[-ب/±-#٤ :ا--إ ه١ قهر ،٤ لز
١٤5 41151 dx22 ا!-٠f أ٠ ا+٠ أ.:±

222 .او- .:.،او"إ: بقرء

2ج د ،د ل ،د  ءه-]٠ نه
 كانت إذا(22 ر

-: وكانت
dy

3y=(x2 +2٤+1)

x = 3r +2٤-١

 فأوجد
dt
 الحل:-

dy_ dy d
a dr"٨ عه

2، %3(٤4 +2x+1).(2٤+2)=6(٤+١٤2+2٤+١)
dx

١٧٤



dr، =6t +2=2(3t +1)
dt

2 (2r+1)x2(3+1+٤+١٧)64 ى•.
dr

2
=١2(٤+1)٤ +2x+1)(3+1)

-: للدالة النونية المشقة أوجد(٢٣ ر
1

2x+3 ل ا
 الحل:-

y =(2x+3)-
2x+3)-2x2=-2(2r+3)-2)1ر=- 

2r+3)-2x2=8(2r+3)3)4=بر" 

(2r+3)x2=-48(2x+3)24=-بر" 

2x+3)-2x2=384(2x+3)2)192=ر" 

-: الأولى والمشتقة

-: الثانية والمشتقة

-: الثالثة والمشتقة

-: الرابعة والمشتقة

:- مايلى يلاحظ النونية المشتقة ولإيجاد

 ترتيب وأن سالبة والأخرى موجبة مرة أنها أى الإشارة تبادلية المشتقات أن )ا(

 المشتقة قيمة فإن فرديا يكون عندما(٠.٠.٠. ، والخامسة ، والثالثة ، )الأولى المشتقات

 موجبة المشتقة قيمة فإن زوجيا ترتيبها يكون وعندما. سالبة تكون

 عندما فمشلاً-(1") بأنها النونية للمشتقة السابقة الخاصية عن التعبير يمكن فإنه وبذلك

n=3(1)-=١ سالبة: تصبح الإشارة فإن فردية وهى-

: الإشارات( )بإهمال كالتالى المشتقة معامل(2)
2,8, 48, 384 , ...0.0

2=2'٠١!=2x٨!
8=22.2!=2" xn!
48=23.3!=2" xn!
384=2".4!=2"xn!

: [n= ١ [عندما الأولى المشتقة

: [n=2  [عندما الثانية المشتقة

: [n=3  [عندما الثالثة المشتقة

: ٢n=4  [عندما الرابعة المشتقة

١٧٥



:- الإعتبار فى(2x+3) المقدار أس أو قوة أخذ عند(٣)

:n= =3(2x+3)١ الأولى، المشتقة  =ما ا
(2x+3) (2x+3)"

:n=2، =3-(2x+3) الثانية المشتقة  أ م"=
-(2x+3) (2x+3)"

: n=3، ="(2x+3) الثالثة المشتقة  أ= ا
(2x+3) (2+3)

: n=4، '(2x+3) م"=ط=ذ-(2x+3) الرابعة المشتقة (2r+3)"
:- مى و و للمقدار النونية المشتقة أن سنحد سبق ومما

r(»=(-2إ١٠ (2x+3)""
:- مثال

: تساوى ذاته للمقدار الخالعة المشتقة

(1x8x(3x2x1-21.3١ر١)±(ء)- 3  ل{ ح ر د
(2x+3)"(2r +3)3'

-48
(2x +3)"

١٧٦



(2r-3)2ر 
aر 

Exercise "8"
:٢ فى الآتية للدوال والثالثة والثانية الأولى المشتقة اكتب

٠٠٠٠٠٠٠٠٠ )ا(.

·٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٢)

3٤-4٣2+242-7r+2

2r' ١-r +ر34-

r

٢
٠5٤+7

 فم

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٣)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٤)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٩)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٦)

·٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٧)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠(.٨)

,", للمقدار"n" الرتبة من التفاضلى المعامل أوجد(٩)
a -٢

2a.a+x-٢ [ا،طا,ا ملحوظة: a22 ر

f(r)=6r4-5r+3( كانت إذا(١٠:-

 على المناظرة النقطة هى وماf(0)=0 تجعل التىx قيمة هى وما(0) فأوجد

.(٣) المنحنى
: المنحنى ميل عندها يكون التىx قيمة أوجد(١١)

°5rفم 
+6x+1f(r)=-

23
 هى وما للصفر مساوياf(٢) ميل عندها يكون التىx قيمة هى وما للصفر مساويا

. المناظرةf(٤) قيمة

-'٤=)٢)f( كانت إذا(12: 5٤2+7

x f(2) قيمة أى وعند ، f( .١) فأوجد f( ٢) قيمة تتلاشى

١٧٧


