
 الثامن الباب
 والصغر العظمى القيم على تطبيقات

Applied problems in maxima and minima
 من أى معرفة هو النوع هذا من المسائل حل فى خطوة أول إن:- :-عام١-٨

. أوالصغرى العظمى قيمته حساب مطلوب ، المتغيرات

y ٠٢ بين فيما معادلة نكتب ثم x ، المستقل المتغير معرفة ثم y  التابع المتغير معرفة أى

 المستقل المتغير لنا يقى بحيث بالتعويض ملاشاتها يجب المسألة فى أخرى متغيرات وأى

. y  التابع والمتغير فقط٢

. الحرجةx قيم لإيجاد بالصفرy نساوى ثمx إلى بالنسبةy نفاضل ثم

. صغرى أم عظمى نهاية هى الحرجةx قيم من أيا نحسب النهاية وفى

:- بالعلاقة تعطى ثانية/ بالقدم جسم سرعة كانت إذا(١ ر
V()=r'-4١+5 t > 0

. بالثوانى الزمن ، حيث

. نسبية صغرى أو نسبية عظمى السرعة تصبح لكى اللازم الزمن فأوجد

 الحل:-
. الحرجةt قيم لإيجاد المعادلة وعل بالصفر ونساويهاV(r نوجد)

V()=21-4=2(-2)
 للزمن الحرجة القيمة وهى=+2 فإنV()=0 وعندما

٧ نختبر)( ، صغرى أم عظمى قيمة هىt=2 كانت إذا ما ولمعرفة

t = 2  وعندما510<2 عندما

٤10<2 لقيمV(r)<0 أن نلاحظ وسوف

، V()>0ا2 لقيم< 

V(2)=1 f/s ، t=2 V عندما نسبية صغرى نهاية لها  أن يعنى مما

V(0)=5  أن تجد وسوف =ا0 أى النهاية نقطة لنختبر ، والآن
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 دالة ،V فإن وبالتالى سالبة قيمة ذات وهىV(0)=4 أن كذلك نحد وسوف

. t=0  عند تناقصية

 الرسم أنظر ، عظمى قيمة وهىs//5 تساوىV(0) فإنt20 الفترة ففى ، ولذلك

٠(١-٨) شكل

(١-٨) شكل

 حاصل يكون بحيث رقمين كمجموع ، معين رقم عن التعبير يمكنك كيف(٢)

. يمكن ما أكبر ضربهما

 الحل:-
: لنعتبر

x =  جزئيه أحد

•.(a-x)المعين الرقم من الآخر الجزء هى .

:- يساوى لجزئيه المكونين رقميه ضرب وحاصل

r(a-)=xa-٤=y
 بالصفر ونساويهاy نوجد يمكن ما أكبر الضرب حاصل يكون ولكى

y=a-2x=0
a

 لء.
2
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a =  معين رقم أى



 ،" ولتكن± من أقل قيمة سنأخذ ، لا أم عظمى قيمةr"= كانت إذا ما ولعرفة
224

٤٠-٠٠a٠ ،3a-da 3a : -=r عند قيمة تحسب تم ولتكن- من أكبر أخرى قيمة ونأخذ
24•dr4'4

:- عظمى قيمة "=ع تكون ، إلى)()( من الإشارة فى تغير هنالك كان فإذا 2-
2a aad (٧eه=ا=م-==±)+ 242 ه(؟؟dr

a6a3ad (٧e)-ه( -=-ه=ا==ء٣ب "" 44r  ه2
 تماماً جزئين إلى يقسم المعطى الرقم فإن وعليه عظمى قيمة فعلاً هىx-= فإن وعليه

. يمكن ما أكبر ضربهما حاصل فيكون

 بحيث جزئيه من كل قيمة فاوجد ، جزئين كمجموع100 الرقم اعتبرنا إذا(٣)

. يمكن ما أكبر ضربهما حاصل يكون

 الحل:-
100 الرقم جزئى أحدr لنعتبر

100-x = :. الآخر الجزء

-: p =  الجزئين ضرب حاصل والآن

p =٢(100-r)= 100r-4ر 
 بالصفر ونساويها م نوجد

٠٠ p =100-2r=0
.:. 2r= 100 .• x=50

. الوحيدة الحرجة القيمة وهى

 ، عظمى نهاية هىr=50 أن من ر بطريقة نتأكد السابقة المسألة فى المتبع ومثل

 كل يكون عندما يمكن ما أقصى يكون ،100 الرقم جزئى ضرب حاصل فإن وعليه

2500 = 50x50, 50+50 =100 , 50  هنا وهو متساويين جزئيه من
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. ممكنة قيمة بأكبر مربعه عن يزيد الذى العدد اوجد(٤)

 الحل:-
 وليكنx العدد= وليكن ومربعه العدد بين الفرق عن تعبر التى المعادلة أولاً نكتب

. f  هو الفرق
..=٢-٤2

. الحرجةx قيم على للحصول المعادلة ومحل بالصفر ونساويهاf نوجد ثم
..f=1-2x=0

 ن١
.٠} -٥

. الثانية المشتقة نوجد لا أم عظمى القيمة هذه كانت إذا ما ولتحديد
(ve)-2ي"=- .•.

 سالبة دائماً الثانية المشتقة أن يعنى مما

 عظمى قيمة هىx= أن يعنى وهذا

2- ، أ هو ممكن قدر بأكبر مربعه عن يزيد الذى فالعدد:.

 ، د ،

 اكبر ضربها وحاصل20 مجموعهما= اللذان الموجان العددان هما ما(٥ ر

. يمكن

 الحل:-

p=٤(20-r)
= 20x-r4

-: x-20 الآخر فالعدد

x>0, 20-x> 0

r  العددين أحد ليكن

p  ضربهما وحاصل

0<x<20  أى

،4h 20-2٢
dr
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= 2(10-x)=0
.٠٢ =10

 عندما" إل ننظر عظمى أنها من وللتأكد حرجة قيمة توجدr=10 وعند
-''dx

r> 10 x<10 وعندما

 وسوف عظمى نهايةx=10 تكون)( إلى)+( من الإشارة فى تغير هنالك كان فإذا

:- أن بجد

d <"10>٤ عندما 0 (+ve)
dr
d r>10"2 عندما 0(-we)
dr

104P= عندما
dx

 ما إذا النتيجة نفس على الحصول ويمكن عظمى نهاية تمثلx=10 فإن وعليه

. الثانية المشتقة طريقة استخدمنا

-dr ي2-(٧e) ه2

r=١0  عند عظمى نهاية وجود يعنى مما دائما سالبة وهى

 عليه نقطة كل عند للأسفل مقعر أنه سنجد(٢-٨) شكل الرسم إلى نظرنا وإذا

r =10  عندما عظمى قيمة وللمنحنى

 هما يمكن ما أكبر ضربهما وحاصل20 مجموعهما= اللذان العددان فإن وبذلك

100 ضربهما- وحاصل10,10

:- كالتالى عددين أى بتجربة ذلك من حسابياً التأكد يمكن:- ملحوظة
2+18=20 2x18=36
4+16 =20 4x16= 64
6+14= 20 6x14= 84
7+13=20 7x13=91
8+12=20 8x12=96
9+11=20 9x11=99
10+10= 20 10x10= 100
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(2-٨ ر شكل
 مكعب فى أحدهما ضرب حاصل يكون بحيث جزئين إلى72 العدد قسم(٦)

. العددان هما فما ، يمكن ما أكبر الآخر،

 الحل:-
 الجزئين أحد هىy لتكن

(72-y) = :. الآخر الجزء

-:p  ضربهما وحاصل

y(لا y-72م=) 
=72,3 ر-

٠d  بالصفر ونساويها نوجد ذلك بعد
dx

.:.216y2 -  فر=40

.• 4y2 (54- y) =0

.. y=0 y =54

٢٤٢

y  الحرجة القيمة وهى



 الآخر فالجزء صفراً الجزئين أحد كان إذا لأنه هنا شيئاً تعنى لاy=0 أن وواضح

. عظمى قيمة يساوى ولا0= ضربهما وحاصل72(=0-72)=

y =54  وضعنا إذا أما

 ، لا أم عظمى نهاية تحقق هذهy قيمة كانت إذا ما لرنة إ" فنوجد
dy

2
 ه=ي"32-«°2«

dy

:- أن سنجدy=54 بقيمة وبالتعويض
2

(ve)-=١١66"ي 
dy

(54-72)18 مساوياً الآخر الجزء ويكون54= الجزئين أحد يكون عندما فإنه وعليه

. عظمى نهاية توجد فإنه

 فى مضروبا أحدهما ومربع100= مجموعهما اللذان الموجبان العددان هما ما(٧)

 يمكن ما أقصى ، الآخر مكعب ضعف

 الحل:-
٢ هو العددين أحد أن نفرض

(100-r) .:. يكون الآخر العدد

:- كالتالى المعادلة نكتب والآن

(']x2(oo-n٣3م= 
'4n(100-) %)ج- - 6r(100،م= 

=2٣(١00-٤) [2(100-r)-3r]
=2x(100-r) [200 - 5x]

.·.2x=0 r و =0
p =0  وبوضع

، (100-r)' =0 0=(r-100) ب »x=100
، 200-5r=0  و=40

٢٤٣



40,100,0 هى الحرجةx قيم.٠

:- كانت ولما
p(100)=0,p(0)=0

p40)=2@4o)' [(oo-4o)']

- 32oo  >[ذ600]

60,40 هما الرقمان يكون وعليه اللازم الشرط تحقق التى هىx=40 فقيمة

 فما مستطيل شكل ذات تكون بحيث تشكيلها يراد متر20 طولها سلك قطعة(8)

. ممكنة مساحة بأكبر يحيط بحيث المستطيل هذا أبعاد هى

:- الحل
.(٣-٨) شكل الرسم أنظر

٩

1٥-٦

(٣-٨ ر شكل
x=  المستطيل عرض أن اعتبرنا إذا

20-2x
2

= (10-x)  طوله فيكون

x( 10-x) = ٨ المستطيل مساحة ،

- ل، ه2٨١0
dx

2(5-r)=0
r=5

٢٤٤

A =0  وبوضع



 قليلاxً من أكبر قيمة نختار ، لا أم عظمى نهاية تحققx=5 كانت إذا ما ولمعرفة

 ، سالب إلى موجب إشارتها تغيرA أن ونثبت4 ولتكن قليلاً أقل وقيمة6 ولتكن
A(6)=-2,A(4)=2

( مساحة )أكبر اللازم الشرط تحقق التى القيمة بالتأكيد هى=5:.

5,(5-10=)5 المستطيل أبعاد تكون وعليه

5m.=  ضلعه طول مربع هيئة على الشكل يكون أن يلزم أنه أى عرضه= طوله أن أى

 مما سالبة أنها فسنجدA أوجدنا ما إذا عظمى نهاية هىr=5 أن إثبات ويمكن

. عليها الحصول السابق الإجابة يؤكد

r = ( قطرها نصف دائرة داخل رسمه يمكن لمستطيل ممكنة مساحة أكبر هى ما(٩

:- الحل
٠(٤-٨) شكل الرسم أنظر

(4-٨) شكل

2r =  المستطيل قطر أن يتضح الرسم من

 العرض(=) المستطيل ضلع طول ،

 ق),56ا قر- المستطيل طول:
٧٩,-,

A = x العرض  الطول= المستطيل ومساحة
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,-٨٠=٤٩ ٨
٨٠-٤ ،4ب٨٩- =+أء م=.jء dr

o,-,(4 ث+)( -لا>)ر-2,±x"=٨ ء.•
2

:- وبالإختصار
4r-2ه_جغ 

(4,- ق)فم

 ، المستطيل طول يمثل لأنه الصفر يساوى أن يمكن لا(4,2-٨2) المقام كان ولما

:- الصفر يساوى وأن لابد البسط فإن لذلك
.:. 4٣4 - 2r =0

.٠.4٢2 = 242
2r2شر ·  ن ، د

.• ٢ =r٠2
 المستطيل:- طول يكون وعليه

٠-,-[,},]z)]-[,  ,م( ]-)م-٨«.-(-2-
r= عرضه= المستطيل طول أن أى 2 فى مضروبا الدائرة قطر نصف=2/

. r2 =  ضلعه طول مربعاً يكون أن لابد أنه وواضح

 مرصوف طريق على لها نقطة أقرب من"T"km بعد وعلى"A" عند دراجة(١0)

(٥-٨) شكل الرسم أنظر ،"٥"

 قحه الطي.الرز+

(٥-٨) شكل
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 نقطة من"kn"3 بعد على المرصوف الطريق على"C"" إلى يتجه أن قائدها يريد

"O"المرصوف غير الطريق على سرعته كانت فإذا AO"تعادل I0" kn/h"فى 

. المرصوف"CO" الطريق على"km/h"20 تبلغ أنها حين

 إلى يصل حتى الدراجة قائد يتجه أن يجب المرصوف الطريق على"B" نقطة أى فعند

"C"ممكن زمن أقل فى .

 الحل:-
 ، الشكل من

A0=1 km
, OB= r kmm

،٨E= ٠١ر ما
,BC=3- r km

 من ثم" أيضاً مرصوف غير طريق"B إلىA من بالدراجة يتجه أن الراكب وعلى

Bإلى Cمرصوف طريق عبر .

 السرعة= المسافة= لذلك اللازم والزمن

 مد د ، .م ت,٢لا و-(
20١0

r T إلى بالنسبة T نفاضل ، صغرى نهاية r عندها تكون التى  قيمة ولإيجاد

. بالصفر ونساويها
1١١x2x

 أ· ب{

١٥ 2٠٤ o

+-,»- لم
_2 -ي0ا,و م_

wم٠٢٠٤ 
 الصفر يساوى فالبسط لذلك ، الصفر من وأكبر دائماً موجب المقام كان ولما

٠2٤-٥٦٤
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٠٠/٢٠, =n,
·.1٠ ع+4=4 ر2

2 1
..X -

3
1٠ +=±3

± قيمة فإن وعليه المسائل من النوع هذا فى معنى لها ليس لأنه مرفوضة السالبة والقيمة

3 م=+ هى الحرجة
B OC نقطة عند AB يقطع بحيث  اتجاه فى يسير أن الدراجة قائد على فإن وبذلك

0.58 kmn = = م OB = x  بعد على

(a)  قطرها نصف كرة فى وضعه يمكن قائم دائرى مخروط أكبر أبعاد أوجد(1١ ر

 الحل:-
٠(٦-٨) بالشكل موضح هو كما

 ازر١/٩/
٥ ر١\

// \3 ١

 ، ي

(٦-٨) شكل
 يبلغ والتى ه المخروط قاعدة مركز إلىs الكرة مركز من المسافة هىx أن نفترض

 ق] قر:- قاعدتها قطر نصف

a +x =  المخروط ارتفاع وأن
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1
V= m ٣4H

3

:- الإرتفاعx القاعدة مساحة القائم= المخروط حجم:٠
3

 ه() الروط قاعدة تطر نصف خل م حيث

، hالمخروط =ارتفاع .

3 .،٧ ذو(±'), »،٠«
٠ m٤.• ٧=-[a2- ٨2-2٤(a+r)]

3
m=(a+٤)(a-3x)
3

V=0  وبوضع
T..-(a+)(a-3r)=0
3

.'٠ =-a
a
- -و{ د 3

.• ٧

. سالبة مسافة توجد لا لأنه معنى ذات غيرx ر-=a والإجابة

" نوجد عدمه من ممكن ححم أقصى نحقق٢=٤ كانت إذا ما ولعرفة

. = سالبة أى (a+3r)=(-ve)
3

 تكون عندما فإنه وعليه كذلك الموجبةa ، الموجبةx قيم لجميع دائما سالبة وهى

-6.-3 أكبر المخروط حجم يكون الكرة قطر-' لسدس مساوية٢ تكون عندما أى "ع

: ويساوى يمكن ما
T٤ (٢+a)٠'(x=-)٧ -"ه
3
m a2 a 32  ،»::=اي+ه(ا%ه(,

 كان فودا قر، «بث حعم ردات أعى من منوحذ الشكل سطوانبة غلاية»3
. الأسطوانى السطح ضعف يتكلف الغلاية قاعدة سطح
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. يمكن ما أقل التكلفة تكون بجيث القطر نصف إلى الارتفاع نسبة فأوجد

 الحل:-
:- نعتبر

r=  القطر نصف

h=  الغلاية ارتفاع

2k =  القاعدة سطح من المساحة وحدة تكلفة

k=  الأسطوانى للسطح المساحة وحدة تكلفة

c=  الكلية التكلفة

c=2k ٣٨ + 2k ٦ rh

·.٠ V=m ٣ h

(r)  وهو فقط واحداً لتصبح الأيمن الطرف فى المتغيرات نختزل ثم

.٠.٨-٧
m ٣2

٧..c =2k m ٣ + 2k­
y

2kV
.'.c =4k ٢٦ و­-

٣

.•. c= 4k ٦ r- 2k m h= 2k T (2r-h)

-: r c إلى بالنسبة  وبتفاضل

(٧ )ثابت=

 ، ثانية مرة٢4hV=m وبوضع

-: c= ٥ وبوضع
..h=2r.•. 2r-h=0

 أقل تكون التكلفة فإن( القطر) القطر نصف ضعف الارتفاع يصبح عندما فإنه وبذلك

. يمكن ما

 بها نرسم أن مطلوب ،4 قطرها= دائرة نصف ،(٧-٨) الشكل فى(١٣)
 ؟ أبعاده هى فما ، بمكنة مساحة أكبر ذو يكون بحيث مستطيل
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 الحل:-

 أيعة

٤٧-٨ ر شكل
( الشكل )من المساحة

A=2٢٠y
, x=2cos 0
, y=2sin0..A=2.x.y=2.2 cos0 . 2sin 0 =8sin 0 cos 0

. sin 20، ·.·sin0 cos0 =
2

•.• A=4 sin 20

0 ل بالنسبةA بإيجاد وذلك للمستطيل مساحة لأكبر المناظرة0 قيمة نوجد وسوف

:0 قيم نوجد ثم بالصفر ومساواتها
dAA ==4xcos20 x2=8cos20
d0

،A =8cos20=0

•. cos20=0 ..2٥I
2

.٠.٥-±
4

٠٠Tنوجد تم و ء-٤ Aلا أم مساحة أقصى حقق0= كانت إذا ما لمعرفة -:
'4

A =8x-sin20x 2 =-16sin20
Tم٤ TT•٠٠٠٠

=-ve  ان بجد20= او0-= وضع فعند
42

. عظمى نهاية هنالك تكون٥" عند
4
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= A  والمساحة

٠TT•
A=4sin wnits =ا4"/2

 ما أقصى قطره وطول مربعة وحدةA مساحته الذى المستطيل أبعاد أوجد(1٤ ر

. يمكن

 الحل:-
(٨-٨) شكل الرسم أنظر

= المستطيل عرض اعتبرنا إذا

y =  المستطيل طول اعتبرنا وإذا

z=  المستطيل قطر اعتبرنا وإذا

..A =٤y

،٤ =r2 +  شر
2

A22
.٠ ج-­٢+  ر

A
،.٠y=

r

x  إلى بالنسبة وبالتفاضل
2

2Aو روغه, 
 ب2،ء. ب ب{,

dr قر

2٨°..2x--=0
x

%A=د .:.

A =xy=4ع .•.

dz.
 صفر الأيسر= الطرف.٠=0 وبوضع

d

.. x= y

. مربع يكون المستطيل فإن وعليه
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 لا

٤

(٨-٨) شكل

: يكون وبيث24 مجموعهما موجبين عددين أوجد(١٥ ر

 يمكن ما أكبر ضربهما أ-حاصل

 يمكن ما أصغر مكعبيهما ب-مجموع

 الحل:-
(٢),(24 - r)  هما العددين أن نفرض: أولاً

y =  ضربهما حاصل أن نفرض

..y=٢(24-r)=24٤-٢'
، y=24-2r =2(12- x)

 =ر0 بوضع
.:.12- x=0 .٤٠= 12

. الدالة لهذه الوحيدة الحرجة النقطة وهذه

24,12,0: عند أى الفترة طرفى وعند الحرجة النقطة عندy الدالة قيم نوجد ثم

.: y,, =24x 12 - (12) =288 - 144= 144

، ,o-م 
' Y,,=24x 24 - (24) =0

y  إ44=

also

: هى الضرب لحاصل قيمة أكبر فإن وعليه

٢٥٣



x=12  عندما

12,12 العددان يكون عندما أى

, ٢y هما العددين أن فرضنا فإن سبق كما:- ثانياً = x- مكعبيهما ومجموع24

.• y =(24-x)  ر3+

، y=3x2 +3024- x-1( ج

= 3r2 -3(576- 48x+ x)

= 3٤4 - 1728 + 144r -3x4
=144x- 1728 - 144(٤-12)

y =0  وبوضع
.•. 144(x-12)=0
.•. x=12

. الدالة لهذه الوحيدة الحرجة النقطة وهى

12,0,24 عندy الدالة قيم نوجد ، أولاً فى سبق وكما

 رولا:·(=12-24+)123=1728+1728=3456

 رلا·(=24')+0=13824

 رولا"=243+0=13824

 أىx=12 عندما عليها ونحصل3456 هى المكعبين لمجموع قيمة أصغر أن وواضح

12,12 هما العددان يكون عندما

. صفر( العددين رأحد13824 هى تكون المكعبين لمجموع قيمة أكبر أن كما

 عندما دائرته قطر نصف طول أوجد.cm64= محيطه طول دائرى قطاع(١٦)

. يمكن ما أكبر سطحه مساحة تكون

 الحل:-
٠(٩-٨) شكل الرسم أنظر

٢٥٤



 ج
(٩-٨ ر شكل

O = =r ومركزه  القطاع دائرة قطر نصف أن نفترض
Scm= A، قوسه طول cm"=  ومساحته

1، A=-S٠٠٠٠٠٠٠٠.٠٠٣(1)
2

.: S+2r= 64

.:.S= 64-2r

64 cm = :.' القطاع محيط ،

٠٠٠٠٠٠٠٠.. (2)

-(:2) المعادلة منS قيمة عن(1) المعادلة فى وبالتعويض

..A=2-64)م١ r)
2

= 32,- ,4

(2r=206-r-32"=ه.٨ 
dr

A وبوضع  الحرجة القيم على للحصول0=
.:.2(16-r)=0 .·٠٣=16

r=16الدالة لهذه الوحيدة الحرجة النقطة هى 

A"  وبإيجاد

..A =-2 =-٧e
256cm" r=16 وتساوى القطاع لمساحة عظمى نهاية توجد  عند أنه أى

٢٥٥



r r=16 الفترة حدود وعند A الحرجة النقطة عند  الدالة قيم نوجد أخرى بطريقة أو

]0,32[ وهى
(32x16-(16=8 رو

= 512-256 =256 cm3

'4 =ر0
32x32-(32)=0=4 رو، 

- القطاع: سطح لمساحة قيمة أكبر.•
A =256 cm%

S=32 cm،r=16 cm  عندما وذلك

 من قطعت ،cm20,32 أبعاده مستطيل شكل على معدنية صفيح قطعة(١٧)

 صندوق لتكون الحواف ثنى تم ثم المساحة متساوية مربعات أربعة ، الأربعة أركانها

 الأعلى من مفتوح مستطيلات متواز شكل على

 حجم يكون وبحيث الأجناب من القطوع المربع ضلع طول حساب والمطلوب

. يمكن ما أكبر الصندوق

(.١٠-٨) شكل الرسم انظر الحل:-

 مخي محم

 ي، د<
32 ة بق

4٤

32-22

(١٠-٨) شكل
، x cm =  الأجناب من المقطوع الصغير المربع ضلع طول أن نفترض
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٧ cm

r cm

(32-2 r),(20-2 x)
٧ الإرتفاع-x القاعدة مساحة

- الصندوق حجم

- الصندوق وإرتفاع
= قاعدتيه أبعاد ،

- الصندوق حجم ،

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ )ا(

]0,10[ هىx فيها المحصورة الفترة وطرفى
d -.٧ ء  الحرجةx قيم على للحصول بالصفر ونساويها٧ ر= نوحا نم

104x4+640x٧=4 -فر,:.·
...٧=12٤4 -208x+640

= 4(3x4-52x+160)

V\=0  وبوضع

.(3r4-52r+16)=0

..(3r-40\(x-4) =0
..x= 4

=.40 .--- ٠ ]0.10[ الفترة بداخل تقع لاx-= لأن مرفوض الآخر والجواب •30•

]0,10[ الفترة فى وهى٢=4 عندما وحيدة حرجة قيمة هنالك.:.

4,0,10 عندV قيم وبإيجاد

.٠W(4)640('+4)104-2(4)4=ر )
= 256- 1664 +2560
=1152 cn3

(o)2 -104(1o)%  ،٧ ر=٧0٠( ر=4(10)640+
= 4000-10400+ 6400 =0

1152 cn2 = (x=4) .•. عند للحجم قيمة أكبر

 ، عظمى نهاية تحققr=4 أن إثباتV بإيجاد ويمكننا

٢٥٧
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y=24r-208
= 24x4-208 =96-208=-112 (-ve)

x =4  عند للحجم عظمى نهاية وجود يؤكد مما سالبة وهى

 بينما جهتيه وفىxor الأفقي المحور على رؤسه من رأسان يقع مستطيل(1٨)

 أكبر أبعاد أوجد ،y حر-و= معادلته مكافئ قطع محيط على الآخران الرأسان يقع

. مساحة( )أكبر المطلوب الشرط يحقق بحيث رسمه يمكن مستطيل

(.١١-٨ شكل) الرسم انظر الحل:-

(١١-٨ ر شكل
 قيمة وأن كماOY الصادات محور حول متماثل المكافئ القطع أن واضح

 سالبة أم موجبةr كانت سواء

 فإن(x,y) هى المنحنى على الواقعة الرؤوس أحد إحداثيات كانت إذا فإنه وعليه

(-x,)  هى الأخر الرأس إحداثيات

- هى: الأربعة الرؤوس إحداثيات فإن وعليه
(-x,0) , (r,0) , (-٢,y) ,(r,y)

٢٥٨

yتتغير لا 



. بالشكل موضح هو كما

 ثم فقطy أو فقطx بدلالة عنها نعبر أن ويجب ، فرضاA- المستطيل ومساحة

:- عندماy أوr قيمة محسب
A =0ه Aه or when =0

dr dy

،·. A=2ry=2٤(9-r)=2(9r-r)
.•»2 -و3٤ )ق

dr

.:.9- 3r=0 .:.r2=3 ..x=±٠3

٠٠٠٠٠٠٠.٠. (1)

A=0  وعندما

x

، A =-12r

Aنوجد تم قيمتى عند 

A أن وسنجد < . عظمى نهاية أى ،x+= 3م عند0

-: مساحة أكبر على للحصولx قيمة عن(1) المعادلة فى وبالتعويض

.٠ A =2(9.3-33)=123  مربعة وحدة

6 هما ، r=  3ي وبعداه

as:,y=6(=3و-) 
 هيع من بسور إحاطته يراد نهر ضفة على يقع الشكل مستطيل حقل(١٩)

 جنيهاتI0 السور تكلفة كانت فإذا. النهر على الواقع الجانب باستثناء الجوانب

 الواقع للسور الطولى المتر يتكلف بينما ، النهر على المتعامدين لجانبيه طولى متر لكل

. جنيها15ً الأخرى الجهة من للنهر الموازى الضلع على

22500 تبلغ وبتكلفة ممكنة مساحة أكبر تحقق التى الأرض قطعة أبعاد هى فما
 جنيها.
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x لتكن:- الحل mtالأرض قطعة عرض هى 

y لتكن ، mtللنهر الموازية الأرض قطعة طول هى 

A ، هى المربع بالمتر الحقل مساحة

(1).:.A=x.y(٨)٠٠٠٠٠٠٠٠.٠
 جنيها10xً= المستطيل لعرض السور وتكلفة

 جنيهاx20ً= المستطيل عرضى من لكل السور تكلفة.:.

. جنيها15yً الطول(=) للمستطيل الثالث للضلع السور تكلفة تكون وبالمثل

٠٠٠٠٠٠٠٠٠.(2).:.20x +15y = 22500

y y قيمة نوجد حيث x أو A سواء واحد متغير بدلالة  عن نعبر أن هنا ويجب

(1) فى بها ونعوض(2) منx بدلالة

-(:2) المعادلة ومن

15 y =22500 -20x

٠.٨ (ء=١s -م4 )ء 3

= I50o ٤ قر-
3

4..y= 1500-r
3

(1) المعادلة فى هذهy بقيمة وبالتعويض

. الحرجة القيم على للحصول بالصفر ونساويهاA نوجد ثم

. :A' =1soo  ر0-
3

=2-.·.450015008 ى6.5 ،'،R ،.، m٤
3 8

: هذهx قيمة عن بالتعويضy قيمة نوجد تم

mt.y  ر562.5=1500-750=
3

(:-22500 )تكلفة= المذكور الشرط تحقق التى العظمى المساحة فإن وعليه

A=٢٠y =562.5 x 750 = 421875 m° =4.22 k"
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750 mt = 562.5 وبطول mt =  وعرض

 الفر

 لا

(١٢-٨ ر شكل

r ( قطرها نصف كرة بداخله يحتوى قائم دائرى مخروط أبعاد حساب المطلوب(٢٠

. يمكن ما أقل حجمه يكون بحيث

(.١٣-٨) شكل الرسم انظر:- الحل

(١٣-٨ ر شكل

٧= المخروط حجم

·٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١)
٧-=١,٦ a4h
3

: ولدينا

: h,a  من كل بين علاقة إيجاد يلزم فإنه ، واحد متغير بدلالة الحجم عن وللتعبير

٨D
DO

AC
Bc
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٨,٨٤-,
 ل ه

٣a

٨2 +a% _H-2hr+٣2
a2 ,2

.٠٠(,٨% +a%)=4"(٨- 2hr +r)
2 ٣2H
 ،٥٤ د

h-2r

.• y 1 ٦ h٩٣%
3(h-2r)

·٠٠٠٠٠٠٠..(2)

 الطرفين من كل وبتربيع

·٠٠٠٠.... (3)

٠٠٠٠٠٠٠٠.. (4)

(1) المعادلة فى )"ه( قيمة عن وبالتعويض

٠٠٠٠٠٠٠٠.. (5)

h V إلى بالنسبة  إيجاد يلزم المخروط أبعاد ولإيجاد

٠٠4٤٢٨٨ أعه- ٥» h%) ه و ح ج»٠٠٠٠٠٠٠٠,( 3 (H-2rه 
: على نحصل ،V=0 وبوضع

h=0 , h=4r
 المعادلتين انظر[h=2r عندما نهائية لا تكونV وتفاضلها(٧) الدالة من وكل

٢ 5،6

 لأنهاh=0 القيمة اعتبار يمكننا كمالا ،h=2r القيمة أخذ يمكننا لا فإنه ولذلك

h=4r  هى المقبولة الوحيدة الحرجة والقيمة. معنى ذات غير
d٠٠٠٧٢-- h>4r فى بها عوضنا ما h عندما وموجبة <4 ٣ عندما سالبة انها سنجد فإذا ٠٠dh٠•

 ، يمكن ما أصغر الحجم تجعلh=4r فإن وعليه

h=4a,a=٣٩/2  هى المخروط أبعاد تكون وعليه

 محدد حجم وذات أعلى من مفتوحة الشكل اسطوانية علبة أبعاد احسب(٢١)
. معدن كمية بأقل صنعها يتم بحيث

(.١٤-٨) شكل الرسم انظر:- الحل
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k

(١٤-٨ ر شكل

. يمكن ما أقل السطح مساحة بينما ثابت الحجم أن المسألة هذه فى نلاحظ أن يجب

V الحجم ولنعتبر =

A، السطح مساحة =

r = ، القاعدة قطر نصف

..A=٢٨4+2r rh

٨= الارتفاع ،

٠٠٠٠٠٠٠٠..(1)

: العلاقة تربطهماh,r من كلاً أن حين فى

٧=m ٣h

 م,·.=٧
m ٣2

2٧+.·.A= ٦ م

= constant ٠٠٠٠٠٠٠٠٠.(2)

-:٨ نختزل أن هنا الأسهل ومن

٠٠٠٠٠٠٠.٠.(3)

(3) منh قيمة عن )ا( المعادلة فى وبالتعويض

·٠٠٠٠٠... (4)

+٠dA·  بالصفر ونساويها=: نوجد لذلك ، صغرى نهايةA تكون أن المطلوب كان ولما
dr

.-A •.=-٣2 و- الحرجة.r قيم لإيجاد المعادلة ومحل ه2٧
rdr
2dA

-:(2) 2f=.. من٧ قيمة عن وبالتعويض ٢-x٢٦h
rdr

=2m ٢-2m h=2m (٣-h)

٢٦٣



dA
r=0 وبوضع

. r  ل الحرجة القيمة وهى

 طريقة نستخدم ، لا أم للمساحة صغرى نهاية تحقق هذهr قيمة كانت إذا ما ولمعرفة
dA . عندما قيمتها ونوجد الأولى المشتقة r>h h> وعندما٣
dr

٠٠٠dA.،dA  تكون فإنr>h عندما بينما سالبة تكون فإن٣<h عندما أنه نجد وسوف
drdr

. موجبة

٠.A.:ه ، - . موجب إلى سالب من إشارتها ,تغير فإن وعليه • ء"٠ 'ءd١ ء-

.• r=h  الصغرى النهاية تحقق

 ارتفاع يكون عندما الحجم ثبوت عند يمكن ما أصغر السطح مساحة تكون.:.

. قطرها لنصف مساويا الاسطوانة

 طول معلوم القاعدة جهة من مفتوح مخروطى وعاء فتحة قطر نصف احسب(٢٢ ر

. ممكن حجم أكبر ذو يكون بحيث راسمه

(.١٥-٨ شكل) الرسم :-انظر الحل

. الارتفاعx القاعدةx المخروط- حجم
3

(١٥-٨ ر شكل

٢٦٤

.·.(٣-h)=0 .'.٣=h



..٧'-٨ ,3_,
3

. ممكن حجم أكبر ذات٧ تكون أن مطلوب المسألة هذه وفى
dء٧ .-- . الحرجةr قيم ونوجد بالصفر نساويها رتم إيجاد ويلزم -d٠١٠٠-٠-.-

33 ه./٤; ي :رم, #,-ب@-ارا4'[ 2dr
١3 '2I'(4٢٧r =ق0(, 4 ،دب د ، ع

 ه ثر,>وو3
2mr(s%-م٩-)٣٢ 

 ر ر )أ=

3 ق),-و(
.·٠2٨ r(s>- r-(° م ٣=0
.:.2m rs? - 3r  ق,

 .٠·.2٨ ى2

 جود-م.2
3

= 0

= 3m ٢

. مرفوضة السالبة القيمة فإن وبالطبع

. حجم أكر غقق =،s ج نان وعليه

 دائرى مخروط بداخل وضعها يمكن قائمة دائرية إسطوانة أكبر أبعاد أوجد(٢٣)

24 cm cm وإرتفاعه10 =  قاعدته قطر نصف قائم

:- الحل

٠(١٦-٨ شكل) الرسم انظر

٢٦٥



٤
٩ي١3

 ٥لأم م

(١٦-٨ ر شكل
r cm =  الإسطوانة قاعدة قطر نصف: لنعتبر

h' cm =  الاسطوانة ارتفاع ،

٧، الاسطوانة حجم cm3=

 طولى مقطع )ط( الشكل يوضح بينما المخروط بداخل الاسطوانة(a) الشكل ويوضح

. والاسطوانة المخروط محور اتجاه فى

 كالتالىh ،٣،٧ الحجم من كل بين العلاقة تمثيل ويمكن

٠٠٠٠٠٠٠٠..(1)

 فى معادلتين لدينا يصبح حتى٣,h من كل بين تجمع أخرى معادلة عن البحث ويجب

 على نحصل وبذلك الآخر بدلالة أحدهما عن نستعيض أن يمكننا حتى٣٠h من كل

. فقطV,h أو فقط٧,r بين معادلة

-: أن بجد(b) الشكل ومن

V=٣٦4h

24-h_24
, ١o

.:. 240-10h= 24r

..٦ 240-24r
10

·٠٠٠٠٠٠٠٠. (2)

(2) منh قيمة عن(1) المعادلة فى وبالتعويض

٢٦٦



.r(240-24),٠-24 )ق, "(2oري2 ه3٥ ر، إ,٦ 
1010

4so,-72r)=04إ٧ (جى، 
10dr

.:.24r(20- 3r)=0

_20=0 .".٢- -م 3•
]10,0[ الفترة طرفى وعندr ل الحرجة القيم عند٧ الدالة قيم نوجد ثم

،V0=ر 
• =ري'١١85٢'»

 ، رم٨؟=0

,4 عندما تكون للحجم قيمة أقصى فإن وعليه

 ل: مساويةh وتكون
20

240-160240-24x- -3  ولا =ة ه-٣,))(
1010

: هو المعطى المخروط داخل وضعها يمكن إسطوانة أكبر حجم فإن وعليه
1185 cn'.

.20 -ء-- 8 قاعدة- قطر بنصف تتحقق وهى cm =  وارتفاع

 نصف كرة داخل وضعها يمكن قائمة دائرية لاسطوانة حجم أكبر هو ما(٢٤ ر

. r =  قطرها

 الحل:-
٠(١٧-٨ ر شكل الرسم انظر

٢٦٧

٠٠٠٠٠٠٠... (3)



 ا
 مل

4ا
١/٩

(١٧-٨ ر شكل
 ونصفB0 القطر نصف بين الكرة مركز عندBOA الزاوية هى0 زاوية لتكن

0A  الإرتفاع
: OAB  الزاوية القائم المثلث ومن

a =٣ sin 0 h =2r cos 0

،V=m ah= m ٠٣4 sin? 0. 2r cos 0
= 2m r sin4 0 cos 0

sin 0 =1-cos4 0 : أن وحيث

.٧=2rr cos 0(1-cos ( ه

= 2rr (cos 0- co٥3و )
d :٧ ء .- --dB٠٠٠ الحرجة٥ قيم لإيجاد المعادلة ومحل بالصفر ونساويها نوجد نم

.d٧ 2mr )ه sin 0 (1-3cos.:.ت=- 
d8

sin 0 =0

:- إما فإنه صفر= المقدار هذا وضعنا ما فإذا

or (1-3cos0)-0
، sin 8  منطقى غير ذلك لأن مرفوضتين والحالتين0=٦,0: عندما0=

:- كانت إذا إما

٢٦٨



1-3cos4 0 =0

1•. cos0 3 م=
­١ ا 0 د =cos [3

3 ج,-ه«»2

. ٢a =r sin 0 =- .J6
3

١•. cos4 0 =-
3

. حجم أكبر تعطى التى الزاوية وهى

: أن نجد(b) الشكل ومن

: يلى كماa,h قيم نوجد تم

1 2r
h=2rcos 0 =2r;==/33 3

V  الحجم معادلة فى ثانية مرة وبالتعويض
42n  م2

V=m a4H =(6).-,/3 = r ٣-/3

 مساحة جموع أن فبين ، ثابت ، ومكعب كرة حجمى جمرع كان إذا»٢٥ ر
 المكعب ضلع لطول مساوياً الكرة قطر يكون عندما يمكن ما أكبر تكون سطحيهما

 الحل:-
-34 -٢٦- الكرة= حجم

3
= g1 المكعب حجم

٣44 الكرة= سطح مساحة

= 6S2 المكعب سطح مساحة
-4 ء m ٣2 +S2=k=  نابت= الكلى والحجم

. عظمى نهاية ، الكلى الحجم يكون أن هو والطلوب

 دها؟.، مغرما على لتوى ، الكلى الحم معادلة أن إلا



4، ·.-m ٣2 +S3=k
3

4.'.- m ٣ =k-S3
3

"(s-٤)3م 
 لار" هد

4M

 ل ته أعبد
4M

y = 4m ٣4 + 6S4

3tk-S3 [5 4m ا,.»

. واحد متغير فى معادلة هو والمطلوب

·٠٠٠٠٠٠٠٠.(1)

:- الكلى السطح مساحة ،

-: r  قيمة عن المعادلة هذه فى وبالتعويض

22١
.(k-s3)5 +6s%=(4m)5(3.)ذ 

٠d.ه -- :- الحرجةS قيم نوجد تم بالصفر ونساويها نوجد ،
ds

as)+0s-ء،يبه رو(،($٤ -(،)ى 
ds 3

(3) «@n) x(6s)
 ؟[+أ=

3(-sد )'

 عظمى نهايةy ولجعل

:- بالصفر4 ومساواة
ds

 ث(»»rH (ث»s ا+)9أ ا)ى-(.
.٠ F =0

3(٤-s")5

٢٧٠



x(-6s)=36 ذ) s(-sثر x (Ar)(ث .•
-: الطرفين من كل وبتكعيب

.32 x(4r)x(6)' s36=)ف )?(s)3(٤-s3)

.:.36r (-216)s% =-6656s3(- s3ذ )

.٠-7776r s" =-6656s?(-sذ )
6

2)....٠٠٠٠٠_ S"  س ،ر(٣ دج

6S1 6

(2) المعادلة فى(١) من نعوض ولكن ى فى المعادلة بحل نقوم لن وهنا

" دى4 و =-٣٦٤.".-
36

..s1 =8r3

 سغر. ر,ا استيرً بكود عدا عكن ما أكر نكرن الكلية انسلح مساحة تا وعه

. S  المكعب ضلع لطول مساوياً

 على متعامدة رأسية وباجناب مربعة بقاعدة م"،٤ سعة خزان عمل يراد(٢٦)

. ذلك لتحقيق ،( مساحة )أقل اقتصادى شكل أنسب هو فما ، القاعدة

-: لتكن:- الحل

.:.k-٢3

،٢

H

٧
A د

= h'=4, ٧
4.·.h mجد 
٢-

 مر
9

 القاعدة ضلعى أحد طول

 الصندوق ارتفاع

 )الخزان( الصندوق حجم

 للخزان الكلية المساحة

m'

 القاعدة مساحة

hr =  الخزان أوجه من وجه كل مساحة

٢٧١



16, A hr غر+4= + ر4=

 بالصفر ونساويهاA نوجد ، تكلفة" "لأقل صغرى نهايةA تكون أن هو والمطلوب

-: الحرجةx قيم لإيجاد
16،A =2x-0و= 
x

16 .:.x=2•..:٠ 2x  و =قر8=
x

 تحقق =ع2 فإن وعليهA>0 أن نجد >ج2 وعندماA<0 أن نجدx<2 وعندما

 المطلوب الشرط

= والمساحة
16 16A "m +غر=hx=12=+4 غر+4=

 د2
: هى المناسبة الأبعاد فإن وعليه

 كسادية،م"أى بانس انمكر عررا مى، د»٧
 هذا تحقق التى القائم الدائرى المخروط هذا أبعاد هى فما ، لترا150ً يعادل حجماً

. الشرط

(.١٨-٨ شكل) الرسم انظر:- الحل

(١٨-٨ ر شكل

٢٧٢



h = ، إرتفاعه r =  الدائرية المخروط قاعدة قطر نصف أن نفترض

L =

٧ =

A =

( الراسم) الجانبى الحرف طول ،

 المخروط حجم ،

 للمخروط الجانبية المساحة ،

.:.A =٣٦L

٧'=٢٨٣2٨ = 1503•
.•٨2,+2=1 ح : الشكل هندسة ومن

-: السابقة العلاقات فى المستقل المتغير هوr وباعتبار

.·.A =٣٦L+٦ L
، ١ ، 2y=-m ٣h +-٦ rh=0• 3 3

, 2hh' +2r=2LL

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(١)

٠٠٠٠٠٠٠٠.. (2)

٠٠٠٠٠٠٠٠٠. (3)

-:(3) المعادلة ومن يمكن ما أقلA نجعل أن(١) المعادلة فى والمطلوب

• ٢+hh
.".[ =-

L

..٦ -2hب •

٢

-2h,+»ث=إ( 
.·.L  مبب=

٢

٣-2٨2
 ر].·,=

rL
,22٨%

r L=0,'٠.٨=٢ +ا. rL
,-2k'

.·.+[=(
L

٢٧٣

٠٠٠٠٠٠٠٠٠. (4)

(2) الثانية المعادلة ومن

٠٠٠٠٠٠٠... (5)

(4) فى(5) من وبالتعويض



.٠.٢2-2٨3 +L=0
·.12 =٢2 +}2 .:.h =±r٠2

1٠١, V=-m rh =-٣٦% x,/2
33

 م," ر,٣ د ري.، أبي

١<2r
22.M

٨- اوم،- هبي إإ_"" {امعي رببي(  ن د د
٦f22 ا.m

 ، د٣' ود ابي,.=أل-، ثإلام
m</2r

 بشكل كماmt36,64,100 أبعاده الزاوية قائم مثلث شكل على أرض قطعة(٢٨)

 بحيث ، الأرض هذه بداخل صنعه يمكن مستطيل أكبر حساب ويراد(١٩-٨ ر

. الوتر على المستطيل رؤوس أحد يكون

 الحل:-

•
 م &ق ي؟

(١٩-٨) شكل

٢٧٤

 ، فقط الموجبة' قيمة نعتبر وسوف

.7 r r'_so،

3



٨ عن وللتعبير ،٢y،A=A ومساحته بالشكل كماr, هى المستطيل أبعاد لتكن

 تجمع أخرى علاقة عن نبحث أن يجب (،y أو٢ من أياً ر فقط واحد متغير بدلالة

 الآخر بدلالة متغير قيمة إيجاد يمكننا ومنها٢ وy من كل بين

:- أن نجد ،( )التشابه الشكل هندسة ومن
x _ 6-y

،

36 64
.·.16(x) =9(64-y)=576-9y
.:.9y =576-16x

_576-16r
9

.٠.A=16-576م(!=٤ r)= (36r-r)- 9 9
,0<xs36

o32ه ،ب=وA سم هد أ ، 

9dr
.32  لد،.6

9

.٠y

.٠٢
_9x64 ، ر

32
-: الثانية المشتقة طريقة باستخدام لأنه وذلك مساحة أكبر تحقق وهى

،'.·٢=18

-32
A =<( - ve

9
 سالبة أى

16-576(18)288-288576 و
 ال{ د ح ح {3ر

- 9 9 9
= A  والمساحة

:: ثلا ولمج"ة٠ بدرها بدبا٠٠
 اللوحة مقابلة فى الأفقى الخط على نقطة تحديد والمطلوب ، كذلكm10 بمقدار

 يمكن ما أكبر الرؤية زاوية عندها تكون بحيث( الأرض )على

٢٧٥



٠(٢٠-٨) شكل الرسم انظر:- الحل

!"
 لم،

(٢٠-٨ ر شكل

. الرؤية( )زاوية المطلوبة الزاوية هى0 لتكن
l0+10  م20

٠]2[) ت=
x x
١0, tanA =
x

,tan8 =tan(B-A)

(4.p) .4anA -tanB
 ]""ن2[) ا

1+tanA tan B
tanB-tanA.•. tan0 =tan(B-A)=
1+tan B tan A

20 10 10 10
X2-2r  مني٠ً دمر ي د

x شم ،2ل١ ،،84a/2 )ع ٤٢2

10x
(43+noo)

10xdd
،{n(}

 عه +شن(عه20)

٢٧٦

.. tan 0



, du dvربgه 

•.4 .-)ج( بق ق  د
 rه٧ ر2

x10-10xx2x(200٢ +ش)I0ه.٤ 
(2oo)م+ (r2+2oo)ة 

_200-10x2
 ر

('2oo+)غم 

d  الصفر تساوىtan9 وبوضع
dr

200-10r% ،
 ن هد

(٤?+2oo}'
..·10-2000 ر2=0

.·.٤=±10.2
.:.٤2 = 200

 مرفوضة السالبة والإجابه

.:.٢=10/2 = ١4.14 mt.
. يمكن ما أكبر الرؤية زاوية تكون بحيث عندها المشاهد يقف أن الواجب المسافة وهى

 يبب ارتفاع أى فعلى ، دائرية منضدة مركز فوق كهربائى مصباح يعلق(٣٠)

. المنضدة حواف عند إضاءة أسطع على نحصل بحيث المصباح هذا تثبيت

 يصنعها التى الزاوية جيب مع تتناسب المصباح عند)( الإضاءة قوة بأن علماً

 للحافة الضوء مركز من المسافة مربع على مقسوما المنضدة حافة مع الضوئى الشعاع

.( جسما وليس نقطة ، الضوء مصدر )اعتبر

(.٢١-٨) شكل الرسم انظر:- الحل

٢٧٧



(٢١-٨ ر شكل
-: المسألة فى المعطيات من

sin8 ٨. الإضاءة ةت ,sin0٦ =و:= عند اءه فوه .ر>
LL

٠٤=٨٨,
h·,sin8 =/

٨2 +,
h1h ,,٨ يح]· .م (3+r) (+,)"

h  قيم على للحصول بالصفر ونساويها" نوجد ا إضاءة أقصى على وللحصول

. الحرجة

٠.2k زد-ا±ا.ي٠ در±.وييو،
 ه٨(٨4'),+

 [مح/٠٠٠٢ إ١ إ[

(٨+٣)

٢٧٨



«(٨٩+,)i(٨+,)-32٨[ -م(٨)
(,+٨٩+٣٩)(٨) تكح يمح

dl٠, ا-٠٠. •-'٠dh الصفر أبدا يساوى لا المقام فإن =،0 وبوضع

 الصفر= البسط وبوضع
..٣2 -2H2=0

..٨
2

..٨=' r2٤-٥
-: الثانية المشتقة طريقة نستخدم ، إضاءة أقصى تعطى هذهh قيمة أن من وللتأكد

5 5 3
a2١١02+,2h7x44٨١-/,2-2٨2)(n2 +,2l
 -ة، د

(٨2 ة)%,+

%)K وبأخذ +,)iوالاختصار :

a>١ k(6k'-9hr2)
 د،ممدً

 "ان ث),+(
r2.31٠ ه--- . سالبة قيمة على وحصل فىh= عن وبالتعويض ٠-2dh--•

 تكون عندما المنضدة حافة عند إضاءة أقوى على للحصول المناسب الارتفاع فإن وعليه

٢٨ 7لا
2

 فإذا متر ا بمقدار بعضهما عن يبعدانa,b شدتهما صغيران مصباحان(٣١ ر

 مع مباشرة تتناسب ضوئى مصدر من والناتجة نقطة أى عند الإضاءة شدة كانت

. المصدر من المسافة مربع مع وعكسيا المصدر شدة

. الضوء مصدرى بين الواصل الخط على إضاءة الأقل ذات النقطة مكان فاوجد

٢٧٩



(.٢٢-٨ شكل) الرسم انظر:- الحل

 ه1٠٥٨م

٣٣cحي م مة-ه 
« ن+

(٢٢-٨ ر شكل
 ذو الضوء مصدر هىA ولتكن ضوئية نقطة صورة فى المصباحان سنعتبر للتبسيط

،B الشدة aالشدة ذو المصدر هى N،bعلى نقطة r،ABالنقطة بعد Nعن 

A,B S النقطتان بعد B حيث N عن ٠A(S-x) النقطة بعد
ka

5r-  تساوىA نقطة عند الإضاءة شدة فإن ، نقطة عند الإضاءة شدة تعريف ومن

kbوعند ء Bحيث ي تساوى kالتناسب تابت 
(S-x)•

N I عند الإضاءة شدة هى  أ اعتبرنا فإذا
kbka.صهب .م 

٤2 ($-r) ٠٠٠٠٠٠٠٠٠.(١)

 كلما وتقل الضوئى المصدر من اقتربنا كلما تزيد نقطة أى عندI قيمة أن الواضح ومن

. عنه بعدنا

 ستكون الوقت ذات فى فإنها ، المصدرين من أى من قريبةN تكو عندما فإنه وعليه

 سيكون الكسرين أحد فإنA من قريبة(N) تكون وعندما الآخر المصدر عن بعيدة

I  أن وحيث كبيراً يكون الآخر الكسر بينما)( المعادلة فى( المقام )لكبر صغيراً

 أقل ذات نقطة هنالك يكون أن نتوقع فإننا لذلك ، المصدرين من أي عن بالبعد تتناقص

"" إيجاد يلزم فإنه( )مكانها للإضاءة الصغرى النهاية ولإيجادAB الخط على إضاءة

 مه ·ا" أ الحرجة.٢ قيم على للحصول ونخل بالصفر نساويها ثم

٢٨٠



4 مد(،. ه-ا,ف  ه٥ ع

S-r)3)عه دم 

ab
r-٤-s د

3•. br= a(S-r)
(3a (S-x)36 =)ج•

. ٠. 36(n)+ 3 (n) = a (s)
.٠.٤ (36 +3)= 3 (s)

{ s
٠} 36 +W

s363ss٢٠  ة أ، ه د

36 +3 3a436
(r) ,(S-r)  بين النسبة إيجاد يمكننا والآن

s 3٥ s36
·3a +W ' 3a436

= s3 : s 3f6
:- هىN عند إضاءة أقل تحقق التى النسبة.•

W : 36
 تثبيتهما يرادm20,15 وارتفاعهما الأرض فوق رأسياً موضوعان قضيبان(٣٢ ر

 وعلى ، القضيبين بين يقع الأسفل من وبوتد منهما كل بقمة يتصل بسلك جيدا

 ، القضيبين لأحد بالنسبة به الوتد تثبيت يب الذى المناسب المكان حدد الأرض

 اللازمة السلك كمية نكون وبحيث بعضهما عنm21 يبعدان القضيبين بأن علماً

. يمكن ما أقل

 الحل:-
(٢٣-٨) شكل الرسم أنظر

٢٨١



 ه «ان+

٢٢٣-٨ شكل
L-  للسلك الكلى الطول أن نفترض

 يمكن ما أقلL تكون أن والمطلوب

5

.·.L=2+W
، ٤2 +(5)-22 ,

x+y =21 m

w2(%=20+)شر 

 كان سواء المتغير اختيار هنا يهم ولا المتغيرات أحد فى دالةL تكون أن الآن والمطلوب

.٤ أوY أوw أو2

x  هو المستقل المتغير وليكن
.٠L=L(٤), 2=Z(x), W= W(r),Y= K(x)
،·.:L=Z+W

.:.L= Z+ W

..1+y=0

, 2yy=2ww

..2244،
2z z

 ، ي

, w- 2y  لا
2w w

:-٢ إلى بالنسبة السابقة الدوال من كل وبتفاضل
2x=2a

 ومنها

٢٨٢



.•. y=-١

L= + ح w
..L± y

2 w

y٢
 ي

.٠. w  -لا
W

x 2or

1+y =0 ، أن حيث

:- المعادلة فى وبالتعويض

L=0  وبوضع

w2.

،·.y=21-٢

«a٤٠ فو ق
٠ فر,-»+»
2٢

y w
i.e.

y w

٢  ,،aق
٥١-٠-٢٠«

r2+225_225ف+ x_غم 
·@21-n}? ,+4oo (21-r)+400

.:. ٤4 +54x- 567=0

.٠(٢-9) (٢+63)=0

..x=9 , -63

:- وبالاختصار

. المعنى عديمة أنها حيث مرفوضة السالبة والإجابة

. الوحيدة الحرجة القيمة هىr=9 فإن وعليه

( لازم سلك طول أقل ر المطلوب الشرط تحقق أنها من وللتأكد

 تتغيرx أن وحيث موجبة إلى سالبة من تتغير أنها ونثبتx=9 حولL قيم نوجد ،

(0,21) المحدودة الفترة فى

21 وعند0 الفترة حدى عندL قيم نوجد:.

٢٨٣



،..L  ي
2. w

.:.L=0 2l،
W

.:.٤2 ا0
z

. سالبة وهى

. موجبة وهى

x =21  وعندما

Lموجب إلى سالب من إشارتها تغير 

x بعد على الوتد يكون فعندما =9 mالمنخفض القضيب من (m15)كمية تكون 

. يمكن ما أقل السلك

 بين لعدد يكفى المقاعد عدد كان إذا أنه وجد المطاعم لأحد التخطيط عند(٣٣)

 ازداد إذا أما للمقعد جنيها8ً يعادل بما يكون الإسبوعى الربح فإن شخصا40,80ً

 قروش4 بمقدار يتناقص مقعد لكل الإسبوعى الربح فإن80 من أكثر القاعد عدد

 ،80 عن الزائدة المقاعد عدد فى مضروبة

. إسبوعى ربح أقصى لتحقيق المناسب المقاعد عدد هو فما

x =  المطعم فى المقاعد عدد أن الحل:-نعتبر

 م= بالجنيه الكلى الإسبوعى الربح ،

 الواحد المقعد ربح فى± ضرب حاصل عن عبارة وهى على تعتمد م أن وواضح
p=8x : > فإن40 xs80  وعندما

(x>80 عنx تزيد وعندما : يساوى الواحد المقعد ربح فإن(80
[8-0.04(٤-80)]

80 عن الزائدة المقاعد عدد هى(x-80) حيث

•. p =٤[8-004 (x-80)]
=11.2 x-0.04 x%

8x....٠٠٠٠٠٠.٠٤f 40<<80
i 80srs28o....٤4بم o-4(=)م3 وار) :

:- أن ملاحظة من ناa قo ارتم على اشمرك دكنة



112 x-0.04 r3=0

٢11.2-0.04 شع<0

( المعادلة )بحلx=280 تكون عندما

: فإنx>280 تكون وعندما

. سالبة تكون

 المغلقة الفترة وهى]280,40[ بين فيما تنحصر قيمة وباعتبار

:- للاتى وذلكr=80 عند متصلةp الدالة أن سنجد
p =8x =8x 80=640

r)=[I1.2x80-0.0x(80)  (=م،٤١1.2-6400.0=]

 النتيجة نفس وهى

80 إلىx تؤول عندماp(r) المقدار نهاية أن على يدل مما
Lim p(r)= 640

.٢ ر-80)

، (xم) 280,40[ المغلقة الفترة فى متصلة دالة[

 نوجد لذلك لها قيمة أقصى ذات (مr) تكون أن والمطلوب

. الحرجةx قيم على للحصول المعادلة ونحل

: عند أى الفترة حدود عند م نلاحظ أن علينا يجب المسألة هذه وفى
40 , 80, 280

pبالصفر ونساويها 

4<٢<80

r =80

80<x<280

 عندما أى

 عندما ،

 عندما ،

p(r)=8 تكون فعندما : r<80> فإن40

r)=11.2-0.08: فإنx<280>80 تكون وعندما rم) 

 صفر (م=80) أن كما

 (مr)=0 وبوضع
.•. 11.2-0.08r=0

11.2
..x==40إ 

0.08

٢٨٥



140,80 هىx الحرجة القيم فإن وعليه

 الفترة طرفى وعند(140,80) الحرجتين النقطتين عندp(x) الدالة قيم وبحساب

:- الآتى سنجد]280,40[
p(40) =320
p(80) =640
p(140) =784
p(280)= 0

 وقدره )م( إسبوعى عائد أعلى يتحقق مقعدا140 المقاعد عدد يكون عندما فإنه وعليه

. جنيها784

 الشاطئ على نقطة أقرب من متر كيلو5 بعد على زورق فى رجل يبحر(٣٤)
 النقطة عن متر كيلو5 بمقدار تبعد الشاطئ على نقطة إلى يصل أن يريد ، له المقابل

4 k/hr  بسرعة بالزورق يجدف أن يإمكانه كان فإذا ممكن وقت أقصر فى الأولى

 ، الشاطئ رمال علىknlhr6 بسرعة يجرى أن يستطيع أنه حين فى

. عدواً المسافة باقى ويكمل لها يبحر أن عليه الشاطئ على نقطة أى فى حدد

.(٢٤-٨) شكل الرسم أنظر:- الحل

{
\  الرد<

 ر ا١

 إ إ{
 ع م ة-ك م
 ء5ز٠

(٢٤-٨) شكل

٢٨٦



 القارب وأنB هى الشاطئ على للقارب مسافة أقرب وأنBA هو الشاطئ امتداد نعتبر

 هىC وأنA هى النهاية فى لها يصل أن المراد النقطة وأنkm5 بعد على0 عند

A (r- من(5 B، بعد على x من  بعد وعلى بالزورق لها يبحر أن الواجب النقطة

 من الهبوط بعد سيجريها التى المسافة بينماOC هى( )الإبحار التجديف ومسافة

CA C هى  عند القارب

:- التجديف مسافة إيجاد يمكنCBO الزاوية القائم المثلث ومن

aE-وa, ،ae_،,,ت و 
-:(4k/hr  السرعة باعتبار) قدره زمنا منه المسافة هذه وتستغرق

 سسسافة s5,ه
 ي د

 ا السرعة4

:- قدره زمن فىkmlhr6 بسرعة عدوا فيقطعهاCA المسافة أما

·٠٠٠٠٠٠٠٠ )ا(.

 م(5-٤)
٥= ى

8

r-r+4 fال  خ ،5) و-ى_
 ا642

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٢)

: T  للرحلة الكلى الزمن يصبح وبذلك

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(٣)

 الزمن يكون ولكىx المسافة بين ،c عبرA إلىo من الوصول زمن بين علاقة وهى

:- يمكن ما أقل

٠3 ا;/;ا-٠٨/«"٠/٠٦ إ 64 2dr

12r
،

 ا6
(s+د )8 شم

1٢Tت()= ه= ,·]
5s  عه2,,3

٢٨٧

«r ٥
dr  وبوضع



 ز:«ن·
 وكد+قم

.: 5x2 = 100

.:. ٤2 = 20

.٠x= ±25
.• ٢ =+2٠5 = 4.472 K  مرفوضة السالبة والقيمة

 بمسافةo نقطة من اليسار إلى الإبحار عليه أن تعنى السالبة القيمة أن ويلاحظ

 الأدنى الزمن تحقق لا بالطبع وهى4.472
 .بمقدارA عن وتبعدA نقطة من بالقربc لنقطة يبحر أن عليه فإن وبذلك

0.527 kn ( تعادل .بمسافة أى(4.472-5

 والمطلوب المتوفرة الخشبية الألواح منm200 طوله سور صنع يمكن(٣٥ ر

 أكبر الفناء مساحة تكون بحيث )السور( السياج بهذا الشكل مستطيل فناء إحاطة

 أحد بمثابة( الفناء) الأرض لقطعة مجاور مصنع جدار ذلك عند مستخدمين يمكن ما

. الفناء أجناب

(.٢٥-٨ شكل) الرسم الحل:-انظر

 مط2٥o-٥3 ب

(٢٥-٨) شكل هنا

٢٨٨



٢ بالرمز الفناء أضلاع لأحد نرمز

200-2r  مساوياً للفناء الآخر الضلع يكون عندئذ

A تكون ومساحته =٤(200-2r)

..A =-2r4+200r
٠--٠dA.-- . الحرجةx قيم ونوجد بالصفر ونساويها نوجد عظمى قيمةA تكون ولكى -dr

• لأله٤+20=0
dr

..r=50 m...4x =200
50 m  طوله يكون أن يجب المصنع جدار على العمودى الفناء ضلع طول فإن وبذلك

-: طوله يكون للجدار الموازى الضلع فإن وبذلك
200-2x = 200-2x50 = 200-100= 100 m .

 على أوm50 وعرضهm100 طوله مستطيل شكل على يكون الفناء أن أى

100 m =  ضلعه طول مربع نصف شكل

: A=-2(50) تبلغ حينئذ والمساحة + 200(50)=- 5000+10000 = 5000 m3

 الأجزاء رؤوسه من ابتداء رسمت(٢٦-٨ ر شكلABCD المربع لدينا(٣٦ ر

,Aa المتساوية Bb, Cc, Ddالنقط ووصلت a,b ,c,dأى فعند ، بمستقيمات 

 ؟ يمكن ما أصغرabcd المربع يكونAa للمستقيم قيمة

 الحل:-

8٥

 ط

٨

 ه

 ئع:'.
(٢٦-٨ ر شكل

٢٨٩



Aa = ٤ اعتبرنا إذا

aB-٤ أن الواضح من فإنه = Lالخارجى المربع ضلع طول ا [حيث [

: فيثاغورث نظرية ومن
.22aB = (L-x)+ شر

=2٤2-2Lx+1
-: المساحة أن يعنى مماa6" تساوىabcd المربع مساحة ولكن

S=2x4-2Lx+  Lث
 بالصفر ونساويهاS نوجدx إلى بالنسبةS وبتفاضل

.:.S= 4x-2L =0
L٨.'. ى -
2

 منتصفات فىa,b,c,d النقاط رسم يجب فإنه اللازم الشرط لتحقيق أنه أى

. ABcD  الأساسى المربع أضلاع

 الرسم على المبينين الاتجاهين فى الوقت نفس فى تبحرA,B النقطتين من(٣٧)

 الترتيب على تساويان سرعتاهما وكانت ويخت سفينة ، بسهمين
. V=16 km/ hr ، V,=40 km/ hr

 باراه عد اسرب انعديها ح حى بغشى "لإ يي

 الحل:-

١6t

(٢٧-٨) شكل

٢٩٠



y بالحرفين نرمز , Mوالسفينة اليخت وضعى إلى 

M) حيث (motorshipالسفينة أى ، yاليخت أى (yacht)بالرمز ونرمز tعدد إلى 

A النقطتين من إبحارهما بعد تمر التى الساعات , Bفإن وبذلك -:
AM =40 t k
,BY=16 t k

:- فيثاغورث نظرية ومن

٠wy-«aa4_ة ٠م»-و»ا +(¢,
MY =  /م٢41856-21025+111600

. يمكن ما أصغرMY جعل هو والمطلوب

. يمكن ما أصغر الجذر تحت ما يكون أن يجب يمكن ما أصغرMY تكون ولكى

.• "(١856٣-116001+21025)=37121-11600=0
dt

 م ه' ل !_ي,.I600 'و_ ء43.125

 ساعدة مرن،ث القرء مد٠»٨-٨ بحكل الوضع٨wc الد فى»٣٨
ABالمستطيل مساحة تصبح بحيث abcdيمكن ما أكبر 

 الحل:-

c

8
€٥

 ي&

(٢٨-٨) شكل

٢٩١

٥



AB= L
, ab = M
, bc =h

AB CD القاعدة على المقام ABC وهو H المثلث إرتفاع إلى  بالحرف ونرمز

ABC المثلثين تشابه ومن , abcالتالى التناسب ينتج -:
M H-h
L H

.٠.M= (H-٨)
H

:- تساوىabcd الداخلى المستطيل مساحة أن حيث ،
S = hM

.٠.s' ٨(H-h)=٨2-٦ ك
HH

: الحرجةh قيم على للحصول بالصفر ونساويها ى أ<{ نوجد ثم

.٠.s=  د ر2 م
H

4-٨.H=٠.22 ا٨.٤.
2H

 ارتفاع نصف يعادل .مما المستطيل ارتفاع يكون عندما تكون مساحة أقصى فإن وبالتالى

. المثلث

 سالبةS" الثانية المشتقة أن الإجابة صحة يؤكد ومما

-L2LS=0-=-2-<0(ر e) HH• سالبة

 إنتاج كان فإذا تفاح شجرة30 على يحتوى التفاح أشجار من بستان(٣٩)

 لهذا واحدة شجرة أضفنا فإذا المتوسط فى تفاحة400 يعادل الواحدة الشجرة
• تفاحات10 بمعدل ينخفض الواحدة للشجرة الإنتاج متوسط فإن البستان

. يمكن ما أكبر المحصول يكون لكى اللازم الشجرات عدد فكم
 الحل:-

(.٢٩-٨) شكل الرسم انظر
٢٩٢

:- أن نفترض



 هنالك يكون فإنهx= البستان فى المزروعة الجديدة الأشجار عدد أن اعتبرنا إذا

x+30شجرة لكل إنتاجها ويبلغ البستان فى شجرة (10x-400)تفاحة .

:- يساوىY كله البستان إنتاج يكون وبذلك
Y=(30+x) (400- 0x)

100r + -=10 ر12000+4

،4 20x+100r
I وبوضع هy م

.'.-20 ٢+100=0

 أور عيد رمع عمول أكبر يعطى حديدة أنحار5 زع إن ذلك وعلى

. تفاحة350 أى(5x10-400) يساوى منها كل وإنتاج شجرة35 الكلى

:- يساوى البستان من الكلى التفاح إنتاج ويكون
(35 x 350) = 12250 appl

:- كالتالى بيانيًاً ذلك تمثيل ويمكن

•• Y=12000 + 100 x-104ر 
-Yor r--10r-1200=
10

( كامل مربع) المربع إكمال وبطريقة

•. شر-x+25-25-1200١0 لا-=
10

.٠(٢-s)122-ش s--
10

 تكون بحيث المحاور تغيير هو المنحنى هذا لرسم الأنسب ومن
y

Y=,٢=r-5
10

.:.1225 - X2=Y

 وحدات5 بمقدارOY محور بإزاحة وذلكParabola مكافئ قطع معادلة تمثل وهى

10 فىy كل وبضرب لليسار

٢٩٣



30 x 400 = 12000  الأصلى البستان إنتاج أن وحيث

12250=35 x 350 -  إضافية أشجار5 بزراعة الجديد والإنتاج

٥y  بالرمز الشكل فى تمثل تفاحة250 وقدرها الزيادة فإن
٥y = 250

x

(٢٩-٨) شكل

٢٩٤


