
 العاشر الباب

 متغيرين فى الدالة
: تعريف

· لكل كار.، اذاx,y المستقلين المتغيرين فى دالةZ للكمية يقال  روج ال٥٠ و'٩٠٠٥-

Z . للدالة ويرمز Z ,X) للكمية واحدة قيمة تناظر المتغيرين قيم من ( لا

 المستقلين المتغيرين فى

1= f(٢,y) or 2=z(x,y)

Solved Problems  محلولة امثلة
: مثال

 بالعلاقة تعطىy وعرضهx طوله الذى المستطيل مساحة

2=xy

x, y  المستقلين المتغيرين فى دالة المستطيل مساحة تكون وبذلك

 متغيرين فى الدالة نطاق

 تعطى التى الحقيقية(x,y) القيم كل هى متغيرين فى للدالة الدالة نطاق

. Z= F(x, y)  للدالة ونهاية ونهائية حقيقية قيما

1=x+y  الدالة تعريف مناطق :اوجد مثال

Z (y,) للمتغير حقيقية قيم توجد  الازواج لجميع انه :نلاحظ الحل
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X0 Y  المستوى فى الموجودة القيم كل فى الدالة نطاق فان ولذلك

-o<X<0,-0<y<o
. مثال:

 الدالة تعريف مناطق اوجد ,ف,٠3-،

: الحل

 يكون وان لابد حقيقية قيمة7 المقدار يكون لكى

2  يرy+4 >و-0
2,2 +y >9

X

 وعلى خارج السابقة المتباينة تحقق التى,(y) الأزواج جميع وتكون

. وحدات3 قطرها نصف التى الدائرة محيط

: مثال

1=Ln (x+y)
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 الدالة نطاق ابحث



: الحل

<y كان1 اذ حقيقية تكون2 الكمية ان نلاحظ  لان وذلك+0

Ln 0=

 الخط اعلى المتباينة تحقق التى الازواج جميع وتكون تخيلية كمية وهى

: كان إذا انه بالذكر الجدير ومن.x+y=0 المستقيم

f(x,y)>0

F(x,y) #0

f(x,y)>0

 فان

 فان

 -ن٢د
 توج­

(}Ln{f,y=2فان 

 متغيرين فى الدالة نهاية

: تعريف

,ftx) الدالة نهاية هوL العدد ان يقال y=7النقطة عند 

(x0, yo)لكل كان اذا E>0ان بحيث5>0 يوجد :

lim f(x,y)=L
x-Xم 
y-»y٨

 سبق عما التعبير ويمكن

 النهاية نوجد فاننا واحد متغير فى دالة نهاية لاختيار انه المعروف ومن

 النهاية ان قيل القيمة نفس نن الجهتين من اقتربت فان واليسرى اليمنى

. القيمة هذه وقيمتها موجودة
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 نعنى فاننا(x,y )لاء(-) نكتب فعندما متغيرين ذات للدالة ولكن

 قيمة كانت فان وبذلك اتجاه اى فى م(,yo) من(x,y) اقتراب

lim f(x,y)
(x,y)-»(x»لا o)

 ي
4

 النهاية فان ,من(y) الى ليست المسارات او الاتجاهات لكل واحدة

. موجودة غير تكون

Solved Problems  محلولة امثلة
 نهاية ابحث: مثال

2 2x -y
lim g,42(00)3#د« 

 اختلفت فاذا مختلفان مساران عند النهاية قيمة نحسب :سوف لحل

. موجودة غير الدالة هذه نهاية ان نقول فاننا الحالتين فى النهاية قيمة

: الأول المسار

2 ،2
Ii» ('-0)  ونإ =ح"رب(1

(oo)2,A2 Go}@ooز#@ o)ن 
y

X
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 الذنى الميار

o22 رX- .
lim = lim =0(oز @o,0)42ج, (ssi00)5,2

 لا

X

 مسارين من اختلفت قيمتها وذلك موجودة غير النهاية ان ونلاحظ
 مختلفين.

: الاتية النهاية ابحث مثال:

· X+yZ- im(x,y)(0,0)x-y

y = m X

، X+mx K(l+m) 1+m
=im ]in[[ت 

X-0y- mx -0x(1-m) 1-m

 بوضع الحر:

. موجودة غير النهاية فان ولذلكm على تعتمد النهاية ان نلاحظ

 النهاية قيمة احسب مثال:
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2x y
Z= lim -«wi00)42,و, 

y = m K

2 3xy 3mx
7= lim = Lim (9 ز5,0042, ت+5+4?)

 بوضع الحل:

0 وهى نهاية للدالة يكون وبذلكm قيمة على لاتعتمد النهاية ان نلاحظ

 متغيرين فى الدالة اتصال

: تعريف

 النقطة عند متصلة دالة(x,y) متغيرين فىfx,y=2) للدالة يقال

f(x, y) , م)f الدالة نهاية وتساوى معروفة yo) (yo, مx) كانت اذا

. م(,y) من(x,y) تقترب ,عندما

( لام3)-(x,y). صناf(x,)=f )لا«م(

: الدالة اتصال عن ابحث متال:

2 2X -y
2=٥

X +y

(0,0) النقطة عند

: الحل
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=y و- و' ج وذلك(0,0) النقطة عند الدالة نهاية اولا نوجد mX  بوضع
242-،2,2 ،m2 2

=5x-Y - lim_..
 2,م»ثروى(F}٤2,و2,١«-

. متصلة غير الدالة فان ولذلكm على تعتمد الدالة نهاية فان وبذلك

: الدالة اتصال ابحث: مثال

f(x,y)=

0 =y=0

(x,y) ويخ: = (0,0)

: الحل

f0, 0)=0 (0,0) النقطة عند الدالة ا-قيمة

.y = m x  بوضع(0,0) النقطة عند الدالة نهاية ايجاد-2

 %تي;ها،-و#,» فجمم،ء٥
 فان وبذلك

lim f(x,y)=f(0,0)
(x,yj-(0,0)

.(0,0) النقطة عند متصلة الدالة
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 تمارين

,x) المتغيرات فى دالةZ كانت ما اذا بين(1 y)الاتية الحالات فى :

2x+3y2+2%=4a)
sin xy- 2z=-1b)
xyz+3z=12c)

: ايضاحيا رسما مستخدما الاتية الدوال تعريف مناطق اوجد(2

٥) ,_,-ه,-«»»
b) «»١-43,,٤-,
c) fx,y)=Ln(2-x-y)

 اتصالها وناقش الاتية النهايات قيمة احسب(3
. 2a) [im, ،(x+5y")

(x,y)(2,1)

· X+yb) him :(x,y)-(2,4) x-y
2

C lim 9Y+,o,4«»ثلا« (
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