
 عشر الحادى الباب

 الجزئية المشتقات
Partial derivatives

Z) الدالة كانت :اذا تعريف = fx, yالمشتقة فان متغيرين فى دالة 

: انها على تعرفx الى بالنسبة الجزئية التفاضلية

f(x+Ax,y)-f(x,y)a
= [in[ =

AxAx»0ج 

 الجزئية التفاضلية المشتقة تعريف يمكن وبالمثل ثابتy اعتبار مع

. ثابتx اعتبار معy المتغير إلى بالنسبة للدالة

f(x+٥y)-f(x,y)٥z
= [im[, =

4xAx-0ج 

 لها الاولى الجزئية المشتقات وكانتZ=fx,y) الدالة كانت اذا

,Z,,Zلها الثانية الرتبة من الجزئية المشتقات نعرف فاننا .

a%. a,a,
7a'aج 
a%ء a,8,ة'ة٦ة 
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26'z6 ،a
، ،aa a%'

26z_ 5 a
 ةa ةa' د د

: نظرية

oz 0z
,Z=fx) الدالة كانت اذا yمتصلة ج' م كل وكان متصلة 

 فان وايضا

2Z م2. ج2

66y '6&

Solved Problems  محلولة امثلة

: مثال

 الجزئية المشتقات فاوجدZ=xy ش-3x+2xy+5 كانت اذا

. والثانية الأولى الدرجة من

: الحل
2=2xy- 3+ 6xy

2y2 + 12syكلمة 
z, =2xy +2x

°2xة= 
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2z,= 4xy+ 6x
X

24xy+ 6x2 عهر
 السابقة للنظرية طبقا وذلك =ة إرة ان الملاحظ من

: مثال

'x= ,ة فاوجدZ,,2 كانت اذا
: الحل

-1"yx=2 إ

z,= 2x siny
z,=x cosy

, =Lnx.x
: مثال

x للدالة الجزئية المشتقات جميع اوجد sinyج= 
: الحل

z2ه= siny
2 ٠x sInyوة=- 

z x =إرة2= cosy
X

2=esiny

8%z a%2
 لشر

&6y 6yo

 جa,2 ء%
 ج?
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 كان اذا: مثال

: اولا ان اثبت

: ثانيا



: الحل

8z x.
=e SIny

&
٥z x

=e COSy
 yة

28'z x=e' cosy (l)
&xdy

28'z x
=e cosy (2)

&y&

: اولا المطلوب ثبت(2) ،(1) فى

xa a٥4 و  ه-افيا:-:ب٠i و»»3)
&x &x&

2 x8'z 6 6z  ;yة ةy6y ء-افيا:-ي<٠ و»»

: ا ينتج(4) ،(3) فى
2 ،2٥'z 3'z x xe' siny+(-e' siny)=0و =و+ 

&x' yة

 تمرين:

@+ y Ln= ,ة ,ة فاوجد:Z,,Z,,2 )ش كان اذا
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 التام التفاضل
،Complete derivative

: تعريف

2= f(٢, y)  للدالة التام التفاضل يعرف

٥ odz =-dX+-dy
&x 6y

. متصلة دوالZ,,Z, حيث

Solved Problems  محلولة امثلة
: مثال

2=٣2+xy+ sin xy

os#yء y+2+6 شرو و
&
٥·=2xy+xcOsXy
 .yة

 للدالة التام التفاضل اوجد

: الحل

: يكون وبذلك

d2= (3 y+٤ شر+ cos xy) dx+(2xy +x cos xy)dy

 الضمنية الدوال مشتقة
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i=0 y, فان f(x,y) المتغيرين فى ضمنية داله  كانت اذا

8R 6f
df =dx+-dy=0

&x 6y

a£ af
dx=--dy
& 6y

/&y 6fة 
 دل

& 6f/6y

6F
-dy=0

 yة

 التفاضل باستخدام الضمنية للدالة الاولى المشتقة ايجاد يمكن فانه وبذلك

. الجزئى

dy ،ء
y cos y+2x siny +2vy=3  كانت اذا ر اوجد مثال:

K

y" cos y+2x siny+2xy=3  كانت اذا

: الحل

c0s y +2x sin y+2xy-3=0

a٠٢ =2siny+2y
&
6f 2.=-y siny +2yc0sy+2x
6y
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/&y 6fة 
،

a ٥f/6y
dy 2siny+2y

 د

dx siny كر +2ycosy +2xcosy+2x

d. ة  لا" اوجدy ذ={»- كانت :اذا مثال
dx

: الحل
-2fTx,y)=y -x-5=0

'Lny.y=x٢ ا- -  لارر
&

٥٢ ا-ا  لارر=-L مx لار
 yة

، 'yy مXL إ- dy لار

Xy-.، اة» تمعد

 تمارين
: اوجد الاتية الدوال من كل ا-فى

2= e3 cosy (a
7= e3+ cos xy (b

2=esinhy +cos (2x- 3y)+Ln (+3y) (e
Z=(sin )"Y (d

aX +b' ٠ •Z=(ax+ by) + tanh (ax by)+ e" "  كان اذا-2

٥ &z  و-: وجد إ
&x yة
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aج? 
=2

&x 6y

a)
b)

(cos x)' +y2=ا y
• -1 tan(sin x)' '=(secy)

 السلسلة قاعدة

 ان اثبت ثم

.. dy  كانت اذا -اوجد3
dx ٠

=z) كانت اذا fTx, yمن كل وكان x,yالمتغير فى دوال tوبذلك 

)(x=x(t, y=yللدالة" التام التفاضل فان Zبالعلاقة يعطى •

dz_&z dx & dy
 ن د

dt &'dt oydt

 الجزئى للتفاضل السلسلة لقاعدة امتداد كذلك

y) ,u) كان اذا v) y, المتغيرين فى دوال ,fx= من كل وكان2

٢= x(u,٧) , y =y(u, ٧)

 فان

az& 6 65y
 سه د د

ou & ou 6y ou

&aa,»a
6 &6 6y6v

Solved Problems  محلولة امثلة
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:dz
»=x+ y3  كانت اذا ,م اوجد مثال:

x =e", y =sin2
 السلسلة قاعدة فى: الحل

 هه .ة,تهd لا
ac a'dt ydtة

a  ,و2
X = و

&x

 .،,و»ه42
= 'te  و

dt

 ة ,و2
= X

 yة
dx =2cos2t
dt

2 as216 ءy4+«عه642 أ •.
dt

 عن وبالتعويض

 م2
X=e ,

y=sin 2t
: مثال

X=(" + )3

٥z &x
a'8

9

Z=Ln@x) كانت اذا +3yوكانت 

y =sin u
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: فاوجد



: الحل

 السلسلة قاعدة فى

aaz & 66y
 د د

o &ou yة o

&ze e 6y
 د د ،د

٧ 56v dy 6v

& 2x 6 3
aةو,لا -,-X y X +١y

6 2 2 6 2=3(u' +٧) .2u,-=3(u'  ح(+
&u 6v

y 6yة = COS u.- ) ت
ou &v

oz 6x 2 2 3٠2u+-cosu(u" +v=و) 
ou x'+3y x'+3y

٥z 6x 2 2 3 0(+.٧+'u=و) 
&v x' +3y x +3y

(u, v) x,y بدلالة  قيم عن وبالتعويض

a 6x 2 2 3
2u+ cosu."(٠+٧'u)=و 

ou x' +3y x'+3y

a  ر+ه3
a-ج2،٨6و=-X ٧ SInu

 وكانz=f(x,y) كان :اذا مثال
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x=rcos0 , y=rsin0

7٤=, cos0+z, sin0
1 .sin0 +z cos0,22 -=م-
r

a_&a2.6
a- a'a a ة
aaa ¢2y

aة aaة 

: ان اثبت

: الحل

&x = cos0
٥r
C' .sino3 ء
٥r

&x .= rsin0
 ج0

 ج
r cosUلا 

60

&z 6z 0z.=cos0+sin0
٥r &x &y

6z oz e=(-rsin0)+ rcos0
60 &x 6y

1 8z 6z ٥z-.=sin0+cos0
r 60 & 6y
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: اولا المطلوب وهو

: ثانيا المطلوب وهو

Z= u+x  كانت :اذا مثال



u =x+ siny ٧=Ln (x+y)

6z z

 ة'ة

 وكانت

: فاوجد

: الحل

&_a 6 6 6y
 هه ج

&x &u 6y 6v &x

&zz & c 6y
 د د د ه ،

6yة ة yaة 
ou &u

=2٦ ,=cosy
& 6y

a_ az_
=]  و2٧=

٥vyة 

 السلسلة قاعدة من

6_ 1
&x x+y

&v 1

cy x+y

 متغيرين فى لدالة والصغرى العظمى النهايات

: تعريف

,f(x) للدالة يقال y=2النقطة عند عظمى نهاية (a, b)كان اذا 
f(a, b)> fTx, y)

(a, b) ,x) النقط من كافيا قربا القريبة y)  النقط لجميع وذلك
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,a) النقطة هند صغرى نهايةz=(x,y) للدالة ويقال b)كان اذا :

fTa, b) < f(x,y)
. (a, b) ,x) النقط من كافيا قلابا القريبة y)  النقط لجميع وذلك

 النقطة عند صغرى او عظمى نهاية لهاf(x,y=2) الدالة ان بفرض

. (a, b)

,a) التفاضل من كلا فان b)ن f; (a, b), fغير يكون أو ينعدم 

 موجود

f, (a, b) =0,
f, (a, b)=0

f, (a, b) or f, (a, b)  موجود غير

 بالنقطة الاولى الجزئية المشتقات عندها تنعدم التى النقطة وتسمى

. .الحرجة

: نظرية

 الثانية الرتبة حتى جزئية تفاضلات لهاz=f(x,y) الدالة كانت اذا

,a) النقطة يحتوى والذى تعريفها نطاق فى ومتصلة b)عندها والتى 

f4 (a, b)=0 , f, (a, b)=0
,x=a للقيم فانه y=bيكون :

,fTx) -للدالة1 y=2كان اذا عظمى نهاية :
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f (a, b).f,, (a, b)-[f, (a, b)]>0
,f (aذ b)>0

,fx للدلة,)-2 y=2كان اذا صغرى نهاية :

f (a, b).f%, (a, b)-[f4 (a, b)]" >0
f4, (a, b) <0

: كان اذا صغرى ولا عظمى نهايةf,y=2) للدالة-3

f (a, b) . ,, fج (a, b)-[f (a, b)]" <0

 كان اذا الاختيار يفشل-4

f (a, b) .f,, (a, b)-[f,(a, b)]=0

Solved Problems  محلولة امثلة

: مثال

 للدالة والصغرى العظمى النهايات اوجد

f(x,y) = y+ فر - 3xy
: الحل

f(x, y)  للدالة الحرجة النقط اولا -نوجد1

f, =3٤-3y=0
f, =3x-3y=0

.(0,0,)(1,1) هى الحرجة النقط ان نجد المعادلتين بحل

 الثانية الرتبة من الجزئية التفاضلات ايجاد
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f6عة= x f%6ر= x f=-3
f0(=0,0)م f(0, 0)=0 f43-(=0,0و) 
f6(=1,1مة) f,(1,1)=6 f3(=-1,1ن) 

(0,0) الحرجة النقط دراسة

f٤,(0,0) , f0,0ه) ) - [f,, (0,0)]"
(=0),(0)-(3") <و=0

 ولا عظمى نهاية(0,0) النقطة عندf@,y) للدالة يكون لا وبذلك

: أن نجد(1,1) النقطة عند صغرى

f٠0٠1) , f,0,1ر ) - [f;0,1
=6٠6- (-3) =36-9=27>0
f4,(1,1) =6>0

.(1,1) النقطة عند عظمى نهاية للدالة اذن

# # #
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