
 الثالث الباب

 الدوال وأتصال النهايات

Limited & continuity of Functions
 بين تفرق التى الأساسية المفاهيم أهم من واحد الدالة نهاية مفهوم

. والجبر الهندسة مثل الاخرى الرياضيات علوم بالقى عن التفاضل علم

: الدالة نهاية: أولا

f (@f للدالة  قيم بتعيين مانهتم غالبا وتطبيقاته التفاضل علم فى

 من ليس ولكن.a معين عدد منx المستقل المتغير يقترب عندما

 يكون ما غالبا الامر واقع فى يساويه. أن الضرورى

. معرفة غيرffa) أن أى الدالة تعريف نطاق خارجa العدد هذا

: الاتى السؤال نطرح دعنا والان

x (ftx- عندما (x=a) تقترب هل a  العدد من كافية بدرجة تقترب

 ]؟ وليكن معين عدد من

a X من (fx تقترب عندما  نهاية ان يقال فانه بنعم الاجابة كانت اذا

: كالاتى لذلك ونرمز.L تساوى

!rf@)=L ()

. هندسيا المعنى هذا نوضح سوف والان
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 الخط انه على تعريفة يمكن دائرة علىP نقطة عند( المماس الخط

.(1) شكل فى موضح هو كما واحدة نقطة في الدائرة مع يشترك الذى

X

Fig.2Fig. 1

 أن يمكن المماس الخط لأن منحنى لأى صحيحا لايكون التعريف هذا

.(2) شكل فى كما مرات عدة الدالة منحنى يقطع

 ميل ذكر يكفى المنحنى علىP نقطة عند( المماسى الخط لتعريف

.4 الخط تماما يحدد ذلك لانm الخط

 ولتكن أخرى نقطة أى باختيار نبدأ سوفm الخط ميل الى وللوصول

(3-a) ,P شكل فى كما 0 O بين الواصل الخط ونعتبر المنحنى على

.(secant line)  للمنحنى القاطع بالخط الخط هذا ويسمى

 كانت اذا.P من قربا0 نقطة زادت كلما الخط هذا تغير نتابع وسوف

 شكل فى كما الوضع عندنا يكون سوف اليمين جهة منR من تقترب0

. (3-b)
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 وهى القاطع الخط لهذا المختلفة المواضع تبين المتقطعة الخطوط حيث

 للخطmr الميل فانP من قريب0 كانت اذا أنه تبين

 يوضح(c-3) شكل4 المماسى للخطm الميل من قريبا يكون القاطع

. P  النقطة من اليسار جهة من0 تقرب عندما ولكن المعنى نفس

 محددة قيمة يأخذmp القاطع الخط ميل كان إذا أنه القول يمكننا بهذا

 ا المماسى الخط ميل بأنها تعرف القيمة هذه فانP من تقربO عندما

.P  النقطة عند

 ٩و}
(3-a)

 سبyيي،

(3-b) (3-e)

0 للنقطة السينى حداثى والاa هوP للنقطة السينى الاحداثى كان اذا

 من تقتربx" ب استبدالها يمكن"P من تقتربO" الجملة فانx هو

a"(2) المماسى الخط ميل تعريف الى يقودنا وهذا

i=!جز m

- 85-



. العملية هذه خلالx#a أن نلاحظ أن المهم من

. له وجود لاmp ويكونP=0 فانx=a كانت اذا الحقيقة فى

Solved Problems  م محلولة امثلة

: مثال

 الخط ميل لايجاد السابق التعريف استخدم حقيقى عدد أىa كان اذا

,P(a) النقطة عندy=x' للمنحنى المماسى aمعادلة أوجد ثم 

.(9/4,3/2) النقطة عند للمنحنى4 المماسى الخط

 الميل تعريف من بالرسم موضح الدالة :منحنى الحل

Y

 ان نجد المستقيم الخط على نقطتين بواسطة

x°-a"
p {م] =

@ x-a
 هوPO ميل

 التعريف وباستخدام

x-a2m =lim mم =lim
x-a -a X-  ح
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 فان وبالتالىx-a=0 ان بما

(x-a)(x+a)جر. 
11)= [R)

x-٥ (x-a)
m=\im(+a)=2a

a=3/2  ان نجد(9/4,3/2) النقطة عند المماسى معادلة لايجاد

 أ أى
M=2(3/2)=3

 هى النقطة هذه عند/ المماسى الخط معادلة

y- 9/4=3(x-3/2)
12x-4y-9=0.

x  المستقل المتغير يؤول عندما دالة لنهاية العام التعريف الى وللوصول

 معرفة( )أو عندها معرفة غير الدالة تكون بحيث معينة قيمة الى

 مثال

2x+x-3f()=,X٦]
x-1  الدالة نفرض

 قيمة ايجاد نحاول سوف ولذلكx=1 عنذ معرفة غير الدالة ان نلاحظ

 متتابعة قيما تأخذx نجعل اىx=1 ولكن1 منX تقترب عندما الدالة

 فى كما1 من جدا قريبة ولكنها ا من أكبر أو من اصغر

 التاليين: الجدولين

- 87-



 ، ا العدد منx تقترب عندما5 العدد من تقترب الدالة قيمة ان نلاحظ

 التالية: العبارات نكون سوف لذلك

If 4.8 <fTx)<5.2 0.9<x<1.1
4.98 < f(x) <5.02 0.99 <x<1.101
0.999 <x<1.001 4.998 < f(x)<5.002

4.9998 < f(x) <5.,0002 0.9999 <x<1.0001

 هذه كل ان فنجدe>0,0<5 الموجبين الحقيقيين العددين باستخدام

 ان تعنى العبارات

If1-8<x<1+6, then 5-e<f(x)<5+e (4)
8=0.1,e=0.2

8=0.01,E=0.02

 ان نجد الاولى العبارة فى فمثلا

 ان نجد الثانية والعبارة
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8=0.001,e=0.002  ان نجد الثالثة العبارة

. وهكذا

 الصورة على وضعها يمكن(4) العبارة ان الواضح ومن

then -€<f(x)-5<€ (5)If -8<x<5,

 الصورة على وضعها يمكننا المطلقة القيمة باستخدام

x-1/<8, then [fTx)-5/<e(6) ا

x=1 x=1 ان الشرط اضافة فيجب (fx عندما معرفة غير  ان وبما

 نضع اى

(7)If 0<x-1/<8, then /f(x)-5/<e

 السابق التحليل من

If 0</x-1/<0.1, then /f(x)-5/<0.2

6=0.1,e=0.2  بوضع وذلك
If 0<x-1/<0.001, then /f(x)-5\<0.002

8=0.001,e =0.002  بوضع وذلك

 المناظرة الكمية على نحصل صغيرة كمية اىe اعطاء يمكننا وهكذا

 العلاقة تتحقق بحيث5 الصغير للمقدار

If 0<x-1/<5, then /f(x)-5/<e

5 تساوى ا العدد من تقتربx عندماf(x) الدالة نهاية ان نقول فاننا
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 كالاتى ذلك ونكتب
!f@)=5

• دالة لنهاية العام التعريف اعطاء يمكننا والان

a I العدد تحتوى التى f المفتوحة الفترة على معرفة دالة  أن بفرض

 حقيقى عددL ان وبفرض ، نفسهاa عند تعريفها عدم احتمال مع

[iج f@)=L

 يكون بحيث€

 فالعبارة

 على يعتمد5>0 يوجد >ع0 لاى ان تعنى

If 0</x-1/<8, then /f(x)-5\<e
!iج f6)=L

(8)

 كانت اذا

.L a هى x الى f(x) تؤول عندما  الدالة نهاية ان يقال فانه

: ملاحظة

 الجوار فى تقع أىeN(L,e(fKx) ان تعنى/f(x)-L/<e العبارة

(N(L,eوايضا x-a/<5/ان تعنى (neN(a,5إعادة يمكن بذلك 

: التالى النحو على الدالة نهاية تعريف صياغة

 أن يقال:(2) تعريف
!if()=L

- 90-



 بحيثe)>0)3 يوجد فانهe>0 لكل كان اذا

f(x) eN(L,e) for every xeN(a,8)9)

 -ت- ب:
a-8 x a a+8

y

L-e f(x) L L+e

 النهاية مفهوم يوضح التالى الرسم

=y ءب±لمبي- L-٤٦

a-b a+b

lim f(x)=L

: ملاحظات

 عندماL النهاية الى تؤولfTx) الدالة ان نجد السابق التعريف ا-من

xالى تؤول aعند معرفة تكون الا الممكن من الدالة هذه ولكن 

X=a، ليس معينة نقطة عند للدالة نهاية وجود ان ذلك معنى 

 وجود عند عموما ولكن النقطة هذه عند معرفة الدالة ان معناه

 أى فى معرفة الدالة تكونa ولتكن معينة نقطة عند للدالة نهاية

a، a عند معرفة تكون ان الضرورى من وليس  النقطة لهذه جوار

. نفسها
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 ولكن معين عدد عند دالة نهاية تعريف من لايمكننا السابق التعريف-2

. صحيحة النهاية هذه ان اثبات من فقط يمكننا

f@)=L[كان -اذا3 ي 

as x-»a, then h->0  فانx=a+h وضعنا فاذا

L(=٨+f()=L if [i٣f4a.:!ين 
Solved Problems  محلولة أمثلة

 مثال

f(x) eN(4,e),f(x)=3x+7  كانت اذا

 اوجد€.xeN(-1,0.1) لكل

: الحل

f(x) eN(4,e)
 ان تعنى

3x+7)-4/<e)ا 
i.e. /3x+3/<e;3/x+1<s

 أن أى

/x+1/<e/3

x eN(-1,0.1), then \x-(-1)/<0.1
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 ان معطى ولكن



(ii)

 ان نستنتج(i),(ii) من

/x+1/<0.1
e=0.3=0.1=3ع/ 

 ان اثبت التعريف باستخدام مثال:

. 2-5x+6
]1 أ=

x-3 X-3

 ان نجد التعريف باستخدام الحل:

 مx5-5٨+6 ر
١< ع

x-3
(٤-3M-2)  س١< ع م

(x-3)
()

 وبوضع

(2)

 على نحصل(1,)02) من=5€

.·/x-2-1/<€=/x-3/<٤
٧ /x-3/<8

١.e [gf@)=I

Solved Problems  محلولة أمثلة

Theorems on limits  النهايات على -نظريات2

 سوف معين عدد إلى المستقل المتغير يؤول عندما دالة نهاية لايجاد

 التعريف فان ذكرنا وان سبق كما لانه وذلك النهايات نظريات نستخدم

. النهاية هذه ايجاد من لايمكننا
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,a كان اذا(1) نظرية cفان حقيقين عددين :

!ic=٥ (o)
 الثابت المقدار نفس هى الثابت المقدار نهاية أن أى

[i02!ب8=8 =2،وز ,
,a كان :اذا(2) نظرية b, mفان حقيقية اعداد 

!im(mx +b)=ma+b

:limx=a
٦-8

lin(3x-5)=3(4)-5=7
!iy(3v +2)=13, +,=145

!ipf@)=L, !PG(=M

(11)

:(3) نظرية

 كانت إذا

 فإن

(i)

(ii)

(iii)

!n[f()± G(x)]=L±M
!ip[f().G(x)]=M.L

4-3 وي ا±',0«- g(x) M
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Solved Problems  محلولة أمثلة

 اوجد مثال:

. 3x+4[1
«-2 5x-+7

 الحل:
, 3x+4 3(2)+4]im==]()/]7
١-25x+7 5(2)+7

:(4) نظرية
limx" = a"
N-٨ ح

!iأج fG]" =[!ifTN}" (15)

. موجودة]imf(x) ان بعرض

:(5) نظرية

 فان حقيقى عددa وكان حدود كثيرة دالةT كانت اذا

himf(x)=f(a)
Y->٤

5x-2x+1مم. 
]]]]
x5 6x-7

- 95-

(16)

 اوجد مثال:



: الحل

5x-2x+1  .إم1+(203-'(3)5
 أ٢أ{ ج

6x-7  ذ-«7-(3)6

45-6+1_40
18-7 11

:(6) نظرية

 موجب صحيح عددn وكانa<0 كان اذا

 فان فردى صحيح عددn وكانas0 كان اذا أو

!i؟« =wa (17)

:(7) نظرية

 فانa من تقربx عندما نهاية لها الدالة؟ كانت اذا

f@=lif6)  عن]»8»
 فردى عدد او زوجى عددn ان وبفرض

[rf()>0
 أوجد مثال:

3K+«[112]. ف
٧-8 4-(16/x)

: الح
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(3n+?د linGx€3+34 ا«
[1p  ب٠«أل
٠-8 4-(16/x) lim(4-16/x)

x-8

%)(+6236+4 .و•35
 د بر ر {ب

4-(16/8) 4-2

 أوجد مثال:

 بو!٧٢-44ة
 الحل:

١ و٧٢-»ا-ة و-ه5وإ(-
8ا٩5-4520 =6ة=4

 أوجد مثال:

lim
-2 x2+5

: الحل

 ا±م,من3٦5 ق،.قمفه5]
 {٨أ{ ه ه

34+5x4+5x2

:(8) نظرية
The Sandwich Theorem

1 المفتوحة الفترة فى قيم لكلf(x)<h(x)<g)( كانت اذا

 وكان نفسهاa عند ذلك تحقق عدم احتمال معa العدد تحتوى التى
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[f@)=L=!s()
h()=L[ي 

y

(19)

 فان

: النظرية يوضح التالى الشكل

)(y=g.ر-> >  أ/ يد-«ز،
y= fTx)

٥
X

: ملاحظات

 النهاية ايجاد هو المطلوب وكان جبرية كسرية دالةf كانت -اذا1

)(f!التالية الخطوات نتبع إ :

 بمه، سد د، ميد و"
reaI هى الدالة نهاية تكون الحالة هذه فى ،f(a ج,تي,ي=))( num! er•

(f(aالسابقة الامثلة فى كما عليها حصلنا التى .

real number =0 . ·.. و (ii)مر (=f@aعندما نهاية للدالة ليس الحالة هذه فى 

x-+aموجودة غير النهاية ويقال .
Zero.· ..  كثيرتى جذور احدx=a تكون الحالة هذه فىf(a ج-=)

(x -a)  نأخذ ان يجب لذلك والمقام البسط من كل فى الحدود
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 فيمكنناx ةa ان بما ، والمقام البسط من كل من مشتركا عاملا

x) على والمقام البسط من كل نقسم ان - a.)على نحصل بذلك 

 نوجد ثمg(x) ولتكن كسرية( تكون ان الممكن )من جديدة دالة
(g(xعندما المطلوبة النهاية على للحصول xaوجدنا فاذا 

 حتى السابقة العملية نكرر فاننا اخرى مرةea م؟=) ان

. (ii) (i) أو  الحالتين احدى على نحصل

 الصورة على مقدار على كليهما أو المقام أو البسط احتوى اذا(2)

(f@i±6 or (m@±,go)

 والمقام البسط من كل نضرب فانناxa عندما الكسر نهاية لايجاد

 المقدار هذا مرافق فى

(f@±b) ٥r (f@±o)

 من يتضح سوك كماxa عندما النهاية نأخذ الكسر تبسيط وبعد

: التالية الامثلة

Solved Problems  محلولة امثلة
.. x-2x+1{]]]}

-]Xا 

. x-2x3+1 1-2+1 0
1F}}  ح ح

+-١ X+1 -1+1 0
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 اوجد مثال:

: الحر



 أن فنجد مشتركا عاملا+(1) على للحصول البسط نحلل.:.

x- 2x+1=(x- 1=(- 1@x -1)
=(x-1)(x+ 1)(x- 1(x+1)

(x+1)(x+1Gx-1)م. x-2x+1[م. .
 {م{[ د {٨ر1ا

(l)+أة x+1ا-تتر 

x+1)=0)1=نلإ)- 
 أوجد مثال:

. x+2x2+1]11)
x--4 X-4

 الحل:
x+2x+1 256+23+1  .إم579

 ه٦8{{ دح ب

x-4 X+4 4+4 0

x-4 .:. عندما الدالة لهذه نهاية توجد لا

 الاتية الدوال نهايات أوجد مثال

٨٨2\ 5ل٢لا- {1R2)
xo x4+2x

[1([R]} ر» ا م-لممى
2xx-٥

٠٨٠٠٠٠٠+I-2(iii)lim3ة+ -6جد 
 البسط مرافق فى بالضرب الغل:
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[ {ر{أ} {8[[]ع ر,٨ إ -ول٤لا3 ,ي, ول(-3 رو_و
 آ( ش +ر2x ثة(»x+2 +و,@()3)

x+9-9·ه)2{{]ت 
x(x +5+ة()3)  قم2+

 ثث" ,ةلدء»3 ج11 ){ر
11

 ،د د

(2x9+3ر i2

[[ {{[ل ر»٨, ٢-الي-م
2x»-٥

1D2-٨ و٨٠٢-٨-» أ­ء٢٠ب 2w(44-,)٠
(1+x)-(1-x)..((2· ر]ح٨xw+-»

12x.
 ]د1 ))إ د

 تن2@«1+1٢-«2
(l+2y,6+3٤٩ اi-2yxل gإم I-2٨. +لا«

1R1R2}-1]]  ههه-،8 ججججرجججج8ههههه

 ججحججحج8جره
(x+6-3yaai+2ya@6  ةة 5-4د /(ة43

 .م(٤+1-4 +6بد()3)
 أ{أ[ا

٢6 (w+6-9)aST+)

 .إم6دق33+3
-١٢٢[ ح

٠ قة٠٨4أ,22+25

n =٦0 n صحيح عدد ، a حقيقى عدد  كان اذا(9): نظرية
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. Xa n- 'na ة0 ,nأ-عنا"= 
xa Xa

(20)

,m كانت اذا nفان الصفر تساوى لا حقيقية اعداد : : نتحة

n. x"-a n ٨-m[im2 a  و
«-٦٥"-a" m

n, m=0

 الاتية النهايات اوجد مثال:

 الحل:

32(x°-1/3) 'x-(2) ,إ
(i) lin lim'(w-/2 =عل16- x-(1/2(1/2)-27ن 

=16.501/2)-'=5(1/2)(16)

2 م6=5
16

(ii)٠٠ .،٠ -د»3 ،(x ا)و(-") [im= -im ا
x9 y-9 x9 Y-9

1/2 ا،111
/«»"-- »-[أتم،م= ، د ، ،

 تمارين

: أن اثبت النهاية تعريف باستخدام

1) lim(2+3)=5
Xم- ]

2x -4
2) lim,=4

x-»2 x-2
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2X -5x4+6
3) lim  ي ا=

x-3 x-3

 كالاتى معرفةf(x) الدالة كانت اذا(4

«/3-٢١+٥X =
4, x=0

lim f(x)=1, lim f(x)=7
x-0ر x-2

 ل##
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