
 الرابع الباب

 المثلثية الدوال نهايات
Limits of the triangle functions

 خلال من المثلثية الدوال نهايات مفهوم نقدم سوف الفصل هذا فى

 التالية: الامثلة

Solved Problems  محلولة امثلة
lim sinx=0

X-»0

0<x<1

 ان اثبت مثال:

 ان نفرض: البرهان

 نقطةP أن بفرض(0) ومركزها الوحدة قطرها نصف دائرة نأخذ

sinx <AP

y
 الرسم( )انظر المحيط على

B=(1,0)A

 ان نجد السابق الشكل من

 طول>AP طول
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< BP

<B P  القوس طول
= ٦

 ان نجد المثال هذا فى

f(x)= sinx, L=a=0

 صعير موجب عدد لأى ان نجد لذلك

[f(x)-L/<e٧ [x-0<8

lim sinx =0
X-»0

()

 أن نجد بذلك

(2)

(The sandwich theorem) (8)  النظرية باستخدام: أخر حل

.. [sinx\ < /x/

'as x»00ر /xا 

(i)

 أن وبفرض

: الصورة على(i) المقياسين وضع يمكننا

\-sinx< \x>ا/ 
x  ج0 عند النهاية نأخذ

lim -/x/=0= lim /x\x-0 X-0

lim sinx=0
x-0

· 1lim xsin-=0
X-0م X
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 على نحصل فإننا

 أن اثبت مثال:



: الح

1 1
0 </ xsin-/=x\.\sin-/اك x\1=x\

X X

1
/xsin-]sx>0 إ

X

. 1-[x/< xsin-<x/
X

1
-[x/< xsin-<x/

X

 الصورة على المتباينة هذه كتابة يمكننا لذلك

, x٦0

1 .
lim, -/x/< lim, xsin-< lim,[x/

X-0 X-0 ٦ x-0
1

·.: lim_ ±/x/=0= lim_ xsin-=0
x0 x لإ7-0

lim cosx=1
X-0ر 

x0عندما النهاية نأخذ ج 

 ان اثبت مثال:

 الحل:

 أن إلى بالاضافة(8) نظرية نستخدم

cos فان لذلك x>0

(3)

TT T

 ن ند ازاج-( هر: عن

if 0sas1, then 0<a<7as1

. 2 s1-ومه« a-4_٥<١-٠٨2 ء٠
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 ان نجدx0 عندما النهاية ناخذ

. .2 ٠٠lim_(l-sin x)=1-( lim_ sinx)=1-0=1 (5)
x-٧0 X-0

lim,cosx = {X- ان نستنتج(8) ونظرية(4) المتباينة باستخدام . ا ه

 فان الدائرى بالتقدير مقاسهx كانت إذا نظرية:

SInX
lim =]

x-»0 x (6)

 نفرض. الوحدة قطرها ونصف(O) مركزها دائرة ترسم: البرهان

AOC= x(radius) C حيث الدائرة محيط على  النقطة

K

 ان نجد الرسم من.D نقطة فيOC امتداد يقابلBD المماسى

area ofD OAC< area of secter OBC < area of D OBD

1 1 1
- cosXSinX <X<-tanX
2 2 2

0<x<" sin حيث x  على والقسمة2 فى بالضرب
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x 1
COSX <<

sinX cOSX

1 sinx
22COSX

COSX X

T m
0<٤<-,-<٢<0

2 2

 ان نجد المتباينة حدود بقلب

(7)

 كانت اذاx لقيم صجيحة )ز( المتباينة

 بوضع وذلك(8) نظرية نستخدم سوف لذلك

sinx 1
g()=cosx,f(x)=,h(x)=-

X COSX

.٠٤(x)<f(x) <h(x)

 ان نجدx0 عندما النهاية نأخذ

1
lim cosx=1= lim
x-0 x-0cosx

 على نحصل بالتالى

sinx
lim=1
x-0  ر

:(1) نتيجة

tanX
lim=  ا

X-0 y
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: البرهان
. tanx sinx sinx 1
lim_= im ا = [im Iim =].[-]
x-0 y x-0xcosx x-0 y X-0 cosx

:(2) نتيجة
. 1-cosx

lim =(
X-0 x

: البرهان

١-«s١٤-es/!4eos»)
 د

X X 1+cOSX

2 .2
1- cos' X sin X

 د

x(1+cosx) x(l+cosx)

x  ج0 عندما النهاية نأخذ

. (1-cosx) sinx 1
lim = himsinx. lim. lim.

X-0 ٦ x-0 x-0 ٢٦-»0]+cosx
1

= 0.1.=0.
2

Solved Problems  محلولة امثلة

 مثال:
sin5xإم. 

1D
x-0 sin3x
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 أوجد



: الحل

5x3xsin5xsin5x
[im[im= Iim  را-.#شته أ"ة بa أأأء

5١ 33 :-)غ(د،-5

: مثال

xsinX
]im
x01- cOsX

 أوجد

: الحل

xsinx x.2sin(x/2).cos(x/2)
lim = him«#i-«5«2)رداl,يم» 

2(x/2).cos(x/2)و٤. . x/2 2.1=2
، ip د٠. = ،. [1m[ت 

(tan(x/20ي, (sin(x/20±ر 
2 2

 مثال:

cot5x
lin
x-3ر cot3x2 -

mT o+2 ا» --[ه
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 أوجد

: الحل



mT m

Put 2=x--, then as X-,  ج20
2 2

mT

t5; cot5(z+-)
con١x  و2

lim = [i
x3ه cot3x 2-0 ) ج ",2 cOt 2+-

2

 واليسرى اليمنى النهايات
Right and left limits

 من(x) أقتراب كيفية على قيود اية هناك يكن لم السابق التعريف فى

(a)الاقتراب هذا كيفية تحديد الانسب من يكون الاحيان بعض فى ولكن 

x a و ثابتة a حيث الحقيقى المحور على نقطتان , x  أن لنفرض
 اليمين جهة من(a) من تقترب ان يمكنها فان لذلك ، متغيرة

(a) x من تقرب  كانت إذا أنه الواضح ومن اليسار. جهة من أو

. X-a"  وتكتب اليمين جهة من

(a) (a) من اقل المتعاقبة قيمها تكون بحيث X من  تقترب هنا وكذلك
x-a (a) وتكتب اليسار جهة من x من تقترب  ان نقول فاننا

 كانت وإذا

lim f()=Lو , lim f(x)=L,
x-٨a' X-a-

 الترتيب على واليسرى اليمنى النهايتان تمثلانL,,L و بأن نقول فإننا

 واليسر اليمنى النهايتين تساوت فقط وإذا إذاhi,f(x)=L ويكون
 ء ءY ا)3
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lim f(x)=L
X-»a

lim f(x)= lim f(x)=L
X-0 X->a

٠،

 أن أى

 كانت فقط وإذا إذا

 لاى كان إذا اليمين جهة منL ر النهاية إلى تؤولftx) الدالة أن يقال

 أن بحيث5>0 صغير عدد يوجدE>0 صغير عدد

f(x)-L,/<e V0<x-a<5ا 

 تكتب الحالة هذه وفى
• {lim f(x)=L, orf(a )=L,

x-٨a'

 لاى كان إذا اليمين جهة منL النهاية إلى تؤولf(x) الدالة أن يقال

 ان بحيث >ن0 صغير عدد يوجد>€0 صغير عدد

e V0<a-x<8و/> f(x)-Lا 

lim_ f(x)=Lو or f(a)=Lو 
X-»a <  تكتب الحالة هذه وفى

Solved Problems  محلولة امثلة

 أن اثبت التعريف باستخدام مثال:
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2X -4
lim =4

x-82 x-2

: الحل
2x -4 ١(x-2)(x+2)١f@)-LH=١"'-4=4ا""-- x-2 (x-2)

/x+2-4/<e=/x-2/<٤
/f(x)-4/<e Vx-2<5

.:. Lim f(x)=4
x-2ر 

 ان اثبت التعريف باستخدام مثال:

lim. f(x)=1
Xم- ]

 بالقاعدة معرفةf(x) كانت اذا

٠K إ-ر»٩ د-٣٣١ -
7,x=1

: الح
4x-3)-1/<e=4/x-1/<e=إ) f(x)-1/<eا 

£ €
=x-1/=5,5/>-=إ x-1=إ 

4 4

: مثال

. /xLim  أ
x-0  ر
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 موجودة. غير ان اثبت



: الحل

X ٠=1 if x>0
f(x)={

-X ٠ifx<0=-ا 
X

x=0  عندما الدالة نهاية نبحث

/x\ ,lim= lim (1)=1
x-0T x x0+

x .  ناa =اIi -(_م1-=)1
x-٦0ر x-٨0

lim f(x)# lim f(x)
 ررx+0 ر-0

 موجودة. غير تكون النهاية فان لذلك

: مثال

3-2«-(:
X

lim f(x)
x-»2

if x<2

if x>2
 كانت اذا.

 أوجد

: الحل

lin_ f(x)= lin_(3x-2)=6-2=4
x-٨2 x-2

. 2lim f()= lim x' =4
x-2ر + x-2ر +

lin. f(x)= lin f(x)=4 • lim,f(x)=4
x-2- x-2+ x-2
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2x+3 اأي-»2

lim f(x)
X-٨-2

:x<-2
:x>-2

 مثال:

 كانت اذا

 أوجد

: الحل

i«+2)=6)(=لإ ifلإ 
١=-in f()=!i(2x+3)=-4+3ل 

)(f@»)+!fل 

2 if x<-2.X -1
f(w)={4x+5 if -2<x<3

6x-1 if 3<x
 ا

lim f(x), lim f(x)
x-3ر x-٨-2

lim f()
X---2
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 موجودة. غير النهاية

 كانت اذا مثال:

 النهايات أوجد

: الحل

 نوجد اولا



· . 2lim f(x)= lim(x' -1)=4-1=3
-٦ ٦-2 K--2
lim f(x)= lim (4x+5)=-8+5=-3

x--2+ x-2+
.. lim f(x)# Lim f(x)
x-2ر- - x-2+

(f(-2موجودة غير .

 النهاية وجود نبحث ثانيا

lim f(x)= lin. .(4x+5)=12+2=17
x-٨3- x-3ر 

lim f(x)= lim (6x-1)=18-1=17
x3ر t x3ر +
.:. lim f(x)= lim f(x)

x-3- + ر3

• f3)=17
 مثال:

·/x-5/
him
x-5 y-5

x-5
·x>5و 

x-5
f x = »51 ر X-

·x<5و 

x-5

 النهاية اوجد

: الحل

: كالاتى الدالة قاعدة تعريف يمكننا
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(5-x)
Lim f(x)= lim  ا-=

x-5ر - x-٨5- x-5
x-5

lim f(x)= lim=  ا
x-5+ x5ج +x-5

.rGs) (fGs ة
 موجودة. ليست

 مثال:

 كانت اذا
2x-/x\f(y)=

(x+1)(x+2)

: الاتية النهايات وجود ابحث

liب f() ,im ل f(x) li,,f(8)
X-1 X] X-/1)]

: الحل

: كالاتى الدالة تعريف يمكننا

x<0
2

X -+X

x>0

f(1(بي)ج+ (x +2)
x, 2

X -X

(x +1)(x+2)'

x(x+1) . x
.. him f(x)= lim = lim

x--1 x٥-l(٦+l)(x+2) ٢-l٦+2
-1

 أ=
-1+2
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 موجودة النهاية

fT-1)=-1
· x(x-1)limf(x)= lim =0

x-1 x-1(x+1)(x+2)

f(1)=0  موجودة النهاية
· ٠٠ x(x+1) x 0  ء

lim_ f(x)= lim= im_==0 ا &ع
x-0ر x-0({+1)(x+2) x-0٦+2 2

· ٠ (x+1) 0lim f(x)= lim =
x-0+ x-0T(x+1(x+2) 1x2
f@٤(=٥@o)-0

 موجودة النهاية

(Limit of a function at infinity)  اللانهاية عند دالة نهاية

: تعريف

 استطعنا واذاx-»o عندL النهاية إلى تؤولf(x) الدالة أن يقال

 تأخذ عندما يمكن ما اصغرL والعددf(x) بين الفرق نجعل أن

xأن أى مايمكن( )اكبر جدا كبيرة قيم :

lim f(x)=L if٧e>0 'exists 8>0 such that
X-)0

f(x)-L>e Vx<5ا 

: ملحوظة
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1
Lim=0

X-»0y

1 +lim0م= , nez
X-0y

 أن نلاحظ أن بسهولة ا-يمكننا

 يكون وبالتالى

 موجب صحيح عددn حيث

x-»o  عندما كسرية جبرية دالة على -للحصول2

 فى قوة لاكبر المرفوعx المتغير على والمقام البسط من كلا نقسم

 الدالة

(1) الملحوظة -نستخدم النهاية على للحصول النهايات وخواص

 وجدت. ان المطلوبة

Solved Problems  محلولة امثلة

: الاتية النهايات مثال:اوجد
2. 5x -3x+6a) [imم 

2x-7,4مذ 

2
b) Ii٠ 3x'-5xIm  ة»5,-» ،و،

x'  على والمقام البسط من كل بقسمة الحل:

3 6
5 5-+, 5x-3x+6 x ,2

a) limو = [iر --­
x- 2y-7y٦ x-o 2--7

X
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3x+6 5-0+0 5 "ر-5
]1 ر==

-o 2x-77٦-04ر 
3 5

2 ه
3٤ -5x  ة0-042

b) [1r = [Im = ' "ي33 في :"لا-،،ا» 3ي.ي: -آيمي6-»-6 2-+-3

: مثال اوجد

« 3 X s32 "ر٣
a) lm- b) lim

X-40م xo 4G3) +25)

x-12x+1'+7 xG3) X ا35$ +X
c) lim ,3 d) lim $

Y-0م x-o 7 2
X -X

 أن ملاحظة يجب: ملحوظة: الحر

if /r/<1

if 't>1

• ٠ X(i) lim r' =0
X-0م 

٠٠٠ X(ii) lim r' =o
X-0م 

 لان وذلك

3
-1<-<]

4

X
X-0 ه م-ازا3 4

3 -رs ر
[ib

 ا &ثم (ه3 ر+2G5 ز
 ومقاماً بسطا(5) على بالقسمة
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5 ٠
3- -1 ]3[٠ ا٠

.·.[.HS= [im == ب -4 '{ي,ه٩٠ ء٠ +2
5

#+l ,,-4«03) 2»2)+Gy7-'»3)
G} []p = [1]-o 1 xo  -ر71)

7 على ومقاما بسطا بالقسمة
X

٠٤0 ي٦إ إ;إ« ;،
1 2
-<<l
7 7

0 +3/7 3
.·.LH.S= =

1-0 7

 وي ة3'0
»= limlimd،::7 ي{س::جl٦(1- x( ج -x

 أن وبما

{-;
= lim:١/7 و- إ

١٠٨٠6 ر
-٦-٠٦١-

,,, عدما دالة نهاية على للحصول



-o  عندما النهاية على للحصول الخطوات نفس نتبع

 الدالة فى قوة لاكبر المرفوعةx على والمقام البسط من كل نقسم أننا أى

 أن ملاحظة مع المعطاة

x- د،٠ /ء" if
x>0
x<0

 ان نجد سالبة كميةx ان وبما

42ر4 ٢-٩٢٨--#.
a) lim

X-0م- 
 بجة

 أوجد مثال:

: الحل

« و%#،

«= WG

im]٩ ,٠،-٠ا = [IN
X-o 3y-21 Xلا o

 على المقام و البسط من كل بقسمة)(

 م6- ي فزا٩.2.
-X  ه ,مد8هد ه

1 333.  ن اد()2

x

(b)على والمقام البسط من كل بقسمة x/على نحصل -=ر 

 :-في.%;;مم،-شممهم.ي
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 حكأ{ .س(م23-)4 ر

3s2ر- G3ر 
a) lim f(x), b) lim f(x)

X}-00-1 م

 كانت اذا: مثال

 من كلا فاوجد

: الحل
XX

a) f) 203)' -4(5)
3Gs  -ر203 ر

 على نحصل(5s) على والمقام البسط من كل بقسمة

 و ،
 ,،2 د ارجه م-)ج

1R2) ( ر.,.3s-3» ري= رز]
3-٥-

،5
 م=)ياس.=ا<:3 ،و

Xo' 55

.٠LHs-  -ا
3

23)-4Gs)١b)
1 {م[=

) مشم3s -"ر23 ر

x  للقوة مرفوع عدد اقل اى(3) على والمقام البسط من كلا بقسمة

 ان ملاحظة مع
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if x<0, then lim 0 when r>1
٦0

X
 .و.آ:}:5

،2xlim_L.H.S مني سد د جد ٦ مر-5-
-23-

3

 أوجد مثال:

٧٠ بهوا٨ ا٥5٨٠،5،5
١.8_٠ -3-3و٨-و

X0ر- 

: الحل

(a)الأول القوس مرافق فى والمقام البسط من كلا بضرب 

•x ا ر9اx-3+2+4 "ا-ها، تجيء و:- آ- 5/ل بو٤ ثر+.3 -ثور

+A,ا#مة»٥٨3٠2,-2 ر٨ ،" 
»8
 ن;ةع+ )٢لإ[] س

 ري ان ملاحظة معx على والمقام البسط من كلا بقسمة
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 ييي:-3 أ2٧4+21٨2 لا0+4
(b)القوس مرافق فى والمقام البسط من كلا بضرب 

٠ ء» /و٠٠} ل}.إ-يبب X،1m·٠ ،. =  ترaم /,و,2ب٨,2/٨ و
(4x-3(-@3+44 ر). -••# ا:،.ا

 و،إم،أ- رو
 -7ر]مx ان ملاحظة معx والمقام البسط من كلا بقسمة

.:LH.S= lim
X0ر 

-6

3٠٠٢٤
 تمارين

-6 3
 ، ، ،د

2+2 2

 وجدت: ان الاتية النهايات اوجد
1)5,١٠ ا2 ا/قبي2 ر - X1m X

x-0ر +
 م]4/3

3) رسا -ممث
x-0ر T 6-x
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2)  سنا5,٠٤
x-2

2X -4y+44) lin_
x-2 x-2



5) ١im.:
٦ إم-

6) /x-3/
[im
x-3 x-3

7) 3٧x+4x-6،تممة 
« ور ي-ج x-2+ x-2

8).wتمي,يي 'x-0+2 '٠ ٦-1

o + رxx-0(! ا،,يل.

X جي-م» =
1-x

x<0
x>0

1l)كانث اذا Fبالقاعدة معرفة 

lim لا أم f(x)
x-0

lim هل f(), lim. f(x)
x-0+ -0-

 أوجد

Iim f(x)(c)
٦-a

 اوجد

him (b)(w) ؟
x-0ر٦ 

sinX ٠f()=  كانت اذا(12
\x\

(im f(x)(aلا 
1-0

 بالقاعدة معرفةf كانت اذا(13

 بإب،3 ء.
2 1<x-X

f  الدالة منحنى فارسم

 يج لا4
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