
 السادس الباب

 المتوسطة القيمة نظرية تطبيقات
Applications for Mean Value Theorem

RolI's Theorem :  رول نظرية

 وكانتasxsb الفترة فى متصلة دالةfx) كانت "اذا

f(a)= fb)=0كانت واذا (f(xاحتمال مع الفترة نفس على معرفة 

 على واحدة قيمة توجد فانه فقط الفترة نهايتى عند احيانا لاتنشأً انها

x ". قيم من الاقل (x)=0 f a,b عندها يكون x= بين ١ مثل

 على الاقل على واحدة نقطة هناك ان هندسيا هذا ومى

y) المنحنى = f(xالاحداثى يكون xبين الواقع١ a, bعنده 
X  لمحور موازيا المماس

 لا لا

X٠١١١١١X

X K محور يوازى نقطة من اكثر عند المماس  محور يوازى واحدة نقطة عند المماس

: البرهان
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: الاتيين الاحتمالين نعتبر النظرية لاثبات

: الاو الاحتمال
 الحالة هذه وفىb اىa من الفترة طول علىfx)=0 تكون ان

. الفترة طول على ايضاf(x)=0 تكون

=(ffa تكون :ان الثانى الاحتمال fb)=0هذه خلال متغيرة تكون 
 للدالة لايمكنb الىa منx تزداد حينما انه الواضح فمن الفترة

(f@xلان باستمرار نقص او باستمرار تزداد ان 
. fTb)=0, fx)=0

,a بينX قيم من الاقل على واحد قيمة فهناك اذا bازدياد عندها يقف 
 الزيادة فى وتأخذ الدالة نقصان عندها يقف او النقصان فى وتأخذ للدالة

 اى للدالة الاولى المشتقة تنعدمx قيم منX١ ولتكن القيمة هذه وهند
f(x)=0

: نتحة

 ان غير رول نظرية لشروط مستوفاهftx) كانت اذا
f(a)=f(b)=0ولكن c(ة f(a)=f(bفان f(x)=0لقيمة 

. bsxر sa، x x مثل  قيم من الاقل على واحدة

f(x)  تكون ان رول نظرية تطبيق فى يلاحظ ان المهم ومن هذا

(f(x,الفترة فى ومحدودتان متصلتان كلتاهما .

 عليها رول نظرية تطبيق لايمكن حالات هى الاتيه الاشكال

 الشروط. هذه بأحد للاخلال
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-.٠
 حن

#
1 شكل2 شكل

x=c  عند متصلة غير الدالة ان نجد )ا(: شكل ففى

 لان محدودة( )غير(c) عند لانهائية المشتقة ان نجد(:2) شكل وفى
. محور يوازى(c) عند المماس

Solved Problems  محلولة امثلة

f)=x-12x مثال:
 الفترة على الدالةالمعرفة على رول نظرية تطبيق امكانية اختبر

 ان الدالة لهذه رول نظرية فى التىx, قيمة واوجد0sxs2 3لا
 وجدت.

: الحل

(a,b)=(0,23)
f(a)= f(0)=0

F@)=fT53)=80=243-23-243د33-120253 =ر 
f(a) =fTb)=0٠٠

 الفترة على متصلتانf(x) مشتقاتهاf(x) الدالة ان الواضح ومن
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. رول نظرية لشروط مستوفاه تكون الدالة اذن. لها المرفقة

K ١ لايجاد
f@x)=x- 12x
٠. f()=3xB-12

f(r)=0  بوضع
2x' =4=x=±1=x2ر± 

-2e[0,203]
.٠ X١-2

 ولكن

 المتوسطة القيمة نظرية
Mean Value Theorem

,a[ الفترة فى متصلةf() كانت اذا b[لهذه الاولى نشأت واذا 

 فقط( الفترة نهايتى عند نشوءها عدم احتمال )مع الفترة نفس على الدالة

x مثل a,b قيم من الاقل على واحدة نقطة يوجد فانه x= بين٤
f(b)-f(a)
، : .f'(x)B= ان بحيث • •-2

y

x
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 هندسيا هذا منى
 من نقطتانp2,p١ كانت اذا انه

 متصل منحنى اى نقاط من نقطتان

 الاقل على واحدة نقطة توجد فانه

P1, P2  بين
 مساويا المماس ميل عندها يكون

 بالشكل كماp2p١ المستقيم لميل



 البرهان

 الدالة تكون ان يمكن فانه النظرية شروط تحت
f(b)-f(a)q(x)=f(x)-f(a)-.(X-a)

b- a
·٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠. (1)

,a[ الفترة على متصلة انها الواضح من حيث bا( فى ]بالتعويض( 
 ان نجدX=a عن

(a) =0
 ان نجدX=b عندما وايضا

(b) =0
.٠ «(a) =«(b) =0

•. g'()=0
«(x)  على رول نظرية تطبيق يمكن.٠

b <x, sa....... (2)
: ان نجد(1) المعادلة بتفاضل

f(b)-f(a) ,
x)=f'(x)- =0 «'«p«م') 

ba
F(ر,و _f(b)-f@a).". 2, =

b-a
. المطلوب وهو

 الدالة على القيمة نظرية تطبيق امكانية اختبر مثال:
5f(x)=3x' +4x-3 , 1<xs3
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 لهذه النظرية فى التىx قيمة واوجد1sxs3 الفترة على المعرفة

. وجدت ان الدالة

: الحل
2 ....(1)f(x)=3x' +4x-3 , 1sxs3...

 هذه فىx لقيم الاتصال لشروط مستوفاة الدالة هذه ان الواضح من

 الفترة
at x=1 = f(1)=3+4-3=4
at x=3 = s(3)=27+12-3=36

a=1, b=3  ان وحيث
f(b)-f(a)

..=f'(x,)
'1b-a

3246-4·،.٠f'(16٤ ===)م ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠'23 ] (2)

 ان نجد(3) (،2) من وايضا
5x, +4=16 = 6x, =12 = x=2

 المتوسطة القيمة نظرية تعميم
Generalized low of Theorem

,f(x)) الدالتين كانت اذا g(xالفترة فى متصلتين ]a, b[واذا 

,f(x)) من كل نشأت g(xوكانت x)=0مع الفترة طول على @'ع( 

 قيمة توجد فانه فقط( الفترة نهايتى عند الشرط هذا توافر عدم احتمال

 بحيثab بين واقعةx=٢ مل قيم من الاقل على واحدة
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f(b)-f(a) f'(x)
 م

b-a g'(x,)

: ملحوظة
g(X)=x  عندما

. المتوسطة القيمة نظرية هى النظرية تصبح

: البرهان
 الدالة تكون ان يمكن النظرية شروط

f(b)-f(a)
.(1)٧(x)= {g(x)}-{f(x)-f(a)}

 وسأبر+ه قم» لسب نةo ر دنة هيث,ع
at x=a=٧(a)=0

at x=b= ٧(b)=0

 ان نجدX الى بالنسبه(1) المعادلة بتفاضل
f(٥)-f(a)،

.(2)٧'()= g'(x)-f'(x) - ز{٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ a
 رول نظرية شروط تستوفى الدالة ان وحيث

.٧٠'(x0م(= 
، f(b)-f(a) (g'(x,)-f'Tx,)=0... ٧ =)م('3). g(b)- g(a) ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠

، f(b)--f(a)..f'(x,)=- g'(x,)
g(b)-g(a)

f'(x,) f(b)-f(a)
 م ر

٤'() E(b)-g(a)
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. المطلوب وهو

: مثال

 على تطبيقها امكن اذا المتوسطة القيمة نظرية تعميم فىK قيمة اوجد
 الدالتين

g(x) =x%+1
f(x)=3x+2

1<x<4  الفترة على المعرفتان
: الحل

(fTx) الدالتان , g(x4,1[ الفترة على للتفاضل وقابلتان متصلتان[

(x ان كما عليها ومحدودتان  الفترة هذه على (ي0=

.:(fx), g(xالنظرية لشروط مستوفيان 
g'(x٨)=2x,, f6x)=3

1f(٥)-f(a) f(١4ر( 
 ر ا {ح= م-

g0b)-g(a) g'(x)
f(4)-fO) f'()

 ج

g(4)-g0) g'(x,)

١4-5f'(x)
 د

17-2 g'(x,)

9 3 5= =18x, =45=Xر =-
15 2x 2

 الصور، لاحدى المستقل المتغير قيم منa معينة قيمة الدالة اتخذت اذا
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0 X 0 0xo' و , o-o , 0oo °م و0 ,

: الاتية

0 x

. معينة غير انها قيل

:٥" الصورة ا-تعيين
 النظرية فنستخدم الصورة هذه على النهاية كانت اذا الدالة نهاية واتعيين

: الاتيه

L'Hospital's  لوبيتال نظرية
f(x)) عدد اىa ان لنفرض , g(xالأولى مشتقة ايجاد يمكن دالتان 

 الفترة فىx قيم لجميعg'(x)=0 كان فاذا. لهما
Lim g(x)=0 ; Limf(x)=0 ; 5<lر a/<5

X-0X-a

. f(x) . f'@x)
Lim =Lim
x-»a g(x) X-»ag'(x)

. f'(x)
-Limفان 

xag'(x)  نشأت فاذا

: البرهان
 فحسب منهما كل مشتقة ايجاد يمكن لانه متصلة الدوال ان الواضح من

 ان نجد المتوسطة القيمة نظرية تعميمك

f()-f(a) f'()
 ا ا،

٤(b)-g(a) ٤'(x,) where a<,<b.......... (1)

.•. Lim f(x)=0 ; Lim g(x)=0
X->a X->a

: فان
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g(a)=0 f(a)=0..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......(2)
(2) المعادلتان استخدام معb من بدلاx بوضع )ا( فى بالتعويض

f)-0__f(
،

g(x)-0 g'(ر )
0 <x,<x

x,-a x فان a ج  جعلنا فاذا

: لان قيم احدى هىx لان ايضا

. f'(x)f()
Lim= Lim

»ag'(x)x-8 g(x)
. المطلوب وهو

Solved Problems  محلولة أمثلة
: مثال

4x -81
[im­
x-»3 x-3

 قيمة أوجد

: الحل

" الصورة على تكون النهاية فانx=3 عندما ان الواضح من
0

: ان نجد لوبيتال نظرية بتطبيق

d 4" ،٤1(x-81)X- . dx=وي وي- إ (x-3 x3 d,  ؟3
dx

=٨Xر2 Lim=4xG3)'=4x27=108
x-3 1

0
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 فروض فى الاتيين التعديلين احدى حدث اذا صحيحة تظل لوبيتال نظرية

: وهما معا التعديلين حدث اذا او النظرية

 الفرض استبدل إذا أ(
Lim f(x)=0 , Lim g(x)=0
٦-»a X-»a

 البديلة بالشروط
Lim f(x)=o , Lim g(x)=  ه
2-}a X-a

 ايضا استبدلنا واذا±o اى باللانهايةa العدد استبدلنا اذا ب(
x-a/<5>0بالشرط x]> M[حيث Mموجبة كمية .

: مثال
2

X
Limx-o { ى  قيمة اوجد

 الطل:
Xo  الصورة على معينة غير كميةLim, المقدار

 ء ضدرةمندندن
2x 2x 2Lim,= Lim,=Lim=0

X-0 o- عمX ع  ح

 قيمة اوجد: مثال
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Logx
Lim
x-0 Cotx

: الحل

 الصورة على يكون النهاية اخذ بعد المقدار

 لويتاك نفرية بتطبيق

, sin x1/xLogX =-Lim= LimLim
a?، coeو أ&» xbo0تم 

2sin xCosx
Lim-=) ت

1x-0

: ox0

o 0
o م الصورتين احدى الى الصورة هذه نحول

o 0
o م الصورتين احدى الى الصورة هذه نحول
 قيمة اوجد: مثال

Ttx
Lim(ا - x)tan
x-21ج 

 الحل:
 الصورة على النهاية هذه هx0: الاتية الصورة الى نحولها لذلك

. (1-x)mTx
Lim(l- x)tan= Lim
x-1 2 x-»l xmOt م

2
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 ان نجد لوبيتال نظرية بتطبيق ثم
(1-x) 1

[in- []n
X-] X٦ X٨] m 2 mX

Cot- Cosec
2 2 2

2 2m 2
=- Lim Sin =

mx-٨1 2 m

: مثال
Lim_(Secx - tanx)

mt»%  قيمة اوجد

 الحل:
 الاية الصورة الى نحولها لذلك)( الصورة عنى النهاية هذه

)Lim (secx- tanY)= Lim(
x-? cosx eos;x,3

]sinx
= Lin()

x-2 cosx
· -COSx

= Lim()= Lim cOtx=0
xج- TE sinx xلآي E

2 2

: o0.  م0°. معينة الغير الصورة

 الى الترتيب على الصور تتحول القيم لهذه اللوغاريتم بأخذ
O Log0 لا

0 ص-لا

Logo0 لا

O c لا
 ص0

 ه6

oLog1

x0

 الصورتين احددى الى ذلك بعد نحولها ثم
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• XLim x
٦-0  قيمة مثال:اوجد

 الحر:
0" الصورة على تكون النهاية هذه

Xput y=x =;ogy=xlogx

. . . LoجxLin logy= Lin xLogx= Lim"&
X-٨0 x-0 x-01/٦

o
o الصورة على الاخيرة وهذه

 لوبيتال نظرية تطبيق يمكن.•
· . 1/x!in, logy= im, ,lim= و (-)=0

X-٥( X-0-1/٦' x-0
logy»as x٨0

 ان نجد الاسية الدالة الى بالرفع
lo0ر .e' i.e.y»1لا8«مى 

lim  ر1
X-0

 قيمة اوجد: مثال
lim_ (tanx)%oSK

x-2 •
2

 "ه الصورة على تكون الدالة :هذه الحل
· COSX.. puty =(tanx)' =logy=cosx logtanx

. ٠ lبo 'tanxlin, logy= limn,(cosx.lo@tan x)) = Iia_8ا"،)
m»% x% x-5 seex
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o
o- الصورة على النهاية وهذه

 لوبيتال نظرية بتطبيق

2
tanX sec X

.:. lim_ logy= lim_ -=-٠-= lim
secxtanx x-"; tanxلأر تهر 

2 2
c0SX= lim  و

x-5 sin' x

2
sc X

.•. lim logy=0
x 2

. lo١ 0lim e-8لا _e
x2 لآ

· ٠ Xlim_ y=1» lim_ x =1
mt»-5 x%.

1
x-1·  منا ل»'

x-إ 

 للطرفين الاسية الدالة بأخذ

 قيمة اوجد: مثال

: الحل

F  الصورة على النهاية هذه
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1
X-1put y= ( نابر ا

1
log y= logX

x-1
logx

lim logy = lim,
Xم- ] X-»ly-1

 لإ الصورة على تكون النهاية هذه

 لوبيتال نظرية تطبيق يمكن.٠
1/x

.. logy= lim=1
x->1ا 

logy- as ا x1ج 
lo 1 ye=ح 'e·"&جلا 

1
(x-1)

.٠ X =e

 تمارين
x1١ قمة واوجد الاتيه الدوال على رول نظرية تطبيق امكانية -اختبر

: وجدت اذا رول نظرية فى
٢- -4x .

f()=(i)
x+2
5x--4x ٠٠

f(x)=(iأ )

y=x2ف الدالة على المتوسطة القيمة نظرية تطبيق امكانية -اخبر 

 وجدت. ان النظرية فى التىx ر قيمة اوجد ثم]6,0[ الفترة على المعرفة

- 153 -



 تطبيقها امكن اذا المتوسطة القيمة نظرية تعميم فىX ر قيمة -اوجد3
 الدالتين على

FGx)=x+2x -3 & g(x)=x-4+6
0<x<1  الفترة على المعرفتان

: الاتية النهايات قيمة -اوجد4

(i)

(ii)

2X -+X-6lim,و 
n-2 y' -4

e' +e -x -2  ا،٤ يم أي قان2
n-»0 sinx -X

1 1
(iii) lim,(--٦)

n-»0 y e -1

(iv)

(v)

(vi)

lo! sinx,١ ثا( ?ا
n-0ر T log tanx

[;٠ .sinx
Im X

n0ج +
. aX c/xlim(e' +bx)

n0ج .

 ي#
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 والتقريب التفاضلات على تطبيقات
Applcations for Differentiations &

Approximations
=y) الدالة لنعتبر f@xالفترة على للاشتقاق القابلة ]a, b[هذه مشتقة 

,a[ الفترة فىx نقطة عند الدالة b[هى :
٥.١0،f'(x)= Lن m

Ax-»0 8x

Ax-0 f(x) عندما  محددة قيمة من تقترب ه النسية أ:, أم
 هx ىاك

: فان ذلك وعلى
yا 

=f'(x)+a
Ax

AX0 o-0 عندما  حيث
 على نحصلDx فى الحدود جميع بضرب

٥y =f'(x)٥x+aDx
• y dy تفاضله ويمى f'(x)Ax بالرمز له ويرمز اهمية له  الحد

dy =f'(x)Ax
:- أن أى

f(x)=1 fx)=x ومنها y=x أو  الدالة

 فان ذلك وعلىx تفاضله ايضا وتسمى٥x=dy أن أى
dy=f (x) dx

=y=xy كانت اذا فمثلا sinx  فان،
dy=2rDy=cos xdx ,
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Solved Problems  محلولة امثلة
y ,dy y اوجد مثال: =  شر للدالة

Ax=0.1,x=20 للمتغير اختيارية قيمة لاى x,x عندما وايضا ط
: الح

.0.01 هو الخطأ أن أى
: مثال

 عندما التقريبيةy قمة فاوجد و5بدو,3,=لا كالت اذا
x= 1.0007

: الحل

2٥y =(x+A24حر بر xAx+4x
dy =2xAx
x=20 , Ax=0.1

٥y =2(20)0.1)+  'ر=0.14.01@

dy=4

 :مو.· يم ءلةة»،
Ax =0.0007 = 0.00028

2٥y=y'.Ax =-.0.0007 = 0.00028
5

y+ ٥y =5+0.00028

-,٠٤--ا
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 نأخذ

 هى المطلوبة التقريبية القيمة.•

 كانت ذا: مثال



x= 1.9993 y عندما  للدالة تقريبية قيمة فاوجد

: الحل
Ax=-0.0007 , x=2  نأخذ

X 'لمي= هي ب»و +2x+17

 اy -ت٠-(0.0007)-=0.00042
5

 هى المطلوبة التقريبية القيمة
y+٥y=5-0.00042 = 4.99958

 مثال:
: ان علم اذا(2.003y.4 ق للمقدار مقربة قيمة اوجد

Ln 2= 0.693

Ln y=x Ln x
1 1
-y'= Ln+-. ر x
y x

y=y(1 +Ln x)=x(1+In x)

y=x
: الحل

 ان نفرض

(y =y'&x=4(1+Ln2)0.003ط 

= 4(1.693)00.003) =0.020316

,٥x=0.003 نأخذ x=2

: هى المطلوبة التقريبية القيمة•.
y+٥y =4+0.020316 = 4.020316

 لكل تقريبية قيم فاوجد الدائرى بالتقدير1="0.01745 علم :اذا مثال
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tan: من 46"9tan 43"
: الحل

='y ء sec x y ناخذ =tan xو 

٥y y'&x ت
 ناخد الدا" بالتقد"x=450Ax=1 و ء

 در ير. و
MT

Ax=0.01745 , X ن  ة

4
M

y = tan x= tan =l
4

2 2mDy =sec' xx=sec -(0.01745)
4

= 2(0.01745 = 0.0349
0.. tan 46 =y+٥y=1.0349

Ax=-2" "x=45 ولكن tan نأخذ 43"  ولايجاد

: أن نجد الحالة هذه وفى.
y= ٥x.y=y ا, ا =2(-2)00.01745) =-0.0698

tan  ل0.0698-1=430.9303

 تمارين
:- من لكل التقريبية القيمة التفاضل حساب باستخدام أوجد

٠e\3a ٠ 95١-
s٩,٩,,-6-+2 م

• 3- 02.19y%" , 02.007,207 •
4- sin 48" , cot42" ,
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, x=1.9842-
Ln 2 =0.693
1"=0.01745


