
 سابع الباب

Continuityالاتصال 

 اى ،a معين عدد إلى تؤولX عندماf الدالة لنهاية تعريفنا بعد

!irf@)
X الشرط وضع مع #a، ان الحالات من العدد فى وجدنا 

!if@
. a  عند معرفة تكن لم إذا حتى موجودة تكون ان الممكن من

 فان موجودةf(im)( وكانتx=a عند معرفةf كانت إذا ولكن

 كانت فإذا تساويها لا اوfta) تساوى ان الممكن من النهاية هذه

limf(x)=f(a)
X-a

 التالى التعريف نضع الانx=a عند متصلةf الدالة ان يقال فانه

. نقطة عند دالة لاتصال

:(1) تعريف

 الاتية: الشروط تحققت إذاa العدد عند متصلة تكونf الدالة أن يقال

(i)a f العدد تحتوى مفتوحة فترة على معرفة

(a ( جوار فى معرفة تكون اخر بمعنى
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(if() (i!موجودة تون .

!if()=f(a) ( نن)
 متصلة غير انها فيقال السابقة الشروط من أى تحقق لاf كانت واذا

. a (discontinuouS) عند للدالة اتصال عدم يوجد أنه أو X= a  عند

y =fta)+
، ، ،

x,fTx))

a-6 a+8

,a)) النقطة فانa عند متصلةf كانت إذا f(a)الدالة منحنى على تقطع 

. !gf()=f(a) f. وتكون

Fig) الرسم( )انظر أخرى وبعبارة  الاققية الخطوط من زوجين لكل1)

y=f(a)±eالرأسية الخطوط من مناظرين زوجين يوجد 

x=a±6كان إذا بحيث a-8<x<a+5النقطة فان 

((x, fTx)1 بالشكل المظللة المنطقة فى تقطع الدالة منحنى على

 كالاتىx م معينة قيمة عند دالة اتصال تعريف

: مثال
y الدالة أن اثبت = sin xنقطة أى عند متصلة (yo)م, .
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: الح
(4x+)٥ مy=sin+»لا sinx=ملا 

.٥٠y=sin(x4+م x)-sinxم 

 المتطابقة باستخدام

a-ba+b2.· 221 اسه:«مء-ه»ن» اودا"؟ ا؟

Ax-. ٥x22 ا)=+«سه)ت؟(سدة-به

·٠٠. xا xه Dx-0 ا2A-0Dx-»02 =در]2, اسه,ب,.ا±ها,علا م» ا=+

xا .·  -ا؟(همل٥ محو، )هء» مان
،

٠ ، lim Dy=0
/x-0

(2): تميف
 تكونf فانa العدد تحتوى مفتوحة فترة على معرفةf كانت اذا

 بحيث8>0 صغير عدد يوجد<€0 لكل كان اذاa عند متصلة

 يكون:

if /x-a/<5, then [ftx)-f(a)/<e

0 </x-a/  الشرط نضع لم اننا نلاحظ التعريف هذا فى: ملحوظة
 فانx=a عند وأيضاa عند معرفة تكونf لان
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T(x)-f(a)/=f(a)-f(a)/=0<eا 

: الاتية بالاشكال موضح متصلة الغير الدوال بعض منحنيات

•y

٤(B)

X

(A) x

·.
K

Y

 الاتصال عدم اسباب

x=a (A) عند معرفة غير لأنها متصلة غير الدالة  الشكل فى

(C)/@B)عند معرفة غير الدالة aلان )(fجirغير ل 

 موجودة

. a a عند النهاية قيمة تساوى لا (D) عند الدالة قيمة

,a) المفتوحة الفترة فى عدد كل عند معرفةf الدالة كانت اذا b)فانها 
. (a, b) f المفتوحة الفترة على متصلة  ان يقال

,a[ المغلقة الفترة على معرفةf الدالة كانت :إذا(4) تعريف b[فان 
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(a, b) ,a] على متصلة كانت إذا b] f على متصلة تكون  الدالة

 يكون ان يجب لذلك وبالاضافة

lim f(x)= f(a), lim f(x)=f(b)
X-bX-٦a

 السابق التعريف فى ذكرنا كما يسرى نهاية أو يمنى نهاية لهاf كانت إذا

. b a من اليسار على متصلة أو  عند اليمين من متصلة الدالة ان يقال فانه

 كانت :إذا مثال

 _و-«»
-]3,3[ المغلقة الفترة على متصلة الدالة أن وبينf الدالة منحنى ارسم

. [-3,3]

 -و6و- مءق,
 شر شم-وى شر شر+ =وج03 %ر

 ان وبما الاصل نقطة ومركزها3 قطرها نصف دائرة معادلة وهذه

y>0فقط الدائرة من العلوى الجزء. يمثل المنحنى فان 

Y
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 فان-C<3>3 كانت اذا

a,١»./»٩١-٣ و6-,3 -،.و
X>CX-5C

 أن اثبات ييقى-C<3:C>3 عند متصلةf ان نجد التعريف من

. موجودة تكون الفترة ونهاية بداية عند النهايات

: اليمين من متصلة الدالة

+x-3+ هx3 ,ونلاf-»١ ,ا G_و}_ و-وا -ه=a-3 ر

: اليسار من متصلة الدالة

(o= f@3١4_ @و, و-وايي@(-fووبلا x3ي -x-٨3-

.-]3,3[ المغلقة الفترة على متصلة الدالة تكون بذلك

 الوسيطية القيمة نظرية
Intermediate value theorem

,a[ المغلقة الفترة على متصلة دالةf الدالة كانت إذا b[وكانت 
f(a) # f(b)

 يكون بحيثCe(a,b) واحد عدد الاقل على يوجد انه

fTc)=d
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f(e

0 a € b x

 مرورها أثناء أعداد أى لانتخطى المتصلة الدالة ان النظرية هذه ومعنى

d =T(a) العدد وكان f(b)  كانت فإذا النهاية نقطة إلى البداية نقطة من

,f(a)) بين محصورا fTbالنقطتين فان ((a, fia0 (=ر.

((b, ftb))الافقى انخط من مختلفتين جهتين فى ع =و y =dكما 

,a[ الفترة على متصلة دالةf أن وبما بالشكل b[المنحنى فان 

(y= f(xحيث a<x<bمن متصل منحنى يكون Oلذلك0 و إلى 

y=d  الخط يقطع فهو

,Pz(c) ولتكن ما نقطة عند dحيث a<c<dبما وأيضا 

f(c)=d P أن أى معادلتين تحقق فهى المنحنى على تقطع  ان

Solved Problems  محلولة امثلة

 المغلقة الفترة على متصلةf(x آج,/,=) الدالة كانت إذا: مثال
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-- .5. f()= x عندما [ قيمة فاوجد]2,0

: الحل

١=i+٥(0o؟ 
f(2)-٥+i=3

 5، ق
1<<3,put d=

2 2
f(0) (fG3 ة

s  يوجد1<<3
2

 ان بماd= وبوضع. النظرية تحقق الدالة فان 5ل٢٠----.

 يكون بحيثCe[0,2[ عدد

f(c)=d

9s«ن. C
2

3 5 1
C'  د- ه-=[-=

٠٠٨٥٠-٤ق
2

 ه]-ء تة1 م /ا،3
 الفترة علىi )»(=fد/, للدالة الوسيطية القيمة نظرية :حقق مثال

.]43,2[ المغلقة

 أن كما المعطاه الفترة على متصلة الدالة ان نلاحظ: الحل

fG)=527د= s-05-24؟) 
•. f63) f(24) ة

- 166 -



. النظرية شروط تحقق فهى

ce[3,24] d عدد نجد ان فيجب5,2 بين حقيقى عدد  كانت إذا
 بالتربيع1=٥ أىf(e)=d يكون بحيث

2= C+1= = ك =d -1
4<d3<25..2<d<5
3<<24..3<d3-٤<24

 ان كماce03,24) أن أى

«(-«a%-١-,347-  ه
١a, b]  القرة عنى اصفار لها ليبس متصلة ؟ الدالة اكانت3: نقيصة

. xe[a,b] ,f(x)<0. لكل f(x)>0

 تيلور صيغة

 اىa وكانn الدرجة من حدود كثيرة دالةf(x) كانت إذا: نظرية
: فان حقيقى عدد

(n)٨f '(a)5f"(a)٢'4a)
f(x)=f(a)+(x- a)-ل"-+(x-a)"--+٠..+(xa)"

n٠2!1!

.(x-a) f(x) قوى فى  بمفكوك الصيغة هذه وتسمى

: البرهان
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 ساد كتابتها يمكن فانهx فىn الدرجة من حدود كثيرةf(x) ان حيث
f()= C+C,(x-a)+C,(x-a)+.٠٠+C,(-a)".

. C,#0 ,Cb حقيقية ثوابت C, C>, ...,C,  حيث

 على نحصل بالتتابع التفاضل عملية باجراء

f'()=C, +2C(-a)+3C3(-aكر +..+nC(x-a)"-!
f"(w)=2C, +3x2C,(x-a)+...+n(n -1)C,(x-a)"-2

f"x)=3x2C +...+n@n-1)n-2)C,(x-a3ر"- 

n \.١n -2)..3x2x1C-n@nم)")(= 

 على نحصلX=a عن بالتعويض

f'(a)=C,, f"a)2!C,,f(a)=C.

f-\a) =3!C n!C=( ,و٠ ,، ه()"(م

 على نحصل الثوابت هذه عن وبالتعويض

Solved Problems  محلولة امثلة

٢- 34+2x-5  الحدود كثيرة مفكوك اوجد: مثال

. (x-1)  قوى فى

put x-1=0 then x=1  الحل:
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4 2f(x)=x -3x +2x-5, f(I)=-5

f'(x)=4x3-6x+2, f'@)=0
£"(w)=126£')(=,6-4د 
f"(x) = 24x, F"()=24

 -رس()"(م24, (م4 رم)24

 والان

6 324 424f(x)=-5+(x-I(0)+(x-1ر +(x-1)-- +9x-1)"
2! 3! 4!

f(8)=-5+3(-14 +4x-12 +(x-١١
p(x) (f"a وكانت وجود لها (fx حيث دالة  كانت إذا: نظرية

 حيث فىn درجة من حدود كثيرة دالة

r=1,2,3,...,n
 فان

n")ه( a) 2fa) F؟') p,(X)=f(a)+(x-a)+(xa)+.٠٠-+(x-a)
• 1! 2! n!

. السابقة النظرية من مباشرة نتيجة النظرية هذه

 عندf(x) للدالةn درجة من تيلور حدود بكثيرةp)( تسمى
.a

.x=0 n الةe عند  درجة من تيلور حدود كثيرة اوجد: مثال
. -169 -
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Xrس"(م(=ر1 ,ه oم)°) 

: الحل

٢«o) (رo"٢»٥) م2٣0
.. p,(X)=f(0)+٦+x+٠٠٠+X'

1! 2! n!
2 3 n

X X X
.٠ P٦+1م)(= +++...=.

2 6 n!

sin للدالة الثالثة الدرجة من تيلور حدود كثيرة اوجد: مثال xعند 
T

X -٨
: الحل

·4٠٢p(X)=f(-)+(X--)-+(X--)"·+(x--)٠;٠3٠2 او" م٨" م٠" م٠,٦
4 4 1! 4 2! 4 3!

m 1f()=4 2
f(x)=sinx,

f'(x)= cosx,

f"(x)= sinx,

f"(x) =-cosx,

m 1f()=م 
4 2

.,m. i
(=-T4 ؟ '2

m 1MT()=-
4 '2

1 1 ٦ 1 m2 1 m3:٠ P3()=  )--(٢--)--(ج- -)-(٢ج٠
2 '2 4 2'2 4 6'2 4
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 للدالةn درجة من تيلور حدود كثيرة هىp,(x) كانت اذا

fTx) p,(x) الدالة قيمة نفس تعطى p,(a) الحدود كثيرة أن أى = f(a)

pa() x#a تكون الدقة من قدر ان أى =x لقيم ولكن a  عند'

. fTx) a للدالة كتقريب x من قريبة  ر كانت اذا الطبيعى من

. صغيرا يكونp,(x-(fx) الفرق فان

 بالباقى تيلور قانون

: نظرية

[a, b] T"(x) الفترة فى متصلة (fx ان بحيث دالة  كانت اذا
,a] الفترة فى وجود لهاf)("" وايضا b[لكل فانه 

]xe[a,bبين يقع ي حقيقى عدد يوجد a,Xان بحيث 

f'(a) 2f"(a)
f(x)=f(a)+(x-a)+(x-a) +.٠٠

1! 2!
'n+(-a) رو)"(م +R,ر ()

n!
 حيلة٦

X٦2 و-n-+X-a, (مa رع"±
 "ب=)(رم؟«+(١!

0, X =a

. بالباقى تيلور بقانون السابقة الصيغة تسمى
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Solved Problems  محلولة امثلة

fx)=sinx

f(x)=sinx,

f'(x)=cosx,

f"(x)=sinx,

f"(x)=-cosx,

 للدالة بالباقى تيلور قانون اوجد: مثال

••T٤
(x--)  عند فوى فى

4

: الح

m 1f(-/4 2
m 1f(-)-/
4 2
m 1

F-=
4 2
m 1r()=-/
4 '2

٥٠٩ ،٥٠ ٠٠٥٠٠٩٠٩

T. n ٦٦ T(sin(' +nم)")"(= -(,sin(x +n=ير()"(م( 
4 4 4 4

T٤ T
sin(x,)" رع"""(مsi )ز!++ي( + (n +n=س(!"م(م( 

4
m, n5 ;٠,٢%٠ و٦ -)«»»٢ م@+)ج@ {-»+ث,)ي-»+ي ";ي٠+

4 4 1! : :

 (مn5, ر")+م(
TT- ٦n+١ 4+(x. '(-x) ر44 م
4 n! 4 (n+1)!
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٦2١٠١١ ر"-!3+.+ :a" ة aF,ج-+ن»1 -;ا 
TT­

 ءi"@ )ج,+ م8in»٤+(+D )ج
TTn 4 2 _ T+)ن 

+(X--)<=(X-) (٢ ،1)!
4 n! 4 n+ ١:

: مثال

sin للدالة بالباقى تيلور قانون اوجد ، السابق المثال فى xقوى فى 

. sin 31" ، لحساب المفكوك هذا استخدم ثم (-"")

: الحل

. "=ه ولكن السابق المثال فى الطريقة بنفس

١}٦5 -»إ-ر5 _?ر -ثاد2 ءءق
١26siم x=;;-064ج' 

m1 +(n+«٤«n+!sin+««و.'.ر" ،+5 ر رت«" )د ، م 

(n+1)!626٤ n!+

sin لحساب  الدائرى للتقدير نحولها31

0 31
x=31 =T

180

31٨ ا3»1»٥ 3لا,»3 +..م ، o مg5218 أsin31=51 ،ى د، 480 12180
1 m

sin()+n6)  م
6 ،n-()

n! 180
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 تيلور متسلسلة

 وهوa-٤ قوى فىfTx) للدالة بالباقى تيلور قانون فى
(n)٨f (a)f"(a)٢'4a;f(x)=f(a)+(x-a)لإ' +(x-a)' "(x-a)+...+ ي () +لم٢ رم

 المتسلسلة وتكون »«ً عما»,,»o-٥ أن يحث ق
(n)٨f' (a)2f"(a)f'4a;f(x) = f(a)+(x-a)\/ +({-a)"+...+(x-a)" -

n٠2!١!

. تقاربية

(x-a) f(x) قوى فى  للدالة تيلور بمتسلسلة المتسلسلة هذه تسمى
 على نحصلa وبأخذ

nf'(a) n٤"١af''a
٠+'x+..+2(+-\(مر)"(, G)=roo؟ 

n!2!1!

x (fx قوى فى Maclaurin للدالة  مكلورين بمتسلسلة هذه وتسمى

cos للدالة مكلورين متسلسلة اوجد: مثال xوالدالة (In(1 + xفى 
. التصاعديةX قوى

: الحل

f(x)=cosx,
f'(x)=-sinx,
f"(x)=-cosx,
f"(x) =sinx,

f(0)=1
f'(0)=0
f"(0)=-1
F"(0)=0
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T.-(,cos(x +n()ير(= nم) 
2

n is odd,0(0م)"() 

.n is even,1(=±0م)"() 

2 4 6 2nX X X nX
COSX=]-++٠..(])"+...

2! 4! 6! 2n!

fn)=ln (+8), f0)=0

f'(x)=, f'(0)=1
(1+x)

٠1م
f"(x)=5د f"(0)=-١

(1+x)
2f"(x)= F"(0)=2 و٠

(1+x)

٥٠٥٥٠٠٠٠٩٠٩٠٥٠٠

n!١ -(\-ر١)  =)ج("(م٠ ,م
(1+x)

 ()م(مo) -(-"ر=١)١

 هى الدالة لهذه مكلورين متسلسلة وتكون

،n432
n-1XXXX

+...hn(l-+X)= "(٦-+-+٠.. ا-(+
n432.
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 تمارين

. 2-x x-x+5 قوى فى  مفكوك ا-اوجد

 أن لاثبات مكلورين متسلسلة -استخدم2

,2n+153
XXX

+...SInhY=Y+++...
(!2n+1)!53 إ

. smn x, cosh x  الدوال من لكل مكلورين متسلسلة -اوجد3

tan الدوال من لكل مكلورين متسلسلة -اوجد4 x, cos xقوى فى 
٠ X-٦٤/4

. esin x, e cos x  الدوال من لكل مكلورين متسلسلة -اوجد5
# #
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