
 الثامن الباب

 التفاضل على تطبيقات

 المحلية والصغرى العظمى النهايات
Local EKtrema of Runctions

 طبيعية كمية تغير يوضح والذى(1) بشكل الموضح المنحنى اعتبر

 الاحداثى يمثل بينما الزمن يمثلX محور الحالة هذه فى للزمن. بالنسبة

yقيم فمثلا. الازمنه مختلف عند الكمية هذه قيمة yان الممكن من 

 الكهربية الدوائر فى المقاومة ، الحرارة درجة مثل طبيعية قياسات تمثل

٠٠٠.... الخ ، البنات فى البكتريا تعداد أو ما لشخص الدم ضغط ،

 التالى: بالشكل مبين هو كما

 الفترة فى من الز مع تزيد الكمية هذه ان نجد المنحنى إلى بالنظر

-177-



[Cو , C,] ,C] الفترة فى وتزداد C>] [a,C] الفترة فى تقل بينما
. وهكذا

,C [و الفترة اعتبرنا اذا C[لها قيمة أقصى تأخذ الكمية هذه ان نجد 

 الفترات فى.C عند لها(min). قيمة وأصغرC و عند

. وصغرى عظمى اخرى قيم توجد الأخرى

 مع وتغيرهاf الدالة منحنى يمثل السابق الشكل فى المنحنى كان اذا
 الدالة لتزايد الرياضية الصيغ نضع فسوفX الاحداثى

: التالى التعريف فىX بتغيير وتناقصها

(1): تعريف

,x,x وان1 الفترة على معرفةf الدالة ان بفرض eI:فان 

(i)ان يقال fعلى تزايدية دالة Iكان اذا 

f(x,)<f(5)٧x <5
(ii)ان يقال fعلى تناقصية دالة Iكان اذا 

f(x,)>f(5)Vx, <x,

(ii)ان يقال fعلى ثابتة دالة Iكان اذا 

f(x,)=f(x)٧x/ ٠ و eL
f  كانت اذا انه ونلاحظ التالى الشكل فى التعريف لهذا الهندسى التمثيل

. X  لمحور موازى افقى بخط تمثيلها يمكن فانه ثابتة دالة
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Increasing function

«(X5)

y

Decreasing function

 تناقص او تزايد عن للتعبيرfix) الرمز اوf الرمز نستخدم سوف

. الدالة

(2): تعريف

 فان:CeI وكانI الفترة على معرفةf الدالة ان بفرض

(f(c) (iعظمى قيمة تكون (maximum value)للدالة fعلى 

Iكان اذا :

f(x)<f(c) VxeI
(f(c) (iiصغرى قيمة تكون (minimum value)للدالة fعلى 

Iكان اذا :
f(x)>f(c) Ve]
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y

(i) Maximum value fTc)

y

(ii) Minimum value fTc)

Fig. 3

.Fig) فى موضحة للدوال والصغرى العظمى القيم  اننا ونلاحظ3)

,a[ مغلقة فترة شكل على ا رسمنا b[يكون(2) تعريف ولكن 

.I  فترة لاى صحيحا

.Fig) فى المنحنيات ان نلاحظ  افقيةc عند لها المماسات تكون3)

(horizontal)النقطة عند ((c,fTc)والصغرى العظمى القيم ولكن 

 من ركن عند الاحوال بعض فى ايضا تحدث ان الممكن من للدالة

 الفترة نهايتى عند اوCorners الدالة اركان

(end- points of domain)أو عظمى قيم تأخذ ان يمكن دالة 

f(c) f فان ثابتة دالة  كانت اذا انه نجد فمثلا مرة من اكثر صغرى
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 من الدوال .بعضc حقيقى عند صغرى وقيمة عظمى قيمة تكون

 فترة على صغرى قيمة لها ولايكون عظمى قيمة تأخذ ان الممكن

 قيمة لها لايكون الدوال بعض ايضا وهناك صحيح والعكس التعريف

 الموضحةf()=1/x,x ة0 الدالة نعتبر فمثلا صغرى قيمة او عظمى

 التالى: الشكل فى

Fig. 3

K

Fig. 4

 نجد-]1,1[ الفترة على(.0) عتد متصلة غير تكونf ان نلاحظ

• ؟( )لماذا صغرى قيمة او عظمى قيمة لها لاتكون الدالة ان

 دائما يوجد فانهa<1>0 كان اذا(1,0) الفترة على وايضا

 يكون بحيث(1,0) فى2 ,رx2 عددان

F(x)> f(a) and f(x;)< f(a)
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f(1)- غ ، قيمة توجد]1,0) مفتوحة النصف الفترة على
 صعرى=٦ و

. للدالة عظمى قيمة لاتوجد ولكن

 قيمة توجد-]1,0) مفتوحة النصف الفترة ­على

. للدالة صغرى قيمة لاتوجد ولكنfi )ا- صغرى

 وقيمةfT1) عظمى قيمة لهاf ان نجد]2,1[ الفترة ­على
 قيم أو عظمى قيم وجود ان نجد السابق التحليل منf@2) صغرى

 ما على وايضا الدالة اتصال على يعتمد ان يمكن للدالة صغرى

 او مغلقة او مفتوحة كانت اذا للدالة عليها المعرفة الفترة كانت اذا
٠٠٠٠٣٠•• لصفف  عظمى نهاية وجود شروط تحدد التالية النظرية• مفتوحة

: التعريف فترة على للدالة صغرى أو

:(1) نظرية

,a[ المغلقة الفترة على متصلةf الدالة كانت واذا b[:فار f:تأخ 
 احد ال و.

٠٨٠٠٠ ي٠٤ قدمة

. [a, b]  فى واحدة مرة الاقل على عظمى قيمة او صغرى يه

: فانf الدالة نطاق فى عدد أىc كان اذا

(fTc) (iمحلية عظمى قيمة تكون (ocal maximum)وجدت اذا 
,a) مفتوحة فترة b)العدد تحتوى cيكون بحيث :

f(x)<f(c) Vxe(a,b)
(fTc) (iiمحلية صغرى قيمة تكون (ocal minimum)وجدت اذا 
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,a) مفتوحة فترة b)العدد تحتوى cيكون بحيث :
f(x)2f(c) Vxe(a,b)

 ملحوظة:

 عظمى كانت سواء النهاية هذه ان لتحديد تستخدم(local) محلية كلمة

f  تأخذ وبحيث مفتوحة صغيرة فترة داخل موجودة تكون صغرى أو

 من الفترة هذه خارج ولكن الفترة هذه داخل لها قيمة أصغر أو اكبر

 التى القيم من اصغر او من اكبر(values) قيماf نأخذ ان الممكن

 التالى: فى الموضح الدالة شكل نعتبر فمثلا الفترة داخل تأخذها

y

٥١  وC 3وc ى

Local maximum

٤

Fig. 5

 المحلية العظمى القيمة من اكبرC, عند المحلية الصغرى القيمة ان نجد

: الآتى التعبير نستخدم سوف لذلكC ر عند
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(absolute. max)  المطلقة العظمى القيمة

(absolute min)  المطلقة الصغرى والقيمة

. نطاقها فى للدالة قيمتان اصغر أو اكبر عن للتعبير

 والصغرى العظمى للقيم المناظرة النقاط عند ان نجدFig.(5) فى

 للمنحنى ركن هناك ان او افقى اما للمنحنى المماس يكون المحلية

(corner)و عند كما Cالاحداثى ان نجد وبذلك xالنقاط لهذه 

 غير او صفر اما عنده الدالة مشتقة تكون بحيث عدد يكون

. (C  و عند )كما موجودة

:(2) نظرية
 ه

,a[ مغلقة فترة على متصلة دالةf كانت اذا b[أو عظمى قيمة وتأخذ 

,a) المفتوحة الفترة داخلc عدد عند صغرى b)فان (f(cاما 

. موجودة غيرf)( او صفر تساوى

(Critical point) F حرجة النقطة تسمى C الدالة نطاق فى  النقطة
: كان اذا

c)=0)أو٢ (f(eموجودة غير .

 الاولى المشتقة باستخدام الدوال وتناقص تزايد

(3): نظرية
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,a[ المغلقة الفترة على متصلة دالةf كانت اذا b[على للتفاضل وقابلة 

 فان:(a,b) المفتوحة

(i)كانت اذا f(x) >  على تزايدية دالةf فانxe(a,b) قيم لكل0
[a, b]

(ii)كانت اذا f(x)  على تناقصيية دالةf فانxe(a,b) قيم لكل0>
[a, b]

 نلاحظ حيث الاتية الاشكال فى موضحا النظرية لهذه الهندسى التفسير

 اعلى الى يرتفعXe(a,b) نقطة اى عند فى للدالة المماس خط ان

x f(x)>0 بتزايد اعلى الى يرتفع ايضا المنحنى فان وبالتالى  لان

. تزايدية الدالة فان ذلك وعلى

L

 =و­ "إبر
 ا،' ءل

A x b a x b
ftx)>0; f increasing on [a,b]}

 ٥يا كبي:

 المنحنى من كلا فان لذلكf(x)<0 انه التالى الشكل فى وايضا

.X X بتزايد لاسفل يهبطان  عند له والمماس
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 إء_=و
 هوم حي

٤ b a ٤ b a ٤ b
f(2)<0; f drereasing on [a,b]

. f(x)<0  عندما تناقصية الدالة فان لذلك

The first derivative test  الاولى المشتقة اختبار

:(4) نظرية

,a للدالة حرجة نقطةC ان بفرض b),f)العدد تحتوى مفتوحة فترة 

Cان وبفرض fعلى متصلة دالة (a, b)هذا حدوث عدم احتمال مع 

: فان نفسهاc عند

(i) If f'(x)>0 for a<x<c and f'(x)<0 for c<x<b

f (fc للدالة محلية عظمى قيمة تكون  فان

(ii) If f'(x)<0 for a<x<c and f'(x)<0 for c<x<b •

f f(c) للدالة محلية صغرى قيمة تكون  فان

(iii) If f'(x)>0 orif f'(x)<0 Vxe(a,b);x #C

f f(c) للدالة محلية صغرى أو عظمى قيمة ليست  فان

- 186-



 المغلقة الفترة على متصلة دالةf كانت اذا انه نجد(2) نظرية من

]a, b[الحرجة النقاط عند تحدث المطلقة والصغرى العظمى القيم فان 

 هذا توضح التالية الاشكالb أوa الفترة نهايتى عند 'اوf للدالة

 المفهوم.

yyلا 

 الإ و
١aج ء ء( -ه 

absolute maximum f(a) abkolute maximum fTb) absolute maximum fTb)

: المطلقة ى، الصغر ه العظمى، القه ابحاد بقة

[a, b] f المغلقة الفترة على متصلة دالة  كانت اذا

f (i) للدالة الحرجة النقاط كل نوجد

• c f(c) الحرجة النقاط كل عند (i) نحسب

. f(a) , fTb) (iii) نحسب

(iv)على المطلقة والصغر العظمى القيم ]a, b[واصغر اكبر هى 

. (ii)  فى المحسوبة القيم من للدالة قيمة
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Solved Problems  محلولة امثلة
 للدالة الحرجة النقطة اوجد مثال:

f()=(x +5y7د 
: الحل

f()=(+53)ر4 لرهص 
f(x)  نوجد

1 - 1/3fTx)=(x+5)'(yx-2+2/3رو- Gx +5Xx-4)
3

(x+5y" ,1/3(x+5Xx-4)2واو+ =
3(x-4)

(w+5)' +6(x+5Xx-4)
3(x-4)

(x +5)(7x-19)
f'(x)=واو 

3(x-4)

x=-5, x=1917  بوضعf(x)=0 ان نجد

x=4 x-4=0 عند أى f(x) عند معرفة غير  ان نجد ايضا

 هى الحرجة النقط فتكون

19 -=,5,7 و =ولا,-=4
7
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 الحرجة النقاط عندf قيم نوجد
f(x,)=f(-5)=0

19f(و )=f(-)=-114.26
7

f(x5)=f(4)=0

-(5,0-,""(,)114.26١(,٩.٥) هى الخرجة النقاط.•

 مثال:

 محلية صغرى أو عظمى قيم لها لاتوجدf(x)=x الدالة ان اثبت

 الدالة مشتقة نوجد: الحل
2f'(x)=3x

 لا

r=0 f()=0 نجدان  عندما
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 ولكن للدالة الحرجة الوحيدة النقطة هةx=0 ان اى

f(٤)<0 x<0 ان نجد  عندما

f(x)>0 x>0 ان نجد  وعندما

x النقطة تحتوى مغلقة أو مفتوحة فترة لاتوجد انه اى  تكون بحيث0=

fT0)=  الفترة هذه على للدالة قيمة اصغر أو اكبر هى0

. محلية صغرى او عظمى قيم لها لاتوجد الدالة هذه فان وبالتالى

y

(i) Local maximum

Y

f'(x)>0

c

(ii) local minimum

 للدالة المحلية والصغرى العظمى القيم :اوجد مثال

F(»)=r"(8 -n)
: الح

1/3 1 2/3 -3x+8-x 4(2-x)f'(x)=x' '(-1)+(8-x)(-)x' =- 3 د/ =/و5 3x 3x
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 علىf(x) اشارة نعتبر لذلك=x=0,2 عند للدالة الحرجة النقط

(-a,0),(0,2),(2,  )ه الفترات

 هذه الى ينتمىk عدد فترة كل فى نأخذ بان وذلك التالى الجدول نكون

 الفترة

Interval (-o,0) (0,2) (2 )ه,

K -1 1 8
Test value of

f(w) 4 4 -2
3

Sign of f(x) - إ
Variation of Increasing Lncreasing on Decreasing

fx) on (0,2) (2,)
-o,0)

 الى+ من2 العدد عند تتغيرf(x) اشارة ان نجد الجدول هذا من

 وتساوىx=2 عند للدالة محلية عظمى قيمة توجد -وبالتالى

f(»)-605

 هندسية تطبيقات

=y) دالة اى ان سبق فيمات علمنا f(xكانت فاذا منحنى معادلة تمثل 

(P(xo,yفان المنحنى هذا على معلومة نقطة 
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(yo)من, dy/dx=0-٩ إ,؟

X

.P  النقطة عند المننى لهذا المماس ميل تمثل

y للمنحنى) المماس :معادلة•• = fxعند 

 هىP(x ,مy) النقطة

٧y-30٧ -/ل]=fi
y) الغمودى معادلة: = fعند. 

 هىP(x ,مyo) النقطة

٧ /لا-x-8=-1/6i م
subnormal المما تحت3- ،€  د
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y) ان لنفرض =fTxوان معلوم مننى معادلة (P(x,yما نقطة هى 

 فىX محور يقطعانP والعمودى المماس أن ونفرض المنحنى هذا على

C&Tوان التريب على Nمسقط هى Pالمحور على Xهو .كما 

 التالى: الشكل فى مبين

 عمودى

T N G
،٥

S, S٨

 وتحتTN بانهP عند المماس تحت يعرف

s, =NG,s, = mN NG نضع سوف  بانه العمودى

 المماس من الجزء طول أىPN بأنه للمنحنى المماس طول ويعرف

 يعرف كما.X محور مع تقاطعه ونقطة التماس نقطة بين المحصور

 المماس تحت أن نجد الرسم .منPG بانه العمودى طول
1) tan4=y/TN =y/S, =y'=Sم =y/y'

 العمودى تحت
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=S2' لا.لا=ار) S,/y=y'

٥٠ م»٤مع-
 المماس طول

٠٢-٨٠يف ق,-واواد- إ/و_٠-,
 العمودى الطول

«٨s- ١٢٤٠, ة,,أ,--
Solved Problems  محلولة امثلة

 للمنحنى والعمودى المماس معادلتى أوجد: متال
3y +,y7&=s/2(8,2) النقطة عتد.

: الحل

 و؟/x بالضرب

٠٨0,+i«-s/2

x +y=5/2/s

x  إلى بالنسبة بالتفاضل

1+y=5/2.(x.y +y/2/s
(2,8) النقطة عند المماس ميلm=y أن نفرض
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1+m= 5/4.(8m+ 2)/,/16 =1+m= 5/16(8m +2)
8+ 8m = 20m+5=12ج m=3=y = m=1/4

 المجاس معادلة

(y-2)/(x-8)=1/4x-8=4y=8=x=4y
 العمودى معادلة

8)=4=y-2=-4x+32=4x+y =34.x٠2.(/))ي Y-

 س المما وطول العمودى وتحت المماس تحت من كل طول أوجد: مثال
.(1,2) النقطة عندxy+2x-y=5 للمنحنى والعمودى

: الحل

xy'+y+2-y=0
y=(y+2)/(1-x)

(1,2) النقطة عند

m=y=3/-1=3
S,=y/y=1/-3

Sي, =y'y =1x-3=-3

 لان1/3= المماس تحت طول

3 العمودى= تحت طول

 المماس طول

 اسدس طون ر= وم,,.
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o/3، ±ء١-/3 و 
 العمودى طول وود ا_o 4٠مة+

 منحنيين تقاطع زاوية: ثانيا

 المنحنيين تقاطع نقطة هىP ان لنفرض

yر = f(x) & yو =f.(x)

 المماسين بين المحصورة الزاوية هىP النقطة عند بينهما الزاوية فتكون

 ان: اى النقطة هذه عند للمنحنيين المرسومين

X

0=٧٨-٧,
tanq= tan(42-4l)

%,]tan-و uan4+1#,[/ا uan-ر an4ا= ا 

 ان بما ولكن

tan4ر =yم & tan45=و لا 

 النقطة هذه عند
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tan9=[ .l/T1+y\ ولا لا- p لا١ ا
 المنحنيين تقاطع زاوية اوجد مثال:

y=x&2=+٢ شر
 معادلتيهما بحل المنحنيين نقط اولا نعين: الحل

2(x=y)=2=2حر لحر x =2=x=±١
x= =y ب=ا  ا

x=-ب=ا y=-ا 

(1,1&)-(1-,١) هى التقاطع نقط.•

 الاول المنحنى ميل -نعين

y=1 - الثانى المنحتى ميل نعين

2x +2yy'=0= x/y-= ولا

-(1,-1) النقطة عند
3 سد ي  =ولا.ا=ألا ا

tan90(=1(/)+1=)-و 

:9٠ و=٥

(1,1) النقطة عند

tan ( لا}y+)/(٩,(=٧٢ ولا-
= (1+1)/(1-1)=o

.٠٩ م=2/٦

 المنحنيين: تقاطع زاوية أوجد: مثال

y= tan'(2x+1) &y=tanx
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: الحل

m5 m الثانى المنحنى وميل  الاول المنحنى ميل ان نقرض

m, = tan0,,m =tan0و 

(0-,0), هى المنحنيين تقاطع زاوية:.

tan(00-و ,)=
(tan0و - tan0,)/(1+ tan0و tan0,)

= (mو - m)/(1 +m»m)
y = tan"" x, m =dy/dx=1 n/(1 +x)
yر =tan' (2x+1),

2m5= dy٥/dx=1/[1+(2x+ 1)'(2))
=2/4x+ 4x+2

=1/(2x +2x+1)
 معادليتهما نحل المنحنيين تقاطع نقطة لايجاد

tanx=tan(2x+1)=2x+1=x­
X=-1

، 2m,=1/(1+x)1/2=را١ 
2m2/)1=و x' +2x+1)1ا =l

(0, -0,)=g

tan g =(mو -m,)/(1+mm,)=1/3
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 التقاطع زاوية تكون لذلك

 هى



(r, 0)  القطبية الاحداثيات على المشتقات تطبيقات: ثالثا

 المتجه القطر نصف هماp مثل ما لنقطة القطبيان الاحداثيات

radius vector) r)النقطة بعد يمثل وهو p(0) ثابتة نقطة عن

 خط مع0p يصنعها التى0 الزاوية هو الآخر والاحداثى القطب تسمى

=r) القطبية والمعادلة الابتدائى بالخط يسمى(x ثابت مستقيم fpoهى 

 المنحنى على نقطة لاىr,0 الاحداثيين تربط دالة او علاقة

0
T

 المتجه القطر ونصف المماس بين الزاوية
 المنحنى على أقعة الوP النقطة عند المماس بين الواقعة» الزاوية لايجاد

r=f(0)
 المتجه القطر ونصف

0p =r
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: الاتية الخطوات نتبع

 المنحنى على تقعF(r,0) ان -نفرض

 نصف حيث((٥r,0+r+٥0) ولتكن منها جدا قريبة نقطة -ناخذ

0+A0 ، هى لها القطبية الزاوية r+ ٥ هو لها المتجه القطر

.00p= A0
0p - القطر ونصف المماس بين الزاوية هى و كان اذا

,N0 بين المحصورة الزاوية= ان نجد الشكل ­من 0pحيث 

PNL 00
.. tanq = r٥٥/٥r = ٢(٥0/ ٥r)

Ar=0
.. tanq- rLim(A0/ r)=r.(d0/dr)ه

tan 9 =r/(dr/d0) = r/r,r= dr/d0

«= tanr/r;0=0+q

 وعندما

ox  محور مع المماس ميل زاوية
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 للمنحنى المتجه القطر ونصف المماس بين الزاوية اوجد مثال:

r=2+cos0
. النقطة هذه عند المماس ميل اوجد ثم.m/3=0 عندما

9 هى المطلوبة الزاوية ان نفرض الحل:

..tang =٤/r'
r=2+cos0 r'=-sin0 =ج

at 0=m/3=60% r=2+1/2=5/2,r'=/3/2

tang =(5/2)/3/2)=5/3 = = ( -ع('a5,3 ه
 ان نجد المماس ميل لايجاد

y' = tan q = tan(0 + q)

= (tan0 + tan q)/(1- tan0 tan G)

-[3-5/31n+@3-s/3)1
=-2/3/6=-1/33

 تمارين

: الاتية للمنحنيات والعمودى المماس معادلتى -اوجد1

a)y=tan>4 at (0, 0)
b) xy+2x-y=5

)y4ش= ax at (1,4)
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at (2,1)



 عند مندى لكل العمودى وتحت المماس تحت من كل طول كذلك اوجد
 امامه. المبينة النقطة

: الاتية الدالة المننى فى المماس تحت طول ان على -برهن2

, a, b constants Y=6 e°
B4/a  هو العمودى تحت طول وان ثابتا مقدارا يساوى

y = cosh'x  الدالة لمنحنى المماس وطول العمودى طول -اوجد3
x=2  عند

 المنحنيين تقاطع زاوية -اوجد4

٤+y+2=0 & ٤y=0 شر+-10
xy=10&y=x+3  المنحنيين تقاطع زاوية -اوجد5

y= "y=x& ر  المنحنيين بين المحصورة الزاوية -اوجد6

 المما ميل ثم الموجه القطر ونصف المماس بين الزاوية -أوجد7
 الن=٦:-

: الاتية للمنحنيات

r. cos20+ حم ي3

II. r= 4sin30

at 0=m/6
at 0=m/4

r""" المنحنى ان -اثبت8 = ae، المماس بين الزاوية تكون ، ثابت 
c • اوى و:= رتساو ثابته المتجه القطر ونصف عليه نقطة اية عند

 بو±
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