
 الثالث الباب

" ريمان "تكامل المحدود التكامل

Definite Integrals "Riemann Fntegral''
 وسوف حقيقية" فترة على دالة "تكامل يسمى عما سنتكلم الباب هذا فى

 تتمثل خاص طابع ذات جمع عملية الا هى ما هذه التكامل عملية أن نرى

 لهذا يكون وحينما جدا، الصغيرة العناصر من لانهائى عدد جمع فى

 للتكامل قابلة المعطاة الدالة أن نقول فسوف ووحيد محدود ناتج المجموع

 المعطاة. الفترة على
 ا
 ف

 لأ مرم ذ.يإة ي«ود-ي ندجمم٠٠ وf ءا ء٣ي
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 الهامة الرياضية الموضوعات من كغيرة التكامل موضوع نشأً وقد

 على ساعدت التى المشكلات أهم ومن المشكلات من مجموعة لحل

 مثل مستوية منطقة مساحة إيجاد مشكلة المحدود التكامل ظهورفكرة

 السابق. الشكل فى المظللة المنطقة

: الآتبة ط ه الشر تحت هنا اسة الدر

 حقيقية الدالة تكون -أن1

a<b [a,b] حيث  مغلقة الدالة عليها تكامل التى الفترة تكون -أن2

 ريمان تكامل

Riemann's Integral

 المساحة ايجاد انه على التكامل يعرف والتكامل التفاضل حساب فى

 الحالة هذة فى مفيد. بالتأكيد هو التفسير هذا أن حين في المنحى اسفل
 من الكثير سيجعل التكامل تفسير ملخص فأن تطبيقية هندسيية لاعتبارات

 تذكرها. سهل الخواص

 نتمكن أن قبل التكامل نعرف أن علينا يتعين ، العادة جرت كما ، أولا
 ريمان. تكامل تعريف مع سنبدأً خواصة. مناقشة من

Reimann's Definition  للتكامل ريمان تعريف1

: )ا( تريف
 الى تقسيمها يعنى الفترة هذه تجزئ فإن مغلقة فترة]a,b[ الدالة كانت اذا
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 من مجموعة تحديد بواسطة ذلك ويتم الجزئية الفترات منn قدره عدد

: n+1  وعددها التجزى بنقط تسمى النقط

a =X٨ ورو٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٤ و٠٠٠....,, =b e[a,b]

 حيث

2٨ <2, <٤٨٠٠٠٠٠٠٠٠<٢,

 الفئة وتسمى

٨ ا/=٨٤٠٠٠٠٠1٠-23٠,١\
.[a,b]  للفترة النونى بالتجزى

x,[k,٠•••••• الفترة وتسمى =l,2[للفترة جزئية بفترة ,ر 

]a,b،[ ٥, الرمز ويستخدمxأن أى الفترة هذه طول على للدلالة 

Ar,  -إ٤٤١±=
 بإنه يعرف والذىp التجزئ لمعيار ااp اا بالرمز سنرمز

,max Ar/ا= P[ا 

 بالتجزى الناتج التجزى يسمى متساوية التجزى نقط بين المسافات كانت واذا

 طول عن تعبرAx الحالة هذه فى كانت .واذا]a,b[ للفترة النونى المنتظم

 وأن جزئية فترة أى
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b- a
Dr=

P

: هى]a,b[ للفترة النونى المنتظم التجزى نقط وتكون

r,=a+٢,٣٥٢=0,1,2,...,8.

 مثال

 ؟]0,2 المغلقة[ الفترة من متساوية اجزاءI0 تجزء معيار ماهو

 ؟]a,b[ المغلقة الفترة من متساوية لفتراتn معيار هو ما

 تجزىء

 اP ا' إذP/ فيكونP تكرير هوP' كان اذا انه بين

 الآتى: تعريف يمكن ، السابقة الخواص هذة بأستخدام

Definition Riemann Sums  ريمان مجموع تعريف

:2) تعريف
f . للدالة ريمان مجموع يعرف [a,b] f الفترة على معرفة  الدالة لتكن

 المجموع بأنهp للتجز المناظر

s.٧٠+١-Y/«,١,--
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. [ر,-,] الفترة فى اختيارية نقطة ر' حيث

:(1) ملاحظة

 أنه حيث وحيدا ليس ريمان مجموع أن يتضح(2) التعريف ا-من

 الفترات عدد على يعتمد أى]a,b[ للفترة التجزئ طريقة على يعتمد

 يعتمد أنه كما الفترات هذه أطوال وعلى]a,b[ إليها قسمنا التى الجزئية

 ,ا للنقط إختيارنا طريقة على أيضا

 ريمان مجموع تمثل التالى الشكل فى المضلعة المنطقة -مساحة2

 جزئية فترة كل علىf ارتفاعه),( مستطيلا نرسم بان عليها ونحصل

+ التجزى فرات من [ر,,]

1

X
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2ةظحالم

 مجموع يمثل هندسيا ريمان مجموع فأن موجبة] الدالة كانت اذا

 [ر,د-,] بطول [ر«-,>] المستطيلات مساحات

 )ر( وارتقاع

 ريمان تكامل خواص

Properties of the Riemann lntegral

[a.8] ,f المغلقة للفترة ريمان دوال هما g  ان نفرض

: متحققة الاتية الخواص

1. أ4g6x+(cf٢٤) [ء=عهf) أه+عه )(ع عه

2. ١«<e<8=}f) (f٥[= ة 4٤+[ f6٧) 4r

[3.١ 4ع f f1 [ءامه ا

4. I٢g(٤) <f٢٧) on /a, 6}, ten =] (@f[، )ع(ج عه

dx

.[a,b] g(x) الفترة فى اخرى داله  حيث

ff) g() [a,b] فأن g(x) الفترة فى اخرى داله  كانت اذا
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 السابقة. الفترة نفس على تكاملها يمكن

:(3) تعريف

 النهاية كانت اذا].a,b[ الفترة على معرفةf الدالة لتكن

 لإn ا:4
 مجموع تكوين طريقة كانت مهما ا حقيقى عدد تساوى ودائما معرفة

 ريمان

s.-F/5١
k=]

 للدالة المحدود( ريمان تكامل )أو المحدود بالتكامل يسمىI العدد فان

fالفترة على ]a,b[بالرمز له ويرمز 

e/)أ 
a

: أن اى

i« . ز(١±,
.[a,b] f على للتكامل قابلة  أن الحالة هذه فى أيضا ويقال
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(3) ملاحظة

 على للتكامل قابلةf كانت اذا أنه يتضح السابق التعريف ا-من

[r«»
4

a,b]-2[التكامل فإن 

 أمرين على يعتمد حقيقى عدد هو"b إلىa منf تكامل" يقرأ والذى

: هما فقط

 التكامل( حداa,b العددان )ويسمىa,b العددين ا-قيمتا

f  الدالة تعريف قاعدة ب

: فيكون أخر رمز باى استبداله فيمكنx المتغير رمز أما

jr@-jr«  أ
d d a

 اعادة يمكننا سابقة مرحلة فى دراستها سبق التى النهايات تعريف -من2

: يلى كما أخرى بطريقة3 تعريف صياغة

 ريمان تكامل يسمى ا العدد فإن]a,b[ الفترة على معرفة دالةf كانت إذا

: التالى الشرط تحقق اذا]a,b[ الفترة علىf للدالة المحدود

V> 0  د6>0
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 للنقط اختيار لاى وذلك ا.P١<5 فيهP تجزئ لكل

k=١,2,٠٠٠٠٠٠٠٠٨ €، e[،.±]

(1) نظرية

 محدودة تكون فإنها]a,b[ الفترة على للتكامل قابلةf الدالة كانت اذا

. الفترة نفس على

 أنه أى ،]a,b[ الفترة على محدودة غيرf أن لنفرض البرهان:

Vc> 0 =re[a,b] f(r)>cد/ 
 تجزى لاى إذن

P= {[٤,,]:k=١,2,0.....n}
 بحيث الأقل[±,,] على واحدة جزئية فترة توجد]a,b[ للفترة

 أن اى فيها، محدودة غيرf الدالة تكون

Vc> 0 e,(1) ة4 ,#إء.8 ،[ (/ا6 >ا

 حيث ، الأخرى الفترات فىe,6 [ء,,,,±-] النقط باختيار

k#k، يكون ريمان مجموع فإن 

$٠-3(٤ (/إ{،عد5 تدا-
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 أن نفرض الاختيار هذا بتثبيت

 »"بلإ٠ ا٥٠+-
S, =f(٤)4, +L,
١٢ (4،,)A ، K31S, L١/- ا
/ P/2/(4,) A,,-/L\

f(4)4,,=S,-I

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠......(2)

 بالشكلc أختيار يمكن فإنه موجب أختيارى عددe>0 كان إذا

. (c>0 ( أن الواضح من

C
 اL +ا٤
3٤٥ إ

 بحيثeA، 6 [,ج,, نقطة توجد أنه نجد(1) من

L + ]٢ >/لا،(- ا"ا٤ •٥ ,يد
 يكونe>0 عدد لأى أنه على نحصل(2) من

Lإ-٨م إ،٤=٤ +ا٤- s,>4ا 
",A٢ا

[a,b] P للفترة ( تجزئ ولاى كبيرا( كان مهما e>0  عدد لآى أن أى
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 بحيثe[,,,±e، 6, لنقدا اختيار يوجد

e,ا< sا 
f  الدالة فإن وبالتالى(3 التعريف )فى ا نهاية وجود عدم يعنى وهذا

• [a,b]  الفترة على للتكامل قابلة غير تكون

:(3) ملاحظة
 معينة فترة على للتكامل القابلة الدوال لدراسة أنه نجد السابقة النظرية من

 سنقصر وبالتالى الفترة، هذه فى المحدودة غير الدوال نستبعد فإننا

 السابقة النظرية من أنه حيث فقط، المحدودة الدوال على يلى فيما دراستنا

 من جزئية فئة هى معينة( فترة )على للتكامل القابلة الدوال فئة أن نجد

 الفترة(. نفس )على المحدودة الدوال فئة

Solved Problem  محلولة امثلة

].3,5[ على للتكاملrGe هو/,=) الدالة قابلية ابحث مثال

 بشرط معرفةf الدالة الحل
9-٣%>0 9 >شر-0 3 ا/> ج=
32 ->ج3 جب e[-33]+ ب=

 أن وبما منها جزئية فترة أى على أو-]3,3[ على معرفةf الدالة أن أى

]c[3,5]3,3[-فإن fعلى معرفة غير ]الدالة أن أى]3,5 fقابلة غير 
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 الفترة. هذه على للتكامل

: بالصورة]0,1[ الفترة على المعرفة» الدالة ان اثبت مثال

 إإ-«م٠»٥
,xeg0

].0,1[ الفترة على للتكامل قابلة غير دالة

 تحتوى جزئية فترة أى أن نجد]0,1[ للفترةP تجزئ لاى بالنسبة الحل

 نسبية وغير نسبية اعداد على

 هذه فى4 ,،<9 بحيثe[¢,,±A،, 6[, النقط جميع لا:نختار أو

 هو ريمان مجموع يكون الحالة

s, - ٤ ،ا ا-
k=ا 

limS,=1
 ا//P -إ/0

 ثانا:

 يكون ريمان مجموع فإن ي9 بحيث

 لإ-,0٨ =»-،+
lin S,=0

 ا/P {ز0
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. للتكامل قابلة غير الدالة أن يتضح وهكذا

:(4) ملاحظة

 صحيح. غير )ا( نظرية عكس أن يوضح السابق المثال ان نجد

 قابلة الدالة تكون ان الضرورة من ليس فانة محدودة الدالة كانت اذا ان اى
 للتكامل.

 هذه على للتكامل قابله تكون]a,b[ الفترة على الثابتة الدالة ان اثبت مثال

. الفترة

 هى: الدالة أن لنفرض الحل

f(٤)=e,V٤ e[a,b]
: [a,b]  للفترة الاختيارى التجزئ ونعتبر

P -{[٠٤٠x،]:k =1,2,0...n}
 هو ريمان مجموع فيكون

+، ٠a«.لإ/) 
-Fe.٥r،  (ء8»-١=

k=1

 يe[r «,,_رA[ للنقط اختيارنا طريقة عن النظر بغض وذلك

-73-



!S, =e66-a)

[«d = ٥(- a)
d

 ويكون

 ويكون للتكامل قابلةf الدالة أن أى

 بالمساحات؟( ذلك )فسر

 المجموع قوانين لبعض بالتذكير الفصل هذا سنختتم

 الرياضى( الاستنتاج باستخدام منهم كل صحة اثبات يمكن )والتى

: والتمارين الأمثلة حل فى تستخدم والتى

، ٤٠+.٨١-٤-.»٤}
٣=] ٣م[= ٣=\

R٥ ء،،. E«.-٤ ء»-
٢٣=١ =1

 ،2 »-ء٠ ءء٨
 لإ+ «لإي0٠-١
 ىF +@»م'-,١2٨١1

٣ آ=6

 ر(٣ ا/"،-٤
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 والسفلى العلوى .المجموع2
bpper and Lower Sum

 وكان]a,b[ الفترة فى مدودة دالةf كانت اذا(4) تعريف

P= \ ا٤,,٠١/٠٨ ,ا=2
 الفترة علىfix) لقيم سفلى حد اكبرm كان واذا]ab[ للفترة تجزيئا

]x.4[وكان ,Mلقيم علوى حد أصغر (flالفترة على٤ ]x,-,x[فإن :

٢, لإ-٧٧/٨-٤ م0 ...(3)

 الفترة علىf لدالة العلوى والمجموع السفلى المجموع الترتيب على يسميان

.P [a,b] للتجزؤ المناظران

 عن عبارة هو5 ر السفلى المجموع فإن0<(fKx كانت )5(:اذا ملاحظة
 العليا. المضلعة المنطقة مساحة فهو العلوى المجموع أما المظللة المساحة

X
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 والسفلى العلوى المجموع خواص بعض

Properties of Upper and Lower Sum

 يكونP تجزى لأى الخاصية)(:

S, <S, ...(4)

 أن حيث(3) من بسهولة(4) على البرهان:نحصل

Vk=1,2,3, ..٠٠٠٠,n m < M,

m = inf,f()
re[a.ذ ]

S, >m(b-a)

&

 كان اذا الخاصية)2(

M = sup f()
xe[a,8]

 يكونP تجزئ لاى فانه

S,<M(8-a) ...(5)

m(b -a)<, <S, < M(b-a) .٠٠(6)

:(5) تعريف
 الفترة علىf للدالة العلوى والتكامل السفلى بالتكامل,]l العددان يسمى

]a,b[بالرمزيين: لها ويرمز 

١= [ f«»4
a

&
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a

:(6) ملاحظة

 يكون]a,b[ للفترةP تجزى لآى

٤1a/)f,=,ذ s>٠١4)أ٢ 
a

 برهان: دون التالية النظرية سنذكر والآن

Chi Theorem:( ( كاى نظرية

 المغلقة الفترة على ومحددة معرفةf الدالة كانت اذا:(2) نظرية

]a,b[احد تحقق اذا وفقط اذا الفترة هذه على للتكامل قابلة فإنهاتكون 

: الشرطينالتاليين

[(d - ]/(4
(ii) Ve>0 5P < [a,b] م S د ٤>,S- م

 ن(7) ملاحظة
: فإن(ii) أو(i) الشرطين أحد تحقق -اذا1

(ii) -الشرطان2 ، (i)تكون ان شرط يكافئ منهما كل لان متكافئان 

 للتكامل. قابلةf الدالة

[r(4 - [««=fr«s١
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LntegableEunctions
 قابلة ما أندالة اثبات صعوبة مدى لنا يتضح ذكرها السابق المعلومات من

 بطرق نهتمكثيرا لا وسوف ما. فترة على للتكامل قابلة غير أو للتكامل

 وانما ما، علكفترة للتكامل قابلة غير أو قابلة ما دالة كانت أذا ما اختبار

 أهتمامنا وسيكون للتكامل قابلة أنها مقدما نعرف دوال بتناول سنكتفى
 منصدا

 لقابلية معرفتنا فى الدوال.وسنعتمد هذه تكاملات حساب على عامة بصفة

 التالية. النظريات على الدوال تكامل

 قابلة تكون فانها مغلقة فترة على متصلةf الدالة كانت اذا:(3) نظرية
. الفترة هذه على للتكامل

 ان لنفرض البرهان:

P= {»,,x,]:k=1,2...m}
 فيكون ،]a,b[ للفترة تجزئيا هو

٠ ,ي د«-،/{-
 حيث

M= sup f(x)
relwa.] &
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 فان:]a,b[ على متصلةf الدالة أن وحيث

& M,= max ,f(r)m= pin ,f(3) re[٤-٠]«el±¢,]

e) للقيم العظمى القيمة هى-m٨ إذن [a,b] ،-f(xوبالتالى٧ 

 فان

-m, = max (-f(x))

 .،، -به بر/٨ ب٧»/1
 هذه على الاتصال منتظمة فإنها]a,b[ على متصلةf الدالة ان وحيث

 ان أى الفترة

Ve>0 8>0 3ن

&٠٠٠/f( >٣'-) ا)'د(/
b-a

as x']<6- ا

Vx,x"

 فإن/P/<8 بحيث]a,b[ للفترة تجزىP كان فاذا

£M,-m,<
ba

Vx,x"
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5-.٤ ،بر,ك,-، »مشج= ء-ه٠
Ve>0 S,-S, <e56>0 و

P P//. تجزى لاى  </ا8 الشرط يحقق

 قابلة تكونf فإن وبالتالى (،2) نظرية من(ii) الجزء يتحقق وهكذا

.[a,b]  الفترة على للتكامل

(4) نظرية

 قابلة تكون فانها مغلقة فترة على ومحدده مطردهf الدالة كانت اذا
 الفترة. هذه على للتكامل

: البرهان

 أن أى]a,b[ الفترة على تناقصية غيرf أن لنفرض

f(3,) <f(,)
Vx, <1,,3,,± e[a,b]

 كان فإذا

P=/s,,٤]:k=12...»
 فإن]a,b[ للفترة تجزئيا
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f()<f(٤)<f(٣,) &
wxe[،,]

& m,=f()
M, = f()

، r-+، 4٠1-٤, /لإ.
f(b)- /(a)>0

 ويكون

 أن: ينتج2 ومن

 أن وحيث

5>0 فيكون f(b) أ=&.:٢٠ ء٠، f() e>0 ناخذ ٥ ء لاى فإنه

\P الشرط يحققP التجزئ كان فاذا  فان//8>

5٠-٤, ة<2 (/-ا
£(f(b)-f(a))= = ع

f(b)-f(a)

S,-S,<e
 للتكامل قابلةf فالدالة وبالتالى(2) نظرية من(ii) الشرط يحقق وهكذا

f على f أن اثبات يمكن مماثلة فبطريقة تزايدية غير [a,b]. كانت اذا

. [a,b]  الفترة على للتكامل قابلة
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:(8) ملاحظة

 هذه على متصلة تكون]a,b[ الفترة على مطردة دالة كل لان نظرا
(4) نظرية فإن لذلك الفترة، نقط من معدودة أو منتهية فئة ماعدا الفترة

 القابلة الدوال عن البحث مجال فى(3) نظرية الى طفيفة إضافة تضيف
 توضح التالية والاملة المتصلة الدوال بتناول هنا سنكتفى للتكامل.ولذلك

 على واعتمادا(3) التعريف باستخدام التكاملات بعض حساب كيفية
(.3) النظرية

Solved Problems  محلولة أمثلة

[a,b] VxeR على للتكامل قابلة ، fTx)=x  الدالة ان اثبت مثال

 التكامل. هذا قيمة واحسب

R (fTx على متصلة  الدالة ان بما الحل

(a,b)eR R ان وبما f(x) على للتكامل قابلة  الدالة اذن

.(a,b)  على للتكامل قابلة الدالة اذن

[a,b] f الفترة على للتكامل قابلة (x)=x4  الدالة ان اثبت مثال

 التكامل. هذا قيمة وأوجد

R (fTx على متصلة اذن الثانية الدرجة من خطية  الدالة ان بما الحل

(a,b)eR R ان وبما f(x) على للتكامل قابلة  الدالة اذن

.R  على للتكامل قابلة الدالة اذن
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f(x)=e"  الدالة ان اثبت مثال

 التكامل. هذا قيمة أوجد ثم]a,b[ الفترة فى للتكامل قابلة

:(9) ملاحظة
 المحدودة المتكاملات حساب أن يتضح السابقة الثلاثة الامثلة من

 فيه النهاية( ثم ريمان مجموع ايجاد )أى مباشرة(3) تعريف باستخدام

 فان وبالطبع جدا. بسيطة دوال هى المعطاة الدوال ان رغم كبيرة صعوبة

 الطبيعى من فانه لذلك البسيطة. غير للدوال تعقيدا تزداد سوف المشكلة
 قد الطريقة وهذه المحدودة التكاملات لحساب أسهل طريقة عن نبحث ان

 الثالث. الباب نذكرها سوف والتى وليبنز نيوتن أوجدها

 ج± مإج
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