
 الرابع الباب

 المحدود للتكامل الهندسى المعنى
Geometrical meaning for

The finite integrals

 المحدود. للتكامل الهندسى التفسير هو ما والآن

 المنحنى اسفل المساحة ايجاد هو المحدود للتكامل الهندسى المعنى

 وأن]a,b[ الفترة فى متصلة الدالة أن هنا سنفترض ذلك لتوضيح

fix) >0 'xe[a,b]

 مجموع فيكون]a,b[ للفترة المنتظم النونى التجزى هوP أن ولنفرض

 »/لإ١ ب
y

 ريمان

 التالى: الشكل فى المضلعة المنطقة مساحة هو

a

area =AX)
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y=f(x)
 م-

 م
 ا
١
٤
 لا
 ن

 و
 ن
١
 ا

١

١

 ا4٠-١٠

 ر٠ ا

b

X



 من كل وصغرتn الجزئية الفترات عدد زادت كلما أنه الواضح ومن
 قاعدة وصغرت المتلاصقة المستطيلات عدد كثرت كلما اx الأطوال

 مجموع فان٨ م- حين أنه تتصور ن نستطيع النهابة وف مجا.
 من

 .+ا/لإ
: بين المحصورة وهى الشكل فى المظللة المنطقة مساحة من يقترب

y=f@x)  الدالة منحنى

 السينات محور

x=a, x=b  المستقيمين الخطيين

.i

.ii

.iii

 فى سالبة غير وكانت]a,b[ فى متصلةy=fKx) الدالة كانت اذا أنه أى

[r«e4
a

 فإن الفترة. هذه

f  الدالة منحنى بين المحصورة المستوية المنطقة مساحة عن يعبر

X=a x=b. المستقيمين والخطين السينات ومحور

=y منحنى بين الواقعة المساحة فمثلا Xوالمستقيمين السينات ومحور 

xdr==4) و321
2i

. الشكل فى الموضح المنحرف شبه مساحة وهى
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x=l x=3 و



[/(r)e  للتكامل الهندسى المعنى الى الثانى الباب فى نعود وسوف
a

: فان]a,b[ على للتكامل قابلةf الدالة كانت إذا(1) تعريف

،f/«ف --[@w«
ii. [r(١a=0

a

3 ه']r-=٠--= م3(-'2)35 3

-2 35[xd=
5 3

 فمثلا

: يكون(5) لتعريف وتبعا

 المحدود التكامل خواص بعض

Some Properties of Definite integrals
 إثباتها يمكن والتى المحدود التكامل خواص أهم نقدم الفصل هذا فى

 السابق. الباب فى(3) تعريف الى استنادا

[a,b] f على التكامل قابلة دالة AeR وكانت  كان اذا: )ا( نظرية

«rw+=f[ه 
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 فان



f5 الدالتان كانت :اذا(2) نظرية ،fعلى للتكامل قابلتان ]a,b[فان 

;f الدالة +fعلى للتكامل قابلة تكون ]a,b[ويكون :

٠el+-]f+ +ff«w)-/f[ا 
 وكان]a.bl على للتكامل قابلتان٤ ،f الدالتان كانت :اذا(3) نظرية

ffx)< g(x)

]·» «@أ<
Vxe[a,b]

 فإن]a,b[ الفترة على للتكامل قابلةf كانت اذا:(1) نتيجة

f()>0, vxe[a,b]  د

[fGna>0
a

/(3)s0,vxe[a,] ً[()as0
a

 نقطة يوجد فإنه]a,b[ فى متصلة الدالة؟ كانت اذا:(4) نظرية

]e[a,b&بحيث :

[f(0)d=(-a46)
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M f عظمى قيمة [a,b] للدالة فإن  فى متصلة الداله أن بما البرهان:

 فىK1,2 يوجد أنه بمعنى].a,b[ الفترة علىm صغرى قيمة وايضا

: يكون ]بحيثa,b[ الفترة

ffx,)=M ,fTx5) m
M> f(x)>m Vxe[a,b]

: يكون(2) نظرية باستخدام

] »[ة ،»أ=
 يكون73 صفحة للمثال وتبعا

M4(8-a)> [f()d >m(-a)

 أن ينتجb-a>0 أن ملاحظة مع(b-a) على بالقسمة

M>أ]٢(٤ >m or
(b-a);

1 ه
f(3)> [f()dr> f()(b-a);

 المتساوي تحقق]x,,x;[ الفترة فى نقطة توجدf الدالة اتصال من
: الآتية
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f()-"[r = رن)
(b-a);

[(+k =(-a٧(5١
]e[,x] c [a,bحيث ي 

 للتكامل المتوسطة القيمة نظرية يحقق الذى& العدد قيمة أوجد مثال

j٩٢-5
ffx)=4x أن نفرض الحل ]2,5[ الفترة فى متصلة دالةf فتكون5-

 بحيث&e[2,5[ عدد يوجد(3) لنظرية تبعا وبالتالى

[(٩r 5h-(5-2(٤-3(6)

[+-sw=٩[- [s«
27-ss-2ح-؟,١ 

2
3f27ج(= f٤)-9
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 جب

 ولكن



4٤-5=9
 ج=%3

 ج=

 ء١2,51.

4٤=14 =>

:(5) نظرية
c[ كانت اذا e [a,bالدالة فإن fعلى للتكامل قابلة تكون ]a,b[اذا 

[c,b[ من كل على للتكامل قابلةf كانت اذا وفقط ، [a,c[هذه وفى 

: يكون الحالة

[r«»+-f«»+ [f«»s«١
 مجموع نهاية أن حيث(7) المتساوية بايضاح هنا سنكتفى: البرهان

[a,b] [a,b] الفترة بها نجزئ التى الطريقة على يعتمد لا  على ريمان
 الفترة( هذه على للتكامل قابلةf الدالة لأن )وذلك جزئية فترات الى

 هىc النطقة تكون بحيث جزئية فترات الى]a,b[ نجزئ سوف لذلك
 مجموع فان وهكذا التجزئ. نقط احدى

 المناظر هما جزئين الى ينقسم]a,b[ للفترة المناظر{ ريمان

F[ للفترة ، [a,cللفترة المناظر ]e,b[.ويكون 

F/( F«4. ف سدا:/لآ-
.//P  /ا0 عندما(7) المتساوية على نحصل فإننا
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 ملاحظة

: يلى كما السابقة النظرية تعميم يمكن

a<٥١<٥٨<٠٠٠٠٠٠٠٠<C٨ <b  كانت اذا

 قابلةf كانت إذا وفقط إذا]a,b[ على للتكامل قابلة تكونf الدالة فإن

 على للتكامل

[a, e],[ رث .c] ٠٠٠٠٠٠٠٠.[e٨,b]

 يكون الحالة هذه وفى

[r -fr f/«a (/أ١ ا.
 التكامل لحساب الأساسية النظرية

Fundamental Theorem of Calculus

 لأهميته فقط ليس والتكامل التفاضل بين العلاقة الفصل هذا فى سنبحث

 لحساب سهوله أكثر وسائل عن ستسفر العلاقة هذه لأن وإنما النظرية

 الحالات. من كثير فى المحدوده التكاملات

(6) نظرية

 والتكامل للتفاضل الاساسية النظرية

 الأول: الجزء
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 المعرفة الدالة وهىG وكانت]a,b[ الفترة فى متصلةf الدالة كانت اذا

 بواسطة:

60»)=[/«4 ,V٤ e[a,b]=

d..G(r)=f(x)
dx

x+h أن لنفرض البرهان: ،xالفترة فى نقطتان ]a,b[حيث hمقدارا 

: فيكون سالبا( أو )موجبا صغيرا

c@8-[roه 
a +[r«a 6+[«aأ« -

a x r

 أن أى

G(٤+8 GG»= [rwa

&e[x,x+h]  عدد يوجد فإنه للتكامل المتوسطة القيمة نظرية وباستخدام

h>0 أو h+ كانت اذا h<0 بين تقع ي أن أى e[x+h,x] كانت اذا ج
X,بحيث 

G(+h)- G(r)=(x+h-x)/(تي ) =hf(ي )
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G(x +h)-G(x) ( ي)/
 د

h

 لإ-(/5)
)(h)-G+٤)G\٤ ر( .م«

 ا{[[{]-

hا٥ dx

 أن أى

=f(٤)

( [a,b] T على ( الدالة اتصال

 ملاحظة

 العلوى الحد (]حيثd المحدود التكامل ان تعنى السابقة -النظرية1

.f x، للدالة أصلية دالة هو  متغير للتكامل

 وان أصلية دالة يوجد متصلة دالة لكل ان(10) النظرية من -نستنتج2

d()/] ه = f(٤)فr 
:x  الى بالنسبة الأتية الدوال من كل مشتقة أوجد مثال

i) [ 'ء
1

0

ai) [ eos tdt
x
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، ]٩in 2«

 +إ،
 الحل

i)
d ' ٠ ،[٥'d-e
dr ,

eos -ا%]٤ost\ "ه٠ ه' «a"[ر 
' dr dr\ ،

= COSX

»si] رaa ."هa" تمة. si] ام 2" = sin2xx2rd٤; dr dr

dr إ,، ي أ اجب، وز»j- أء ١٧ يي dr  ج

dxdr ي- إ يإء-أ اءإ

 ست ع'] ر ع'[ ر أ+ -.إ]:
drأم d dه٢ 
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"e-=1 د "e+ ,م x3r"
2 ٣

 طريقة تعطى والتى التكامل لحساب الأساسية النظرية نعطى والآن
 سنفعله ما وهذا المحدود. غير التكامل باستخدام المحدود التكامل حساب

 المحدوده. التكاملات قيمة ايجاد فى دائما

 لينز(- نيوتن )نظرية الاساسية النظرية

Newton's -Leibniz's Fundamental
Theorem

 علىf للدالة أصلية دالةF وكانت]a,b[ على متصلةf الدالة كانت اذا

]a,b[فإن :

[/(٣)a - ٤(8)-٤(a)
a

 الدالة أن بما البرهان:

[r«
a

 الصورة على تكونf للدالة أصلية دالة أى أن وبماf للدالة أصلية دالة

F(x)+e, ceR

 أن فنستنتج
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[f(d٤)٤=٢)+e
a

[«a=٢«a١+٥

... (8)

: على نحصلX-a بوضع

()C=-F فإن صفرا يساوى الايسر الطرف أن وبما

: ()f(td=F(x)-F] (يكون8) فى وبالتعويض
a

: على نحصل المتساوية هذه فىx=b بوضع

[r(a =FGe-F«

 المطلوب. على نحصل5 تعريف وباستخدام

[F(x)]} (FO)-F@a بالرمز  للمقدار بعد فيما نرمز سوف ملاحظة

: التكاملين من كل أحسب مثال

+r'  )ه ق]3+
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+]"٠-[3E+"+5رد »أ 
=(2' +23)-((-2)'+(-2)')=80

·/---
 ا! -رزء أ، -ى سبد ب ب

 ملاحظة

 ولذلكf للدالةF الأصلية الدالة اختيار على لايعتمدF(b)-F(a) الفرق
 الأصلية الدالة أخننا )أ( السابق المثال فى

F(x)= x+ x3

 الدالة أخذنا لو لأننا

F(x)= xقد+ف +e

 تتغير. لن التكامل قيمة فإن

 »أ٠' ع»ا»ء
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: الاتى التكامل أحسب مثال

 الحل



f = سx 'م ن«+ jsم «»'+«»-[eسم «a«s>)

 ه,_ س ه ري،اr 'أ٤ ح

4 ٨ر64

 ملاحظة

 ولذلكf للدالةF الأصلية الدالة اختيار على لايعتمدF(a-(F@b) الفرق
 الأصلية الدالة أخذنا )أ( السابق المثال فى

F(r) = x x+ ف
 الدالة أخذنا لو لأننا

F(x) = x x3+c+ ف
 تتغير. لن التكامل قيمة فإن

 المحدود التكامل فى المتغير استبدال

Variables changes in finite integral
 التعويض واستخدمنا]a,b[ المغلقة الفترة على متصلةf الدالة كانت أذا

(t)٨=xفإن للتفاضل قابلة ي الدالة حيث 

[(e4 =[r««'ta
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a=@(c)

[ (xh =F(r)=

b =«(8)

 حيث

: كان إذا لأنه وذلك

[(a=٤@١-٢()

= F(«(8))- F(«(c))

=[F(@@)];
8=[f(6(%(d

 أ٠٠-٠ ء
: التالى المثال فى ذلك وسنوضح

 التكامل أحسب مثال

x=2sintالتعويض نستخدم الحل فيكون 

dr=2costdt

٧4-x

x

99 -



٢r=00=د٤ x=2=t=-  =ج
2

 أ٩-٤٠-٨ ءم،أ ،
- د«ه»+»أ=١/siz+%2 ا+= ة1 ة'
 ة0/2

 »أ
d٧ =sin x.d,

C0S Xد- y-ج 

 التكامل أحسب مثال

: يلى كما بالتجزى يحل التكامل هذا الحل

=٤

du= 1.dx

: على نحصل بالتجزئ التكامل قانون وباستخدام

 -]-دس+] م»»ءk- -أe مsn=0+[sia ?[د د

 ليبتر- نيوتن نظرية باستخدام والآن

: المتصلة للدوال المحدود للتكامل التالية الإضافية الخواص إثبات يمكننا

(1) خاصية
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[r«-[/«-»
 البرهان

: على ونحصلdx=-dt أن نجدX=a-t بوضع

[rه =-fr«-=j«-«-j٢«-»
(2) خاصية

 رf()d=: رز2 «»أ
0

if f(a-٢)=f()

if f(a-x)=-f(3)

 البرهان

 أن نجد(1) خاصية فمنf(a-x)=-fx) كان أذا أولا

[«-f«-»=[«
"-@٥f ,سرr«-2] الن

 أن حيثfTx=(fa-x) كان اذا ثانيا
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j«٠ +أ=«+»٠ -«»+
dx=-dtفيكون على ونحصل K=٥-t  نضع

[r«--j-a « »أ٠

jr«-أ-ء 
 أن على نحصل(9) ومن

[«-fr«ة 
 خاصية)3(

[r (+s=
-a

2[ (»ax i ٢ is even

0 if f is odd

 البرهان
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jr «w+ -[/«ws +j (H.0ه 
Y=-t بوضع أن وبماdx=-dt أن نجد

jr«=-fr(-fft-٠-f٢٠١١

-f(٤)

[ /(١4fr» /-، -[f()dr
0

 زوجيةf كانت إذا

 فرديةf كانت إذا

 أن نجد(11) فمن

 زوجيةf كانت إذا

 فرديةf كانت إذا

 المطلوب. على نحصل(10) فى وبالتعويض

 محلولة امثلة

Solved Problems
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f««-»a  التكامل قيمة أحسب مثال

n =-2 6 n  حيث -ج1

r=(a- ٢) كل وضع مع أن نجد(1) خاصية من الحل

f  ه±م»]-4-«

x' »+ 1 • .:ي-.:: /إ ""ر1
 الاتية: العلاقات صحة اثبت مثال

m m

[cos«=0je«" «+= [ . "»م ة

[s»«-2

e«-0س»أ 

[cos = عد [sin +د
-٦٤٤

 ما]-»0

 أن حيث الحل
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٠m +sin-»2 اومه -إ

(1) خاصية

mT m m

2, 2 2 m

[sin " xd [cos" xd= [cos"(- rhr
 ة ة2

: أن نجدn=l عند ذلك ومن

mT

[ «s - ه»
m

[sin " ٤d =  ا
0

 أن وحيث

sin(mT-x)=sin

[e«د٥- .

cos(T- r)=-00Sx

: أن نجد (،2) خاصية فباستخدام

jsi» «a  مو»-2[2-

 يكون(3) للخاصية تبعا فإنه فردية دالةsin ، زوجية دالةcos أن حيث

[esxa=2feeswa=20-0

[sin x=0
-٦٤
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cos(2m-x)= cosx ،

 أن حيث

sin(2m-x)=-sinx

[cم s«-2[«0-0«2-«و +ه 

 »أ٠٠ ،

m
m

 فإن

 التكامل قيمة احسب مثال

 الحل

]s١٠"٠٤»٨ --[si"' « «os+

««٥i+٠٢ سوأ-. ع» أ_٠ س
m

--[sia"' rcم s.,أ-(+١ jsin"«cos" ws

m

=(-١[sin"»0-sin" rhr
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»-٠-١ أ٩٠ ل»" -«وأد-» به
= (٨-D)/,- (٨-1I,

n-1
][= و٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••••••••(12) 7-٥n  ب7

: على نحصل(12) من

"3,٢
2 "٨-٩٥- ٦

:(12) فى بالتعويض

 ر-«٨١-3,
 م ،

p-4n n ٣-2
 النهاية فى تتوقف التكامل قيمة ان نلاحظ(12) العلاقة استخدام وبتكرار

 يلى: ما وينتج فردية أو زوجيةn كون حسب1 ر أو ما على

٢-'_٨١-3»
M n n-2

m=-=1dx1 =م
2

 م!
2 "
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 أن وحيث



n-1 n-3
[_ =.

n n-2

n-1 n-3[ =.
n n-2

١, أ-٠٠٠ -ا-+ه»

1 m
،

2 2

2,
3

 أن وحيث

2. n-1_ ر ٨-3
، 3n ل ته٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ر n-2٨

 م,ا ،1 م.» بين وكذلكl٨ ،1 م,2 بين رجعية علاقة أوجد مثال

1،, = [sin" 6cos" a8

1,, = [sin" 0cos""6(eos0»o

 كان اذا

 الحل

cم s"' gsi "si "ع9 م ( o١ ي
- (()5

m-] m]

sin" , n-1 ٠٠-2=cos"0+ [sin"6cos' @B
m-+] m-1
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_sin"""٤[4ه-موم- i" 00-os" 6)cas"2a8
m+] m-+l

sin"أ n-1= cos"0ا +(l, ( ر -و رم/
m1 m-+]

1 n-]٠= sin""8cos" n, ا0+1 ريهم ٦-n (l)
p-٦٣-+٦

1,
٢٦.٤

sin" a8[=/,و 

I, = [cos" Bsin@0

 الى الوصول يمكننا وأخيرا

 زوجيةn كانت اذا

 الى الوصول يمكننا

 فرديةn كانت واذا

 الى الوصول يمكننا

s6"8 »»هsina9- [sosس" fا٠ -ر 
= cos""0+c

m-+]

 كتابة يمكن وبالمثل

l, = ر [sin"6cos" 6(sin @a0)

= [sin"8cos" Bd(cos8)
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m-1'٤i8"٨ اcos""8+lم٥ ر٠ m٦-n
٢٦-+٦p

...(2)

 ذلك. الحل تطلب اذا )ا( من بدلا(2) تطبيق يمكن

: التاليتين النتيجتين كتابة يمكننا(1)&(2) من

6o-أادا٤٥«- .
m+ ٨5 م

٦sin إ " 6 cos 0d8=
 أ=إ [إيدا٠-٨»٠»46

m -+H
 ان اثبت مثال

=,4: :ر ، [sin"0cos' a8 =;[sin"8cos@664 10

3mm؟م3153 ا 
٩ي ء،( هس» ساه ه ه ٦o 8622 -٦ «إتج440=512

: التالية الهامة النتيجة كتابة يمكننا والآن

،٠-٠"0ss"0
[(m-١)(m -3).......](٨-1(n-3). ٠٠٠p م:

(m -+n)(m -+ n-2)....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠
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mnالعدد كان اذا فردى 

٠ بقد بتهن المقام
 روجىm+n العدد كان اذا2

 زوجىmn العدد كان اذا

[= ذلك غير كان اذا

5 :
P

 ه

 ىمتولد دائر قطاع مساحة 'هو أن أثبت مثال

 وينتهى(1,0) من يبدأً دائرى منحنى من

.te[0,2m] cos) حيث t, sin t)  عند

 عند وينتهى(1,0) من يبدأ زائدى قطاع مساحة هو' وأيضا

.t>0 cosh) حيث t, sinht)

 هىA(t) الزائدى القطاع مساحة البرهان

 !=هe مsn -ا«نها قإ] ا
،2

 المنطقة مساحة هو الثانى والحد0p9 المثلث مساحة هو الأول الحد
،1  نثبت بأن وذلكt)=,t>0)4 أن نبين سوف المظللة غير
"-٠٠٠2--
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0
(1,0)



A(0) = 0 6 t> 0  لكل
1A(t)=-
2

cosh4

٨»١ /"ا¢]%-s %[ء أ-ا]" 2 d ,

 للتكامل الاساسية النظرية باستخدام

 ي٦ أمد /هابا74 و-+«» ه-ما
dt dt

A'( cosht]"- ر +sinh%r]-sinh' 'cosht-sinh)-= ا ;=( ا
2 2

٨»0١ إ-٠٨0٠ ث"-«٠ا- ]إ±أ٢-ا ا ه- ,2
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 تمارين

 الآتية: التكاملات من كل قيمة أوجد

[sس "«

 أ٠٩»»»

f ٠١ ه (

 -أ٠٠

 امز ه.±] -»-+أ٠"a د(
 ن2 ة

xsIn6 »٤« م""] ي]،، »مي ا[
2+٨'cosr'(3) ة -ا'م

٥٤+x4 ،»] »إ."]» 4- e+ ا
8

)'«٠-j»3'«[[ا 
 ج3x+1-.2' ة

: فإن موجبان صحيحان عددانn,m كان اذا أنه اثبت(6)
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 "أً -»"و»»
(m-)(m-3).....٠(n- I)(n- 3).... ٦

 ن،
(m +n)(m +٨- 2)...٠.٠. 2

(m-1)(m- 3)....٠٠٠٠(n-1)(٨- 3). [٠٠٠٠٠٠٠ ر
(m + n)(m -+ n- 2)...٠٠٠٠٠٠٠

 الحالات بقية فى زوجى عددn,m من كل كان أذا

: الأتية التكاملات قيمة أوجد(7)

 "»أ٠» د« "د»»»"د]»

[sin" wcos" w  ه+'»si+" و»]
-٦٤ ٢

 و

.[sin»(٤ +sinnks . f«+os' sin'«a

 ياتى: مما كل صحة أثبت(8)

 ;يزجيز جحيم,
 دإ٠+e مs« ذمدإة "وومد آ
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 يلى: مما كل أوجد(9)

 ا«أً ، «]sinً ، أم-']

]٢ هم' "هم»[.»5ia ء
y=-2x ، y=2x' ( بين المحصورة المنطقة مساحة (أوجد10

 ومنx=y" بالمنحنى الشمال من المحصورة المنطقة مساحة ا(أوجد1)

x=3-2y"  بالمنحنى اليمين

x-y-2 ، x=y" ( بين المنطقة مساحة أوجد(12

y (ii) الى بالنسبة التكامل x (i) الى بالنسبة التكامل

y=sin المنطقة دوران من الناشئ المجسم حجم أوجد(13) xومحور 
،X

y=0ا المستقيم الخط حول <r<m

=rs بين المنطقة دارت (اذا14) y=cosx ،y=sin x"/>حول 

 المجسم. حجم أوجد.y ا= الخط

y-2x ، y=x" ( بين المنطقة دوران من الناشئ المجسم حجم (أوجد15

x=1 (ii) الخط x=5 (i) الخط  حول

 عج بمي#
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