
 الخامس الباب

 المحدود التكامل تطبيقات
Applications of Definite lntegrations

 العملية. المسائل فى والاستخدامات التطبيقات من عديدا المحدود للتكامل

. التطبيقات هذه من جزء بذكر هنا وسنكتفي

Area [. المساحة

i).I)كانت اذا fبحيث متصلة دالة f(r)>0لكل ]xe[a,bفأنه 

f  الدالة منحنى بين المحصورة المساحة فإن التكامل لتعريف تبعا

x=b والمستقيمين ، x=aالتكامل عن عبارة هى السينات ومحور 

١a)+أ٨ 
(ii)كانت إذا g ، fبحيث متصلتان دالتان f()> g()>0لكل 
]e[a,bالمساحة فإن د Aبين المحصورة :

x=a,x=b ( ب(المستقيمين g،f ) الدالتين منحنى

 كالتالى: هى بالشكل موضح هو كما

٨-f«w-[و «ws =]6١-e(H
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Y
y=f(x)

x

X

yg(x)

g، f  تكون عندما ايضا استخدامها نوسع أن يمكن السابقة الصياغة
 المساحة على للحصول].a,b[ الفترة من )اجزاء( نقط بعض عند سالبة

 علىg للدالة الصغرى القيمة من أقلd سالب عدد سنختار اليها المشار

[a,b]re[a,b]  لكل أن ونفرض

f,(x)=f (٣)-d =f ()+\\
g,()=g()-d=g()+ / ا
f,(3)> g,()>0
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Solved Problems  محلولة أمثلة

g المنحيين بين المحصورةA المساحة أن وحيث ،fللمساحة مساوية 

: يكون )ا( للمتساوية تبعا فإنهg ر ،f بين المحصورة

-]\٢»٥١-٩(Hs s(»H[أ«- =

y +2x-3=0,
 العن مجي بز المصورة السامة أحد مثن

 على وذلك للمنحنيين ,ا-(5) (،3-,3) التقاطع نقطتى نوجد الحل
 المعادلتين

y =6-x3, y =3-2r

٨- j6-٤--2nk  هى المحصورة المساحة وتكون

٨- [6-٨-0-2n}
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x'- j / +ى2 ء+-,دا=
١3i

32
3

 الدوال منحنيات بين المحصورة المساحة أوجد مثال

yx=0،2y+x=0،y-x=6
 المطلوب والمساحة المعطاه الدوال منحنيات يوضح الآتى الشكل الحل

 مرة(1) باستخدام حسابها يمكن لا المساحة هذه ان ايجادها.ونلاحظ

,R و المنطقتين الى المساحة هذه جزئنا اذا ولكن واحدة ، Rموضح كما 

: فإنA ر ،A5 هما مساحتيهما وكانت بالشكل

 رf»» إ;» هج{إ و{ء
4 ا-3٠ ا»،- -4 .-
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 ودن

y=1/2 x



،.- j٠-6١-+h -١/٤ إإب»» 4٨2 ر

A١+A5=12+10=22
 هندسية تطبيقات

 المطلوبة المساحة فتكون

(ii)مساحتها ايجاد المطلوب المنطقة تكون الاحوال بعض فى 
: بين محصورة

(f(y)> g(y)) x=fTy) ، xg(y) ( الدالتين منحنى أ(

y=c ، y=d ( المستقيمين الخطين ب(

X,y  المتغيرين ابدال مع سبق لما مماثلة وبطريقة الحالة هذه فى

: يلى كما الشكل( )أنظر المذكورة للمنطقةA المساحة على نحصل

٨=jlr(- s0k

/ ز
 ا'/٠-٠

 يمإ
 --ل

 أ ،

- 120 -



 سوف المنحنيات بين المحصورة والحجوم للمساحات بالنسبة والآن
 مايلى: نتبع

٨= [L(٤١)٤١-٤hr.٠٠٠.٠٠.••.(١)

()f= لدوال x=g()

f()> g(0).

•r= («) ج

، ٤

A=[[ ()-g0)ky...٠٠......(2)
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 للمساحات الانى التعبير نستخدم وسوف

 ج(-م لإ{, يز٠ ي٨»
'wnctioninction

 التعبير نستخدم الثانية الحالة وفى

wnctionwnction' جي-م لإإ), أ٠٠٧»٤»

 محلولة مسائل

Solved Problems
 الدوال منحنيات بين المحصورة المساحة أوجد مثال

.y=r=ر ,شد 
 المحصورة والمساحة المعطاه الدوال منحنيات يوضح الآتى الشكل الحل

 ايجادها. المطلوب
4"

 ند
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lower"، uupper  [مءثلأ-ه تمأس.ً]
 بة+-٢ا[-

R{ -ا٠;١٠3 إ
/033

 و-1
 الدوال منحنيات بين المحصورة المساحة أوجد مثال

y =xe, y=٤+l,٤=2,y aus.
 الحل

 المحصورة والمساحة المعطاه الدوال منحنيات يوضح الآتى الشكل
 ايجادها. المطلوب

y

= 0

٠٠ ن
 ة
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lower". wpper  أسءؤلأ-ه سأkع
-j+-١-٨ew

1 ا ر١2 1022 إي/-٤ اأءما++

3so2,1 _ه
2 2

 الدوال منحنيات بين المحصورة المساحة أوجد مثال

y =2x+10 ,
y =4+16.

 الحل

 على: نحصل المعادلتين بحل

2x3+10=4x +16
2x4-4r-6=0
2(3 +1)(x -3)=0

 المحصورة والمساحة المعطاه الدوال منحنيات يوضح الآتى الشكل

 ايجادها. المطلوب
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 توا.·
 ن ز

 طظ

lower" upper·-{اأسأأ-سلأ 
- [٤-2٠٩+4٤+6

2 3 -"+$ا-2 ا«»+م١3، '\-1
64
3

 الدوال منحنيات بين المحصورة المساحة أوجد مثال

.y =4x +16,x=-2, x=5,10+24=ر 
 الحل

 المحصورة والمساحة المعطاه الدوال منحنيات يوضح الآتى الشكل

 ايجادها. المطلوب
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 إ

٤

 بالمنحيات محددة مساحات ثلاثة يوجد انة نلاحظ السابق الشكل من
 الحالةة: هذه فى المطلوبة المساحة وتكون

.٠.٨ = [2"+10-(٢ +6 + [4++16-(2+3+10h

+[2r3+-10-(x +16

4r+6°+26 -ا]+٤w+-4[)ب"- =

+j@26-4م٣- w
-٤ اء-ابد-ء ،إ ا)»ة،اج بدبي{ ثاي»5 ١3-32 -ا

14 64  ود جب64
33 3

_142
3

my =smnx,y=COS3, .y-axis, و=لا
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 وجن، ن الدوال منحنيات بين المحصورة المساحة أوجد مثال



 الحل

 المعطاه الدوال منحنيات يوضح الآتى الشكل

-3٤=-

.1

 فى متقاطعين تكاملين مساحة ايجاد وهى أخرى حالة يوجد المثال هذا فى
: sinx النقطة =C0sr

 هى: ايجادها المطلوب المحصورة والمساحة

..-[«e» -si»» +sin) أ+ - ss ه
· ,m/4 \٨/2=(sinx +cosx)/ +(-cosx -sinr)

0 /ا4

-٠5-1+(،7-1)
=22-2=0.828427.

 الدوال منحنيات بين المحصورة المساحة أوجد مثال
»
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1x=-y ه 3 y=>-2 و ا٠

 الحل

 على: نحصل المعادلتين بحل وذلك التقاطع نقط نوجد اولا دعنا

1y+1=3غر- =
2

2y = شر6=2+
=2y-8=0 -شر

0=(y -4) +2)=
y  ر=2,4-=

(5,4,)-(1-,2) الاحداثيات وبالتالى

 المحصورة والمساحة المعطاه الدوال منحنيات يوضح الآتى الشكل
 ايجادها المطلوب
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 بأن العلم مع والسفلى العاليا للدالة المكافئ القطع معدلة حل يمكنا وبالتالى

 للسفلى: والاشارة"-" العلوى للجزء"+" الاشارة

 لا م5ا±=46

 إ- -ر٨ر;=
i

f٠
 ا

 أ'
 ر-

 إ: ر
 إ

٠٣٦ ع  يو-=2-+٣٠

 هو: المطلوب التكامل وبالتالى

٠٠٨ مة،[= د(-6++6 ق،أ+ +(-ة=-
+٤6+-٥«j+ز-2٤ م١ة 

++f، =2 غرةa=6w -[«Eأ -

= إا-+٥ي إ+X ;ي/٠/3 إ٤٠ )٠م
'-124١0 33

=18
(:4) معادلة من الآتى التكامل حساب لنا يبقى وبالتالى
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left". rght  أمةلأ-م أسًا
x =f(y)

c <y <d

 للدالة وذلك

 المطلوبة المحصورة والمساحة المعطاه الدوال منحنيات يوضح الآتى الشكل

٤

 هى: المطلوبة والمساحة

.• ع غسسة
-[«+٥%»3k

 و+"رإ(]+4
: 2

1 و٥1 /م4  "ة] ا± و{ه ست4{
=18
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 السابقة. الطريقة من واسهل السابقة النتيجة نفس وهى

 الدوال منحنيات بين المحصورة المساحة أوجد مثال
2r x=(y-2), نر10+2-=

 على نحصل المعادلتين بحل وذلك التقاطع نقط نوجد اولا دعنا الحل

 ر10+2-(=2=)
=4y+4=ر-+10 -<ر 

0=2y4-4y-6
0=2(y +1)y3)
y  ر,ا=3-=

 المحصورة والمساحة المعطاه الدوال منحنيات يوضح الآتى الشكل

 ايجادها المطلوب
y

٤

 هى: المطلوبة والمساحة
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left". right  أس؟-. {سأ،
- [«٧-١٥١-(-2١"٦

- [2y+4y+6
\3٠2 ٠ 3-1-١ رج-ا-26٧""

64
3

 الدوال منحنيات بين المحصورة المساحة أوجد مثال

2٤=2y-4,= y"

 على نحصل المعادلتين بحل وذلك التقاطع نقط نوجد اولا دعنا الحل

y"-4put =شر2
 "بر4=0=

(y - 2)(y +2)=0

 ر==2,
y =-2

 المحصورة والمساحة المعطاه الدوال منحنيات يوضح الآتى الشكل
 ايجادها المطلوب
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 هى: المطلوبة والمساحة

f ٩١ ا±لا ±٨--]٥١-+- -2 ة3,,3

 البارامترية: الصورة فى معطاهy=f(x) الدالة كانت اذا

y =٧(t),x =@(t), @(a)=a, 0(P)=b, tea,8]
 والخطين السينات ومحور الدالة هذه منحنى بين المحصورة المساحة فإن

XA المستقيمين ، xbهى :

(w ٨]-+»]= »'»ر]-0
a C ه

y=b sint r النقص القطع مساحة أوجد مثال =acost,

 الحالة هذه فى الناتج. نضاعف ثم العلوى النصف مساحة نحسب الحل

t الىa- من تتغيرx فإن ، aمن تتغير T0 الى.
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٨= 2[(8sin(-asin
m

--2a8fsin aA ه=2، [sin'«اa 

١٢1٥١=2ab[}(- cos2w si± افه1 wa= م2 ا
١o22

0 0

2ab[sin' ta=-2ab[sin tdu=2 اj@9sino-asia٨ه= 

-2 -{أc مs2 ما«إ-،ا ا ء=
١o22
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