
 السادس الباب

 القطبية الاحداثيات

Polar coordinate system

 بعداها نقطة يمثل(a,b) المرتب الزوج الكارتيزية الإحداثيات نظام فى

 أخرى طريقة هناك الترتيب. علىb وa هماy ومحورX محور عن

 القطب تسمى ثابته بنقطة نبدأ القطبية. الإحداثيات باستخدام النقط لتمثيل

 أى.0 نقطة من يبدأ القطبى( )المحور ثابت متجه وخط الأصل( )نقطة

، o  القطب عن بعدها بواسطة تحديدها يمكن المستوى فى نقطة

(d(0,p-1يصنعها التى الزاوية مقياس وكذلك opالقطبى المحور مع 

 ويستخدم ،p للنقطة القطبية الإحداثيات هماr,0 يكون وبذلك بالرسم كما

.P (r,0) أوp(r,0) النقطة لتحديد  الرمز

،3, 50%,

 ­مر
,٥

١

 د(210,°
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 ضد الدوران اتجاه هو الموجب( )الزاوية الدوران اتجاه ويكون

 تمثيل الساعة. عقارب اتجاه فى كان ذا سالبا ويكون الساعة عقارب

 وحيد. ليس تمثيل القطبية الإحداثيات باستخدام النقطة

 المثال سبيل على

(3,-7٦/4) ، (3,9m/4) ، (3,m/4)

 الحالة هذه فى سالبr يكون أن الممكن ومن واحدة. نقطة تمثل كلها

 الاتجاه فى النقطة نضع ثم سالبة( أو موجبة كانت )سواء0 الزاوية نقيس

 حيث(0,0) هى القطب وإحداثيات. سالب(r )لأن لموضعها العكسى
. قيم أى تأخذ0

 القطبية المعادلات

Polar equations
.r, 0 ,r القيم بمعرفة يكون وحلها 0  فى معادلة هى

 الحل. نقط بفئة وذلك بالرسم المعادلة تمثيل ويمكن

 مثال

 النقط فئة هو المعادلة هذه تمثيل ،a#0 حيثr=a القطبية المعادلة

/a} ,a) قطرها نصف دائرة تمثل المعادلة فإن وبذلك.0 زاوية لأى 0)

 القطب. نقطة ومركزها
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 الكاردويد

Cardioid

 رووت اليونانية الكلمة من القلب، )شكل كارديود كلمة اخذت

 قلب( كلمة تعنى والتى كاردى

 وحركتها دائرة على المتحركة النقطة انه على الكارديود تعريف:يعرف

 موضح هو كما انزلاق بدون قطرها نصف ثابتة لدائرة بالنسبة ثابتة
 التالى بالشكل
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 محلولة مسائل

Solved Problems

 التالية: بالمعادلات الممثلة الكارديود معادلات ارسم مثال

,cos0, p=1-c0s8+1م= 
p=1+sin0, p=1-sin0.

C.5

 ت

-0.5

-1

21٠51٥.5

٦

٥

-٥.5

-1

-1.5

-1 -0.5

٦

0 0.5 1

٦

0

-0.5

2 -1.5 -1 -٨.5 0

 د٢
1.5

1

0.5

0

٦

٦

-1 -0.5 0 0.5 1

x
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 التالية: القطبية بالمعادلة الممثلة الكارديود معادلة ارسم مثال

٢=2+2cos0

 الحل
/a3 أ3a\23 يsn/4 ل6/» wn2/4«0/٥/»6 أ ي

r١4/ 3.7١  ا3\3.42

m/2

1 6 أ0.3\0

0

cos الدالة ان حيث  من تتغير0 وان ا الى1- من تتناقص0
 يوضح السابق والرسم0 الى4 من تتغيرr بالتالىm الى0

 ذلك:

r:04ج = cos0:1>1 = 0:٨٤2m

Lima) القطبية المعادلة ارسم مثال cons):التالية 

r =2-+4c0s6
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 الحل

r=2-+4cos0
2m/3=0٢=0 ه

٦rب#أ:.جيهبب:جهب 6 5.4 4.8 4 2 0 -.8 -1.4 -2

 ،د٥ ج=

 ;و-ه

 القطبية الإحداثيات فى المساحات

Areas in the polar coordinates
 المنحنيات داخل المحصورة المساحات على سنبحث الجزء هذا فى

 حسابه المراد المساحات يوضح التالى والشكل القضبية.
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=8 ن

-+
 بالعلاقة: تعطى الداخلية المحددة المساحة

8
rao-٨ {أ 2

 محلولة مسائل

$olved Problems

(imner loop)  للمنحنى الداخلية العروة مساحة اوجد مثال

r =2+4cos0

 على نحصل للصفر مساوية المعادلة بوضع الحل

0=2+4cos0=
1 2m 4mcosb==  ن٥ و=
2 3 3

 المطلوب يوضح التالى والشكل
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 و ن د سد -ي2٢

، تت4٦
٦

 هى: المطلوبة والمساحة

f4إ)+ «or'4o
 وره2

16eas9+16es" ewo+إأ"٩) 
 وره2

8eos8 +4(+cos28h8+2"أ 
2m/3

8eos0 +4eose(2o8+6"أ 
2n/3

.4m/3
= (60+8sin0+2sin@26),

2M/3

=4m-6,/3
=2.174
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 الشكل فى كما بمنحنيين المحددة المساحات على للحصول ملاحظة:

 التالى:
-  د تم ب يًن٥

 مهم م إ {تتر
 و يسب٠ +}وعي ر

١
$٩ و أ

 إ
 م٩

 الاتية: المعادلة نستخدم الحالة هذة فى
8

w2 -»{أ=٥

r =3+2sin0  للمنحنى الداخلية المساحة اوجد مثال

٣م=2 للمنحنى الخارجية والمساحة

 كالتالى0 على للحصول المعادلتين بمساوات الحل

3+2sin0=2
. 1SinB =  بد

2
7٦ 1ir
 د

6'6
 ذلك: يوضح التاللى والرسم
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11m " ي
6 6

 ان وحيث

 هو: المطلوب الشكل يكون عليها الحاصلين الزاوية وبأضفة

 هى: المطلوبة المساحة وتكون
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02rwo}-0د»إ["-ر+2 هسه 
 و2

7/+6 ر
= [ (5+12sin0+ 4sin' 0H8

«٨2

١2٥in0-2eseoإ"أ)+ 
٦،2

1 ٠ /7٦/6=-(7٥+12cos0-sin(28),
2 ١-m/6

113 14#
 ب

2 3
= 24.187

r =3+2sin0  للمنحنى الداخلية المساحة اوجد مثال

r =2  للمنحنى الداخلية والمساحة

 الحل

 السابقة الطريقة نفس ونتبع كالتالى0 على للحصول المعادلتين بمساوات
 على: فنحصل

1L7م٦. 
 ه ر

66
 ذلك: يوضح التاللى والرسم
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 هى: المطلوبة المساحة وتكون

٥١2eserwo-""٨ -ر»لإ
0٠2

ewe4 "مs-١2siلإث"٩-٨٥ 
٠ و2

١sin0+2esowo")"إ)-- 
٠٠2
1 l11m/6

=-(-7٥+12cos0 +sin028), .  ج
2 7٦

_113 7=
،،

2 3
=2.196

 المنحنيات من لكل الداخلية المساحة اوجد مثال
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r=3+2sin0, r=2
 الحل

 السابقة الطريقة نفس ونتبع0 على للحصول المعادلتين بمساوات
 التالى: الشكل على فنحصل

 المثال هذا لحل طريقتين هناك

 الجزء وسنحسب جزئين الى تنقسم الدائرة ان هنا نلاحظ الاولي: الطريقة
 السابق المثال فى كما العلوى

Area= Area of Circle - Area from peravious Example
=m@2)2-2.196
=10.370

 الثانية: الطريقة

Area= Area of Limdon- Ara from perious fxaple
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..٨f2+3إ si6م /'a٥-24.187
 ة2

24.187-12sin8+4sin3 0yو(إ]٥ً+ 
 ة2

[±(١٥+129+2cos2o0- 24.187
 ة2

2m 12cos0 -""ا)24.187 +sin02e-1إ٥) 
2 0

=11M-24.187
=10.370

r=2+-2c0s0  الكارديود لمنحنى الداخلية المساحة اوجد مثل

 لذلك القطبية الاحداثيات فى الشكل منتظمة الدالة ان حيث الحل

 المساحة على فنحصل2 فى الناتج نضرب ثم العلوية المساحة سنحسب

: m  الى0 من تتغير0 الزاوية ان ملاحظة مع الكلية

2os8"a8=6n+72[.٨=2 م•.
2،

 مثال

 وخارجr=2+2cos0 الكارديود لمنحنى الداخلية المساحة اوجد
٢=2 الدائرة
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 على: فنحصل التقاطع نقط على للحصول معا المعادلتين بحل الحل

(3, M/3)، (-3,- m/3)

8 ن== ن2%

8 4٤،
3

R@»ko-e2 إ-ه»]١

0=m/3

 هى: المطلوبة المساحة وتكون

٨-±2 أً+2eso-wo ء-5،لإ 2; 2

 مثال

r =1 r=2cos0 الدائرة وخارج  للدائرة الداخلية المساحة اوجد

 على: فنحصل التقاطع نقط على للحصول معا المعادلتين بحل الحل
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mcos0=03.-±= =ا

X

 هى: المطلوبة المساحة وتكون

2 إ;2 إ; لة2 {-، ««،رم»أً! أ-««،أً ه"و«{

[S1{ ه٤ »وفنا٥ ي"٣ ج "/ي،مء،«،] 0@Sد + 22%±22 ,ر

 د د ل د د، د د دم د /ي±ا( -ا: ;لإن أ:5,+

32622622

 الصغرى والحلقة الكبرى الحلقة بين المحصورة المساحة اوجد مثال
r =1-2c0s0  للمنحنى

 على فنحصل التقاطع نقط على للحصول معا المعادلتين بحل الحل

 التالى: الشكل
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٥4
3٠

X

٦
7

٦

٦
٩

 د، ي،٤ و
3

 الجزء وان0 ر"":m بالزاوية يبدأ العلوى الجزء ان ملاحظة مع

 فى اسنن متعلمة دالة ن وحيث٥:0- يدابالااوية السفلى

2 فى الناتج نضرب ثم العلوية المساحة سنحسب لذلك القطبية الاحداثيات
 الكلية المساحة على فنحصل

٠٠٩٠5/-٥«2asالإ- f،2 -هasey]22، د-ه -الإ
r الدائرة بين المحصورة المساحة اوجد مثال =2sin0القاطع 

 لأرsiao اللينسبكت
2

 على فنحصل التقاطع نقط على للحصول معا المعادلتين بحل الحل

 التالى: الشكل
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X

J3٢٠/٤?٨١3  ة٠،٠222 ر »«ا{أأدe"»a ا{أ- ز أه، ا+-'ه،
r =asin30  للمنحنى واحدة عروة داخل المساحة اوجد مثال

 الاول الربع فى الاولى الحلقة سنأخذ حلقات ثلاثة له المنحنى الحل

 كالتالى:

at
m=0=٣=0 ج
3

Y

r =asin38.

X
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s3oya "«-es«ewoً[٨ إ- م
2 ج4

'٩ 1١٠a2 12١٨64 أ"-٨ "ا»ا:,,a أ

٣%=2cos20,r=1  المنحنيات بين المحصورة المساحة اوجد مثال

 المساحة وتكون التقاطع نقط على للحصول معا المعادلتين بحل الحل

 هى: المطلوبة

٠5-o)al-2دس aد j،+إ f-٨ لإء
2,2،

6

 ذلك: يوضح التالى والرسم
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r =a r=2asin0 المنحنى وخارج  المنحنى داخل المساحة اوجد مثال

 على فنحصل التقاطع نقط على للحصول معا المعادلتين بحل الحل

 التالى: الشكل

2asin4 =a=6=٩/

 هى: المطلوبة المساحة وتكون

2 !ا-»f٠٠٠/«٠4 ا ؟أء- )ي 32.

r =l r المنحنى وخارج =2sin0  المنحنى داخل المساحة اوجد مثال

 على فنحصل التقاطع نقط على للحصول معا المعادلتين بحل الحل
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1 m2sin20=1- sin20=-20=
2 6

m ' 5m 5m
(= o٣ 2d= = ا

12 6 12
4m3/25 إ/ء 2 "س«-ا]إإ«، ا««- ;ا؟ ،

 ذلك: يوضح التالى والشكل

٥ 5
١2

X

Arc Length  المنحنى طول

f [a,b] مشتقتها كانت اذا f الفترة على )ناعمة( ملساء أنها  الدالة يقال

 اى كان اذا ملساء تكون الدالة أن ، أخر بمعنى الفترة. هذه على متصلة

 الدالة. لمنحنى المماس ميل فى بسيط تغيرا يحدث قيمته فى بسيط تغير

 علىA,B نقطتين بين المنحنى طول ندرس سوف الفصل هذا وفى

P [a,b}. أن لنفرض f الفترة على ملساء  أن .لنفرض أملس منحنى

 النقط بواسطة]a,b[ للفترة تجزئيا
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 لا

4 سر

٤١
• ا
 ا ا
١

6«
 ةا حي

a ,,٨ ,,و٠... و32= = b
 وأن

9=(3,,f(x,)),i=0,1,٠....,n

9 ر, من الواصلة المستقيمة القطعة طول هوd(9,,9), أن ولنفرض

 توصيل من الناتج المنكسر الخط طول هو مم± أن ولنفرض ,ل} الى
: فيكون المتتالية9, النقط

,e-.2«4.-٢ لإ ...(2)

 ولكن

d@٥٠2,)=٧(٣-,٣, +[(w,)-f(+,,)} ...G3)
 يكون: )للتفاضل( المتوسطة القيمة نظرية وباستخدام

f(x,)-f(x,)=(w,)(٤,-3٨)
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,[e],_,3»,على نحصل(3) فى بالتعويض 

d09,,2)=(A,)' +[@,r)}

-١٠ ١»/٦٠أ١

,=٢-,3 ر,

 ج
 حييا

 حيث

: على نحصل(2) فى ذلك عن وبالتعويض

٤٠-٤(٠}/,ر١ بد
i=ا 

...(4)

 بالمتساوية المعرفةg للدالة ريمان مجموع عن عبارة هو ممط أن لاحظ

«6»-٧4IrOj
 على متصلةf لأن]a,b[ على متصلة دالةg فإن ذلك الى بالإضافة

 الفترة. هذه

 المنكسر الخط طول افإنP ا0 عندما(4) للمتساوية النهاية أخننا اذا

 له يرمز والذىB الىA منf الدالة منحنى طول الى يؤول سوف زنا

 أخر: وبمعنى. ا بالرمز

js«o4=4)(8إ,='٢ 

- 157-



 منحنى طول فان]a,b[ الفترة على ملساء دالةf كانت إذا فإنه وهكذا

 هوB(b,fTb)) الىA(a,fia)) من الدالة هذه

٤ از-٠٨أ١٧»ا١(5)...
II•الدالة كانت إذا (y =f(rالبارامترية الصورة في معطاة 

y=٧(t)x=@(t) ,
1 حيا5 e[a,8]،«(8)=b«o(c)=a ،

'٧',,@Wبحيث المعطاه الفترة فى متصلة ,@دوال q=0بالتعويض 

 على نحصل(5) فى

e«F ه" و_ +lewا f=،« ،.آجج.ا/رزء 
t)  ه(»4

 فى =رf المنحنى)( طول ايجاد اردنا اذا المثال سبيل طى

 السابق. الشكل فى موضح هو كماn=9 ان لنفرض و]a,b الفترة[

 بالرمز: الخط من قطعة كل الى نرمز سوف

[P.,P = ا

 ا#-/لإد،
 الدالة: نعرف سوف
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,(f (3,)-f (x=,ر y-إ y, =yا 

 هو: المطلوب الطول يكون بالتالى

#A .,R/-/٤-,٤٠١+6 ٠-٠١٧٠ اهد-+ جا
 نستنتج ان يمكن بالتالى

١-f4٧٠ا ة 
 وبالمثل

 هd ، ا ء;يي

 كانت اذا اما

r =h()e[c,d]

٠٤ «ا»٤»أأ-
/٤;ء

 متنوعة امثلة

Solved Problems
0<x <m/4 y بين =hn(secx)  المنحنى طول اوجد مثال
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 على فنحصل التقاطع نقط على للحصول معا المعادلتين بحل الحل

y =f(r)  أن حيث

d secx tanx d١4ر "an=د ا" ا/ ua؟ =""-ء •. d secx dx

1/+ ؟؟ ا +اr arsمم ا=see =إ±see+ وح 4،
{dx

 هو: المطلوب المنحنى طول فأن وبالتالى

 ه»»ز-ن
m/4

= hn secx ا + tanx ' ا 0

= hn(2+1)

1 ر<<4 بين# د(خ=-١") المنحنى طول اوجد مثال

 على فنحصل التقاطع نقط على للحصول معا المعادلتين بحل الحل

r =h(y)  ان حيث

dx 12..=(y-1) =
d '-  تؤ.م

-٠٥--ا
 هو: المطلوب المنحنى طول فأن وبالتالى
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 «أ-ا
2 ٠044
 )لا

١13

١14

3

1<x <4  بين د -ا(=١") المنحنى طول اوجد مثال

 على فنحصل التقاطع نقط على للحصول معا المعادلتين بحل الحل

 ر=h(x ان) حيث

3402 ذ 0 ر"-(ج-+ ا±أ+١ 23

2d ه "إيد

 هو: المطلوب المنحنى طول ويكون

2y"+1)//1ا،أ£اام .ة و ه. سب به. همد .م اف ر 
20<x<-(3)"
 د

(3r/2)%3 +1
(3x /2y

 هو: المطلوب يعطينا الذى التكامل يكون وبالتالى
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 "{-، وايديا،
("3x/2)ة 

 ز] س«

2

 يالتعويض التكامل طريقة وباستخدام

 %ه ا'م
x=0 =l

2x =-(3)" w=4
3

 على: نحصل التكامل فى وبالتعويض

 »،]ءا
2 او4

=1
I13

١4
 و

y بين""«±=« المنحنى طو اوجد %s+> ان مفترضا0  مثال

 موجبة. قيمة

 على فنصل التقاطع نقط على للحصول معا المعادلتين بحل الحل

y =h()  ان حيث

dx%ي٤إ= -ر 
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0 ر<<1
 هو: المطلوب المنحنى طول فأن وبالتالى

 ٠ا]،
 يالتعويض التكامل طريقة وباستخدام

tan6 dy =secBd8=ر 
y =0 =tanB= ج0= -0

y =  ا
m

=٥;=tandج= -ا 
4

=saoع4 -ا a6-،a6-ke-أو(ا_٠ 
 هو: المطلوب المنحنى طول فأن وبالتالى

 »أ-، «،
m/41 م

= (sec0 tan8 +ln sec0 ا + tan @})  ا
2 0

(u+i+٠5إ) 
2

 مثال

x +y = ش a"  الدائرة محيط اوجد

 بالشكل: كما4 فى الناتج نضرب ثم المحيط ربع طول نحسب الحل
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0٤3+y4=ax°=a- f= ر2 رد ٨هة=(+)

 م٧

٠e ١- إذ
m"٣a4 .هax =2mأم= siا a}4 +=ه,كم-
2٤2 a١٨-a2ة 

y = asint ، x=acost  الاسترويد منحنى طول أوجد مثال

 الى بالنسبة متماثل بالشكل( موضح هو )كما الاسترويد منحنى الحل

 ثمT إلى0 منt يتعير وفيه ربعه طول سنحسب ولذلك المحورين

.4 فى الناتج نضرب
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dr 5 ٠0٧(t)==-3acost sint
dt

، d .5٧()= 3asin" tcos
dt

..L-4]( ٧9a" cos'4sin"، +9asiم "، cos"، )at

- ١afتsoe ،s«

 ا=2a[eosrsina ا ا=2 ±مs ="أ>12ax=6a ا ;ر1
 ة2١٠2

 البارامترية الى القطبية الصورة من الدالة تحويل

٣=f(8)  القطبية الصورة فى المعطاة الدالة كانت اذا

 البارامترية الصورة الى تحويلها يمكن فإنه

x=rcos0, rsin8=ر 

=f(8)cos0 =f(6)sin0
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 وبالتالى

«f(8)sin6 + f(6)cos0
d0

d) f()cos0 + f(8)sin6
d0

: اذا

(]e} -«e_[/«("٨4رجا٦ 
d0 d0

(٥) ،0=t » حيث(6) الصياغة فى بالتعويض -8

٠،٥dy  و=-٧)(

 هوa=6، 8=6 من ما المنحنى طول يكون

٨
٢o]'4ا]٤٢»٥١/']+٥= 

C

 مثال

.0=2 الى4=1 منr= ء معادلته الذى الحلزون طول أوجد

 الحل
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 يكون7) الصياغة باستخدام

62ر٥/

aا)" ر"ء±")٥=[ 
 ا2

 ع, ر رع ع .ر.و(د ,و ق} .م

2 ا22

= /se("2-1=2.3916

(ee،5« =د ، f5؟ - 2,

 بمي ج بمي
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