
 الثامن الباب

 المعتل التكامل

lmproper lntegrals
 النقطة كنهاية المحدود التكامل نهاية هو المعل التكامل التكامل، حساب فى

 «-هo من او محدود حقيقى عدد من من تقترب التى التكامل لفترة

 التالى: بالشكل موضح هو كما الطرفين نهايتى من تقترب الحالات بعض فى

2
: الأول النوع من المعتل التكامل

 التالى: بالشكل موضح هو كما المحدود المجال لتعريف يحتاج فالتكامل

• ed.،إ ء 
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: الثانى النوع من المعتل ريمان تكامل

 خط وجود بسبب وذلك الوجوود خاصية له ليست التكامل هذا ربما

y الدالة دوران لنفرض العمودوللدالة. التقارب = 1/x, x>  حول1

Gabriel's Horn X يسمى سطح على نحصل سوف وبالتالى  محور
 من المنحنى هذا اسفل المساحة نحسب ان اولا دعنا هورن. غابرييل

 التالى: بالشكل موضح هو كما ه الى=1

 كالتالى: المساحة هذه وتعرف

٨ ، »إ]
 هذة لان مشكلة توجد الواضح من انه نجد التكامل، هذا الى وبالنظر

 له تكامل أى محدود. غير التكامل هذا الواقع وفى محددة. ليست المساحة

 المعتل التكامل يسمى التكامل نطاق داخل نقط او محددة غير نهاية

(lmproper integralsالتكامل؟ هذا ايجاد يمكن كيف (والان 
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 المحدود. التكامل هو والذى المعدل التكامل هذا قيمة ايجاد من لابد اولا

 ٠إي
 احد سنوجد وبالتالى ه. الى يؤول انها على النهاية سنحسب والان

 كالتالى: النهايتين

1.

2.

١bا 

]'» ا-n -/إ١ -ا/١م/١-١٠/٥١
!iر ln)ا٥= 

 والطريقة مالانهاية. الى تؤول المنحنى اسفل المساحة تصبح وبالتالى

 هى: الحالة هذة فى المتبعة

٥١١ ا  »إ[ إ= ته±[!-i«nlr 'ا !#جت]=W »=ا/
 معرف وغير وجود للتكامل ليس او مالانهاية التكامل نتيجة كنت -فاذا1

 متباعد. انه المعتل التكامل هذا يسمى بالتالى

 متقارب. التكامل هذا يسمى محدودة النهاية كانت -واذا2

 القرص: بطريقة الدوران من الناشئ الجسم حجم حساب من لابد بالتالى
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Val=[««@x»  ة

»1<

aVoi-[ fr أ'±أء ب تإ-
bX-

• c-b٥ اجنا= ا=+ج٦

 موضحين التالية الامثلة بعض نناقش وسوف محدود. الحجم ان فنجد
 المعتل: غير التكامل حساب يمكن كيف

 تحققت اذا معتلا تكاملا يسمى]f()dr المحدود التكامل تعريف:
 ا

: الآتية الشروط إحدى

 فى نقطة( من اكثر اتصال)أو عدم نقطةf(x الدالة) كانت -إذا1

a<٣<b  الفترة

 المالانهاية. هى التكامل حدود احدى كانت -اذا2

 متصلة الغير التكاملات حل طريقة

 غير ولكنهاasrs6 الفترة فى متصلةf@x) التكاملية الدالة كانت أ-اذا

: فإنxb عند متصلة

 ]إلا-ء»/]٠
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 النهاية. وجود بشرط

a الفترة فى متصلةfKx) كانت ب-إذا <sbعند متصلة غير ولكنها 

x=aفإن 

 أ٢(/]=«»
 ولكنها٣s6>a الفترة نقط جميع عند متصلةf@x) الدالة كانت ح-اذا

 فإن <هc< حيثx=c النقطة عند متصلة غير

w«س/- أ ه» جب، بأ «»[
 النهايتين. كلتا وجود بشرط

 محلولة امثلة
Solved Problems

dr
 التكامل أحسب مثال -٢-،أ د

 الحل

١4-b/;٩-٨٤dr"٠ dx4 -يم] يم]= »""-أ »رتإ= "ا ».،١ -اb-46-44٢٥44-r

 ان نفرض
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a =4- =du=dr,when x=0 u ج =4,
Let

when x =b u ج =4-b.

4-i(-6+2ا١=/ 
.4= وقيمته(Convergence) متقارب التكامل هذا يكون بالتالى

-2 dr

1٨٠-٥  التكامل أحسب مثال

 التى الطريقة نتبع وبالتالى مالانهاية، التكامل حدى احد ان نلاحظ الحل

 كالتالى: متقارب تجعلة

-2 d .. 2 d
-! -ه!"" إ]٢[

٥ي1-2  ب­[va ا)"(وز]= ،,4
١b12ا6 مد 

w =٤+1=du =dx ,when x=b==h+1,
when =-2=-l٠

111+-1m[=.·إي ة٥ ةأ-ا ]ر 
-.1/2 وقيمته=(convergence) متقارب التكامل هذا يكون بالتالى

Let

 بم
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 لابد وبالتالى التكامل هذا لمقام مشكلة يسبب0 العدد ان نلاحظ الحل

 كالتالى: التكامل لهذا0 من تقترب النهاية نجعل ان

b-0 ،يخ{ يخ(ر- ور= »"ب«إ مي".اور=١ '٤ h-0٦ b0 /}

1 r ,when x =b==6=٧ زx=d=uم et 2x
when r==u=إ٠ 

.2e-2")-2e-2=٠/ ا.

.2e-2 = (divergence) وقيمته  متباعد المعتل التكامل هذا بالتالى

(2+°3٤) أ ي  التكامل أحسب مثال

 التى الطريقة نتبع وبالتالى مالانهاية، التكامل حدى ان نلاحظ الحل

 كالتالى: متقارب تجعلة

 ٣رو",أ-ر.#و]ً ر:.أ
 واذا متقاربين، التكاملين يكون ان ولابد معتلين تكاملين لدينا يكون بالتالى

 متقارب. غير الاصلى التكامل يكون متقارب غير احدهم كان
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=3x"+2=d =6rdr ,when x=b=u=3b4+2,
Let 2

when x=0 u =ج =2.Also, when x=c=u=3c+2
1 2. ١3.2

٠d[=i+!"«١±- ج إ٧.:  ا2 «ه2

1 ١3'+22١
+lim= [im  أي ،أ.ه ً;، اة«

11٠11 ()+[1]+- ]٦p+  -ا"م،٦' ااة ام""")د ادة٥»
 من تقترب الثانية والنهاية1/16 الى تقترب الاولى النهاية ان وحيث

0 العدد من ويقترب متقارب المعتل التكامل لذلك-1/16 العدد

 التكامل أحسب مثال ±ز

 للفترةf و'ب=)( الدالة مساحة نحسب دعنا الحل

[1,a)[,t],t >1

٨ إ-إ- -أ tx'1,2

٨ ج\-٨, ابز= ا-الإا
[tot
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 بز، ر= إ
1  م،x /ا1 أإي-١٤

1. ١a] اأر- ا-أ'/

 حالات ثلاث هناك اللانهائية. الفترات حالة فى الحل طريقة نضع دعنا
 اساسية:

١.١(]٢wr
C

 فأن: وبالتالىt>a قيم لكل موجود التكامل هذا

f(  لمنا ]ن- ط(

 ومحدودة. موجودة النهاية تكون ان شرط

2. ٧ [r«٤w

 فأن: وبالتالىt<b قيم لكل موجود التكامل هذا

[ (+w+f (  لا سن/-

 ومحدودة. موجودة النهاية تكون ان شرط
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3. I [f(٤hx aa [f(xhx eه both convergence
-C c

 فأن: متقاربين التكاملين من كلا كان اذا

[/ (w[(w-+[٢(ws
p) -« e

 اختيارى. عدد €اى حيث

 متقاربا كان واذا متباعد او متقارب الانى التكامل كان اذا ما حدد مثال

] 4إ فيمته: احسب
 الحل

 !أ -اجي
،٤=lim (ln(r))
I]

=!im (ln@)-١n1)
=0

 متباعد. التكامل فأن وبالتالى

Fact  حقيقة

٧r «>0 we  ة']ً
x"
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p <1 P>1 كان اذا ومتباعدا  كان اذا متقارب يكون

 محلولة مسائل

Solved Problems

 متقاربا كان واذا متباعد او متقارب الاتى التكامل كان اذا ما حدد مثال

 ,لم] قمته: اصب
 الحل

i  ائج مةإ+-
=Iim(2)5-,

 إ٦للتاء،-
-=2/3 ه+

=0

 متباعد. التكامل فأن وبالتالى

 متقاربا كان واذا متباعد او متقارب الاتى التكامل كان اذا ما حدد مثال

 »أ ،'+
--C
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 قيمته: أحسب

 الحل



[٠"
-0

«'«٠}«
 كالتالى: حدة على تكامل كل سنحسب والان

»] -ما أب+٠»
 أ-ء;اتلا-1 /رل,0

١t2٨-٠

1 1. - ء;اي[ا ز
5 2٢

1

2

 متقارب. الاول التكامل فأن وبالتالى

f"« =  ستإ عه"ء»إ
٠ l٤1-م0/2 أأأء;+ب 

.1٠ 22٢ ارنا- )إ}ء1±
1
5

 متقاربا الاصلى التكامل فيكون متقارب. الثانى التكامل فأن وبالتالى
 وقيمتة
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 ه٥ [يه1
[«e4- [«e-4+ +[re"0-به =:ا 

 ة22

 متقاربا كان واذا متباعد او متقارب الاتى التكامل كان اذا ما حدد مثال

[«n«

[srه =[»n««ن 
،t

= him(-cosx),
» ١-2

(im(cos2-cosr-لإ 

 قيمته: احسب

 الحل

 متباعد. يكون التكامل وبالتالى موجودة غير النهاية

 متصل الغير او المتقطع التكامل

Discontinuous lntegrand
 عند متصلة ]وغيرa,b) الفترة فى متصلةf(x) الدالة كانت -اذا1

x=bفأن 

[(H -  ]ير بط@
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 النهاية. وجود بشرط

f(x) الفترة فى متصلة x-a: كانت -اذا2 [a,b) عند متصلة وغير

 الدالة

]4 تلا إ//-]»٣
 النهاية. وجود بشرط

=e, where a<e<b f(x) عند متصلة  الدالة كانت اذا-3

 من وكلا

[r (w
a

aa [(M
c

 فأن: متقاربين

[«٤w [r6w+[r «w
a a c

 النهايتين. كلا وجود بشرط

x=a, ad x=b f(x) عند متصلة غير  الدالة كانت اذا-4

 متقاربين الاتين التكاملين من كلا كان واذ

[/ (+ w
a

aa ً[(+  Hم
C
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 فان

[r « -[r «+w +[ (w
٧ a C

 اختيارى. عدد اىc حيث

 محلولة امثلة

Solved Problems
 متقاربا كان واذا متباعد او متقارب الاتى التكامل كان اذا ما حدد مثال

 اكمي]
 الحل

 نأي]ً-٣ يم,إ
-١i/-٥٠5-٢)'+3- /0

 بن/­(25-2٠7)-
=23

2,/3 وقيمته موجود التكامل فان موجودة النهاية ان حيث

 متقاربا كان واذا متباعد او متقارب الاتى التكامل كان اذا ما حدد مثال
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 قيمته: احسب إ

 الحل

 الى التكامل نتقسم سوف وبالتالى٦=0 عند متصل غير التكامل هذا
 كالتالى: النقطة هذة عند جزئين النقطة

 بجزء+إ'بي
 التقارب: لمعرفة التكاملين ندرس سوف والان

 إ-ب±:
22x٢٠٥-١ (و- أو:ب

-٥-+82 أمي+ي;إً-·11
=0

 لدراسة داعى فلا متباعد عندها التكامل لان النقطة هذة عند سنتوقف
 الاخرى. النقطة

 متقاربا كان واذا متباعد او متقارب الاتى التكامل كان اذا ما حدد مثال
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 قيمته: احسب الجر]

 الحل

 عند جزئين الى التكامل نقسم سوف وبالتالىo حدود عند التكامل هذا

 كالتالى نقطة اى

 ه'أ »يإ( ب،.إ]
±٨٨

 التكامل. شقى تقارب من لابد متقارب التكامل يكون لكى

 ،ه] ا- »'ب{
1 0، أ'إ/+١1 x \t

 [%+ا-أ+1
= a

 ايضا. متباعد الاصلى التكامل فيكون متباعد الاول التكامل ان وحيث

 متقاربا كان واذا متباعد او متقارب الاتى التكامل كان اذا ما حدد مثال

] م,ج، ي
 الحل
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x=3 =()f النقطة عند متصلة ليست  م الدالة ان نلاحظ

،٠٠dr• ]-«( ج![ ز!=جم ،ei اس
o  «ء٥-/3-6839

· . 3-٠٤ m= him arcSin = arcsinl=
،٠٥- 3 2

 متقاربا كان واذا متباعد او متقارب الاتى التكامل كان اذا ما حدد مثال
m/2

C0S3
،!٠٥-  قيمته: احسب

 الحل

r =m/2 f النقطة عند متصلة ليست ( ٤ الدالة) ان نلاحظ

٦ إ "ةcas د. ء:  !=ن.أ -]رزر=تيمإ2٠١ {{دود-
sinx e-0]-0ء 

-o إأء-=أ»»-ا-او/٠١ »-ا٥٠ -[ة-٥  ء2

 معنى. لها ليست=)(/ ج ي الدالة ان الثبت مثال

 نهاية لها ليست كانت اذا معنى لها =)(/ليست ,م الدالة الحل
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jير.»ب f2ب اواو -»F"
x-2" -ء0 r- «ء0 ج2

2
ln

[1 و, ي
= ا [im hin

lne ln2 ،o ln2lne0ء» 

 متقاربا كان واذا متباعد او متقارب الاتى التكامل كان اذا ما حدد مثال

dxi٦  قيمته: احسب

 اذن ه الدالة حدى احد ان نلاحظ الحل

٨٤ m1_m1" dr«
;aruan ذ=5 آ- lجنإ= "؟] وزإ= ؟ .•[  +"ج24

f،-،«
C

 التكامل: قيمته احسب مثال

 الحل

 ه2«1 ى2 ا1
١ ن]e2as ء لاim -ج=تأ ا25،

U>0U)00-م 
u

1٥ ]-«٥"٥٤ م- 2

j  خ»
-Xe+e
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 التكامل: قيمته احسب مثال



 الحل
Xco  ، ر ه ه »ز٥

e'+e ى2«4١ '-oC

 النهايات سنعتبر بالتالى

 I]إ ا ا±] ل»،م
e"+] e"+]

-/tan'e ["+\iاa"e ["

-0 ج-إ)مج»
54

 أ به٦
,e"+e'2

 لدالة حدى احد ان نلاحظ

 محورى و و,=لا بالدالة المحددة المساحة احسب مثال

.x=1,--1  التماثل

 بالتالى:x=1 عند متصلة غير انها نجد الدالة تماثل من الحل

eع٢ ر٦ اd4 -ا٤ ر
٠/٠٠XX•f..««- i ا ٦4-1'/ ب إ =م ذ»-»-ابا e»0' e-00 ا/0

.1s«uae isاينا-1(-2 =ا)ء 
 مربعة. وحدة ا تساوىA المطلوبة المساحة وتكون
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1.f"ع٥ 
٠٠٢
4

2[-4 ق»-
0(x-2)3

3 ،{٢ و ،
 و٠٩-٢

4. [١awdx=1
0

1
 خ»ز

45-
٥X

 -٠%ي»٠
-x/7 ه.f%  -به2

eX١

 ء]e =ه'١
٦10. j  ه٢

١422-0

 تمارين

: يأتى ما إثبت

 معنى له ليس

 بي بمإج
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