
 الرابع الباب

 والتسلسلات المتتابعات
Sequences and infinite series

Sequence  المتتابعة أولا:
 تعاريف:

 المتتابعة:(1
 الأعداد هذه فإنZ, عدد يوجدn طبيعي عدد لكل كان إذا

Z, 12٠٠٠٠٠٠,.٤٨
 عناصر من عنصر يسمى مZ' والعدد نهائية لا متتابعة تسمى

{Z,}  الصورة على نكتبها وللاختصار المتتابعة

 المتتابعة: تقارب(2
C Convergence عدد وجد إذا {,Z} متقاربة  المتتابعة إن يقال:

 التالية: الخواص وله

 كافي.ا ص.غرا صغيرا يكون أن يمكن )ابسلن& موجب عدد لكل أنة

 أن بحيثN طبيعى عدد إيجاد يمكن الصفر( يساوي لا ولكنة

)(C<€,Vn>N,-2ا 
 ال-صورة على كتابتها ويمد.ن المتتابعة نهاية سمى ذ حيث

LimZ,=C
7-)o

 أخر بمعنى أو
at ZC

 د.م إذاDivergent متباء.دة المتسلسة وتكون(ne) عندما



 الشرط. هذا يتحقق

 أمثلة
:1 مثال
 والتباعد: التقارب حيث من التالية المتتابعة اختبر

1) {Z,}=1+3
n

 الحل:
 للحل: الأولى الطريقة

 عندما المقدار نهاية أخذنا إذا أننا بمجرد المثال هذا حل يمكن
nمتقاربة فتكون1 الناتج يكون< إلى تؤول 

2Lim(1+)=1
no 7

 للحل: الثانية الطريقة
 تقذ.ربo م.نn اقترب.ت كله.ا أنه ملاحظة طريق عن وذلك

(1) المعادلة فمن متقاربة، فتكون1 العدد من المتتابعة
222

/7, -٥=1+--١=/<<e,=nع٦ nn

2
(0.01 فيكون =ع0.01 القيمة أخذنا إذا كمثال

n
n عندما < 200

.1 العدد من متقاربة المتتابعة فتكون

 والتباعد: التقارب حيث من التالية المتتابعة اختبر
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2 مثال



2,={-"١
n-]

 الحل:
n

(1) المعادلة ومن"1" العدد إلى وتتقارب }متقاربة المتتابعة{
n-+-1

 أن نجد
-]n

1-(=]=n n-+1n-1
1-1

[-n-+1n ا2,-٥ ا=ا (,·ا=ا-.·٣٠
11٨+11

n)-1(=1+-بد)٨ 
٤1 ع ع

،،1  ا-. م.ن أكبر صحيح عدد أصغر وهوN العدد نختار وبالتالي
 ع-

 فإنe=0.01 كانت إذا كمثال
1 .1 العدد من متقاربة فالمتتابعةN=99 [-إذن=99
 ع

 تمارين
 المتتابعات: تباعد أو تقارب اختبر

2
([(2, -ر2 n n+1

1
2)Z,}=

n-3
-1

3){Z,}=
n-3
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Series  المتسلسلات ثانيا:
 المتسلسلات: من أنواع ثلاث هناك

 عادية. متسلسلة أ(

 الإشارة. متبادلة متسلسلة ب(

 القوى. متسلسلة ج(

 العادية المتسلسلة أ(
 تعاريف

 -المتسلسلة:1
 الأء.داد من نهائية لا متتابعة}W2,W١,٠٠٠٠٠٠,٣٨{ كانت إذا

 المقدار فإن مركبة أو حقيقية كانت سواء
c

2 ١,=١+١3+١..(١)
n=]

infinite series  اللانهائية بالمتسلسلة يسمى
 حيثS ر الأولى الحدود منn مجموع أما

 ,؟= ز«+٠٠٠٠٠٠٠+٦,,

 النوني" الجزئي "المجموع التعبير هذا يسمى

{S/,Sو ....,S, }  الشكل على المتتابعة لدينا فتتكون

 وتباعدها: المتسلسلات تقارب-2
 بمعنى متقاربة المتتابعة هذه كانت (إذا1
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!i(S,1=s
 مجموعها ويك.ونConverge متقاربة(1) المتسلسلة إن يقال: فإنه

 أن أيS يساوي

{-$٠ا-١٠١٠
 كانت: إذا(2

!(S,)=
. Divergent  متباعدة تكون اللانهائية المتسلسلة فأن

 تباعدية. تكون فهي محدودة(Oscillating) تذبذبيةS, كانت إذا(3

 غير تذبذبية المتسلسلة فإن,<o بين تذبذبيةS, كانت إذا(4
 تباعدية. وهي محدودة

:3 مثال
 اللانهائية: المتسلسلة اختبر

2 !،-ا؟٠ .الي 2٨-2"-'
 الحل:

 هو(1) للمتسلسلةS, النوني الجزئي المجموع

,$ ا+ر=٨ >)إ إ+.+
222

1 ، ء - واساسها1 الاول حدها هندسية متوالية هذه
٠٠2

 مجموعها فيكونn حدودها وعدد
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(=,$١ لإ-١١١ إ-١١-2-٩,
222

 هو(1) المتسلسلة مجموع يكون المعطى التعريف على وبناء
1..S = Lim(S,)=Lin,,_2سي(2- =)م a 5"-n-٥

2 يساوي ومجموعها تقاربية )ا( المتسلسلة فإن وعليه
:4 مثال

 اللانهائية المتسلسلة اختبر

 -«ذ١١2+٠+٠٠-٨١
 الحل:

 هوS, أن فنجد عددية متوالية عن عبارة )ا( المتسلسلة

n(n+1)12.S.  إ أ{ ن
2٨

 هو:(1) المتسلسلة مجموع فإن وبالتالي
n١ -1S =/im(S,)=Lim,,  ه)ا""

2n-٥
 متباعدة. المتسلسلة.٠

:5 مثال
 المتسلسلة: اختبر

Y/-١='"١-١+١-٠+٢-١+"٠٢١
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 الحل:
 المتسلسلة كانت إذا أنه واضح

 زوجية -ا=1
 فردية=٨-0

--/.٤uي- 
٣=]

 )ا( فالمتس.سلة وبالة.الي مد.دودة قيم.ة ليستS فإن وعليه
 تباعدية.

 التوافقية -المتسلسلة3
Harmonic Series

 متسلسلة وهي التوافقية المتسلسلة هي التالية الصورة على التي المتسلسلة
 متناعدة

٨±--٤-n 2 3
 لأن وذلك متباعدة وتكون

١١ 1S,,=1+-+-+٠٠٠-
n2 3

 الصورة: على كتابتها ويمكن
١١١١١11١S =]-+(+)+(-+++)+.
n5 6 7 83 42n

 )l+(ر( الأخيرة بالمتسلسلة بمقارنتها
2

 وبالتالي:
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٦٠].Lim(S,)=Lin,,  ا+1,ي مه)ا
c 2ne

 المطلق التقارب-4
 العادية المتسلسلة

w, + w + w; +٠٠٠
 اظرة المذ. المتسلسلة كانت إذا المطلق( )التقارب القياس متقاربة تسمى

 لها:

E(3) ««ا/-١+٠٠/١٠
n=l
Absolutely  التق.ارب مطلق.ة أي.ضا المتسلسلة هذه تسمى متقاربة.

convergenceالمتسلسلة كانت إذا 

 :ية ملة،" دا، اسسه، س.:مد
(Conditionally Convergent)  التقارب

 ملاحظة:

 متقاربة. تكون فإنها مطلقا متقاربة المتسلسلة كانت إذا

 العادية المتسلسلات تباعد أو تقارب لدراسة الاختبارات

:6 مثال
 ومطلقا شرطيا المتقاربة المتسلسلة

 المتسلسلة:

1 1 ١ 1
 د أد د

2 4 8 16
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 لأن: وذلك"1" وقيمتها متقاربة
١11 1

=]S = ...+ -ا
2"2» 2 4

 و% وأساسها الأول حدها هندسية متتابعة عن عبارة فهي

a(1-٣")
]-٣

LimS,=1
}-)0

1 1 1  +-+-[=,,ى...
2 3 4

W +  و+٠٠٠«

wز + W +٠٠٠

w + w +٠٠٠

 هو ومجموعها

 فإن: وبالتالي

 المتسلسلة بينما

 المتسلسلة لأن وذلك شرطيا متقاربة

 متقاربة. تكون فإنها متقاربة

:1 نظرية
 المتسلسلة كانت إذا

 متقاربة. تكون فإنها مطلقا متقاربة

:2 نظرية

 المتسلسلة كانت إذا

 فإن: متقاربة
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im w, =0
7)o

 متباعدة. تكون الشرط هذا تحقق لا التي المتسلسلة وبالتالي

 النهاية: -اختبار1
 لذ.صفر م.ساوية النهاية كانت إذا العام للحد النهاية بأخذ نقوم بأن وهو

 متباعدة. تكون ذلك وغير الاختبار يفشل بمعنى معلومة غير تكون

 أكبر البسط درجة فيها يكون التي المسائل حالة في الاختبار هذا )ويطبق
 المقام( درجة تساوي أو من

0
Lim(S,)= aeا"م: أ 

test.fails
div

Cauchy test  النوني الجذر -اختبار2:
c

 أن وبفرض موجبة حدودها متسلسلة2 ،» أن بفرض

Limn4a,=L
 ر-{0

 فإن: وبالتالي
1.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••٠.Con٦

Lim S,, =>1..٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......di
٦ ر0

=1..........test.fails

 كوشي: اختبار
 جدا صغير ع موجب عدد لكل كان إذا وفقط إذا متقاربة تكون المتسلسلة
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N N م.ن أقل مختلفين حدين أي بين الفرق إن بحيث  عدد إيجاد يمكن

 وه.ذا للتق.ارب كوشي بنظرية يسمى ما وهذا ع من أقل مقدار يكون
 كتعريف. وإنما للتطبيق ليس الاختبار

:7 مثال
 المتسلسلة اختبر

٤n=]h ا

 متباعدة أو متقاربة كونها حيث من

 الحل:
 أن: نجد كوشي اختبار باستخدام

 -.موي=.a+وابر
n-6 n6 y"

1Lim-=0<1
n6 7

 تقاربية. المتسلسلة إذن

Comparison test  المقارنة اختبار-3:
 التالية: النظرية سرد من لابد الاختبار هذا توضيح قبل

:1 نظرية

 كانت إذا

±
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(2) لآ

 من النظرية من معلومة بأخرى المتسلسلة مقارنة طريق عن اختبار وهو
 بسط فيها يكون التي المسائل في )يطبق متباعدة أو متقاربة كونها حيث
 المقام( درجة من أقل البسط درجة وتكون ومقام

If a, <b, and b, convergent then a,, convergent,
If a,,>b, and b, divergent then a,, divergent

Division Test  القسمة اختبار-4:
 المسائل: من نوعين في الاختبار هذا ويطبق الاختبارات أهم من ويعتبر

 الأسس. ذات الأعداد مسائل(1)
 يلي: كما يطبق وهو المضروب مسائل(2)

 لدينا كانت إذا

 ذ٠
1..٠٠٠٠٠٠٠.....COn٧

0
Lim-t\ >1..٠.٠٠٠٠٠٠.......div
n-6 , ا

 لإ
]،-/

=1........test.fails
Integral Test:5-التكامل اختبار 

 يلي: كما ويطبق للتكامل القابلة المسائل في ويطبق
 لدينا كانت إذا

٥l.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..،C07y

cc di٠٠'١٠٠٠٠٠٠٠٠/,Oو 
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 الد.د دالة يمثله والذي المنحنى تحت ما المساحة يوجد أنه يعني ما وهو

 وغي.ر متقاربة، تكون محدودة المساحة هذه كانت وإذا للمتسلسلة، العام
 متباعدة. تكون ذلك

 أمثلة
:1 مثال
: متباعدة أو متقاربة كونها حيث من الآتية المتسلسلة اختبر

 لو؟
 الحل:

 القسمة اختبار هو هنا المناسب الاختبار أن الظاهر من
11

٥l, ٥ ٠ و0 أ- +٠'١ او
 فإن: وبالتالي

a 1 1Linn-"""= Lim:,
n a n" "-n

2"-١١
= Lim=1

2n 2"

 لمر,زبر»eee0 مارية انسة فتعدن

:2 مثال
: متباعدة أو متقاربة كونها حيث من الآتية المتسلسلة اختبر
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c

٤
 الحل:

 البسط درجة )لأن النهاية اختبار هو المناسب الاختبار أن الواضح من
 المقام( درجة من أعلى

0, =n, =Lim(n)=o0ة 
7 ر-0

divergent ( متباعدة)

:3 مثال
: متباعدة أو متقاربة كونها حيث من الآتية المتسلسلة اختبر

 ,ا$
n=] H

 الحل:
 درج.ة )لأن المقارن.ة اختبار هو المناسب الاختبار أن الواضح من
 المقام( درجة من أقل البسط

_n+2
4٨ 2

n

 ء،إ{
 النظرية ومن

..٠+2_2١ ا
•2 -و+ و

nm nn

 لزي٤ إ
- 84-
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 الفدية تعن ا رمن اسطرية مباعةن2 إ أن دبا

 ا$
n=] h

 المقارنة. اختبار باستخدام متباعدة

:4 مثال

: متباعدة أو متقاربة كونها حيث من الآتية المتسلسلة اختبر

3$ ,ت/0٨١
n=1 ٨-]

 الحل:
 المقارنة اختبار هو المناسب الاختبار أن الواضح من

 المقام( درجة من أقل البسط درجة )لأن

 إ-،،
n=]hn

convergent Theorem  التقارب نظرية ومن

3n4+٨+1 1<,•.•  :اني
 ح

 أ-،٨3+٦٨1 ف

 المصد.سلة .ون٤ت <وبالة.لي الطرد ء.ن مقاربة لا إ' ن وبما
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Mn-]h 'ه +

 د±م/:ذ$
n=1 n-+]

:5 مثال

: متباعدة أو متقاربة كونها حيث من الآتية المتسلسلة اختبر

 المقارنة. اختبار باستخدام متقاربة

 الحل:
 العام الحد دالة أن أساس على التكامل اختبار تطبيق المثال هذا في يمكن

 التكامل في لدينا معلوم شكلها

odn ]١'tan-٥-\tan'n/ =tanج= [--
11+٨

- 90-45= 45
 متقاربة. فهي ولذلك محدودة المساحة أن أي محدود عدد وهذا
:6 مثال

: متباعدة أو متقاربة كونها حيث من الآتية المتسلسلة اختبر

 :بخ
 الحل:

 إن( أس عدد) القسمة اختبار هو هنا المناسب الاختبار أن الواضح من

n-1n
d·.·d ' 'n+l 2n+'"
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a, n-] n
.·.Lin"t! =Lin:
na, n2+l "n

3" ٨+1 1
-[imX-=--]
n-+l n 3

0 n  ازج «و»
 متقاربة. المتسلسلة فإن وبالتالي

٠7 مثال

: متباعدة أو متقاربة كونها حيث من الآتية المتسلسلة اختبر

±n=1h
 الحل:

 إن( أس عدد) النسبة اختبار هو هنا المناسب الاختبار أن الواضح من

3+3"
·٠·٥٨= و4٨٨١٠= >=م

(n-+l)n
3"la.Lim"\ =Lim:=n a, »(n+1)4  م4

,23"l n.
=LimX==3>1
n1+١)"3ه )
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 :أبز باء،سد٠ م»»
 متباعدة.

:8 مثال

: متباعدة أو متقاربة كونها حيث من الآتية المتسلسلة اختبر

 اومد،ذ
 سرو" الجر اخبار د« الحالة ذ، في المناسب الأخبار الحل:

 إ( أس الكل لأن )ذلك
 =ء;اإنا=.»ون]1

[Ln()]٨٣٣٨

1
Lim=(]
n Ln (n)

 متقاربة.

:9 مثال

: متباعدة أو متقاربة كونها حيث من الآتية المتسلسلة اختبر

٤ ا (]n[Ln(m-٨ ر
 الحل:

 دالا.ة لأنه.ا وذلك التكامل اختبار هو المناسب الاختبار أن الواضح من
 التكامل سهلة
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 ن
odn[=[LnLn()] =
1nLm(m)]م 

 محدودة غير المساحة أو الناتج يكون ذلك وعلى محدودة غير كمية الناتج
 متباعدة. تكون وبالتالي

:10 مثال
: متباعدة أو متقاربة كونها حيث من الآتية المتسلسلة اختبر

 ب$ يم
 الحل:

 في مضروب يوجد لأنه القسمة اختبار هو المناسب الاختبار أن الواضح
 المثال

(3-4i)\
({ د

٨+l (١+1)!

"4n)" (3-4ny-3,إ,) 1٨-".٠٨م•.
[77} - [7٤:-

n 4, n (n-1)! n!

. 1 ٠=Limx(3-4i)=01
n(n1)

° (3-4٤)"
 بط أم,رonveresn المنشلة الدالة فان وبالتاني

 متقاربة.
:11 مثال
: متباعدة أو متقاربة كونها حيث من الآتية المتسلسلة اختبر
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11
٦خ /+يأ 32

 الحل:
 الشكل على للمتسلسلة العام الحد كتابة يمن أولا

 و±
n=0 h2

 التكامل باستخدام المثال هذا حل ويمكن

2dn ه -iينيي] اي=0-ة 
 ز٨+12

 غيي.ر الم.ساحة أو الذ.اتج يك.ون ذلك وعلى محدودة غير كمية الناتج

 متباعدة. المتسلسلة وتكون محدودة،

 تمارين
 متباعدة: أم متقاربة المتسلسلة كانت إذا ما وضح يأتى مما كل في

n-111 ١+-٩٠2٨-١«١٤n+1Ln2 Ln3

 فم،
٠٤3

٤ إ"
 ء.،
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 )المتعاقبة( الإشارة المتبادلة المتسلسلة )ب(
Alternating Series

 تعريف:
 الشكل وتأخذ بالمتعاقبة الآتية المتسلسلة تسمى

F/-١"a., =a,-٥-»+٠
n=0

 باختبار نة.وم أننا وهو وحيد(: )اختبار يلي كما فيها الاختبار ويكون
 المتسلسلة:

٤n-0 ء

 متقاربة المتسلسلة تسمى الحالة هذه وفي المثال انتهى متقاربة كانت فإذا
 فإذاa, العام للحد النهاية بأخذ نقوم متباعدة كانت إذا أما مطلق، تقارب

 متباعدة. فتكون ذلك غير أما مشروط، تقارب متقاربة تكون صفرا ساوى

: عامة أمثلة
 التباعد: أو التقارب حيث من الآتية المتسلسلات اختبر

- (-١)"١2،
 العادي المقارنة اختبار من متقاربة متسلسلة

-91 -

٤ي
 الحل:

 المتسلسلة أن بما



 مطلق. تقارب مرية2 ؟ سمعة المنشلة تون نالك وغى

-  يج،"(1-)
 الحل:

،،،

 ن له ساريا بدءا ر>يظ اى

 تجخ,'.ربغ ا«ا»

 المتسلسلة ذلك على ويكون ءء. .ء الخ

 العام الحد نهاية بأخذ

1. =0,Lim

 نجزم،ً ٤.بدا،
 مشروط.

({ =:اي

 الحل:

 قياعوة وهي السبة اخبار ;ل المسننة عنى سنطبق أننا واضح
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3"
[im =o
n-o 7

 العام للحد النهاية بأخذ نقوم لذلك )تمرين(

 متباعدة. تكون ذلك فعلى

 القوى متسلسلة )ج(
Power series

 تعريف:

 الشكل ذات المتسلسلة تسمى

2".-«١»٢»+٣+٠.
 والأعداد متغير إنه حيثX في القوى بمتسلسلة

4,45,0,4٨.. و4٨...
 له.\ ينتمي فترات على تباعدية أو تقاربية تكون المتسلسلة وهذه ثوابت.
 حالات: لثلاث يخضع وذلكx المتغير

 الذ.اتج .ان5 المقام في مضروب على تحتوي المسألة كانت إذا(1

.R = قيم كل على تقاربية وتكون0 صفر
 ه. هو التقارب قطر نصف الحالة هذه وفى

 الذ.اتج ؟.ان البسط في مضروب على تحتوي المسألة كانت إذا(2
. R = على تباعدية وتكون ه

 =صفر. التقارب قطر نصف الحالة هذه وفي

 والمقام البسط في مضروب أو مضروب على تحتوي لا كانت إذا(3
.[a, b]  تقارب فترة هناك كانت
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 الفترة. نصف هو التقارب قطر نصف يكون الحالة هذه وفى

 الأث.ر ولكن هنا تطبق التي هي السابقة الخمس والاختبارات ملاحظة:

 القسمة. اختبار هو استخداما

 أمثلة
(: التقارب فترة عين أو) التقارب قطر نصف عين يأتي مما كل في

٤.
 الحل:

 أ.ضا الواضح ومن المتغير لوجود قوى متسلسلة أنها الواضح من

 اختب.ار طرد.ق وع.ن فترة سيكون الناتج لذلك مضروب، يوجد لا أنه

 النسبة

٨ ا
n و n

n-+]r
(]

n+! (٨+1)

nA"ر la.:.Lim""ا'=Li:-=Limxn\(n-])nn»٥\(n-+])٨»e 0,

 ا=r ا1
1x1بد- 

 عندما ذلك ندرس أن يبقى ولكن متقاربة تكون الفترة هذه في
x=-1 x=1 أو
x=1 :  عندما أولا:
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 وبعدما )لماذا؟( مبادة ر المتلسنة فتصبح

 متقاربة الإشارة ""إ{المتبادلة المتسلسلة تون٢-=1 عنيا

 <ا-وذ.صفxl ه.ي التقارب فترة تكون ذلك وعلى )لماذا؟(

.1 هو التقارب قطر

 :%غ،
 الحل:

 ضا أي. الواضح ومنK المتغير لوجود قوى متسلسلة أنها الواضح من
 تباعدي.ة وستكونo سيكون الناتج لذلك البسط في مضروب يوجد أنه

 صفر مساويا التقارب قطر نصف ويكونR كل على
2n!x"

 ٥، د

4٨٠ و
n-+]

 م2+«2+(1!
(} -

n+1 (٨-2)

..L ٨ ه ا"إ,إ16! امه،,
/7{]- .-/7/]، -ا

n 4, n (n-+2) n-+l

X ر (م,,,]+-١(1, إ ر_ -o،[/7/ز -
، (n+2)

 م.ساويا التق.ارب قط.ر نصف ويكونR كل على تباعدية تكون لذلك

 صفر.
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 ،،ملا
 الحل:

 أنه أيضا الواضح ومنX المتغير لوجود قوى متسلسلة أنها الواضح من
 فذ.رة وتكون صفر مساويا سيكون الناتج لذلك المقام في مضروب يوجد

 ه٠ القارب° فطر نصف ويكونR التقارب
x

-(·{ -
'»l (2٨+3)!" (2n+1)!

٨١,4 م243 م2+«
.·.[i-=[ز١\- =

!2n+D)(ة ه @ا"ة2٨+3 آ" 
٥1=[imا ج /=()]

(2n  (اله2+2٨()3+

 قطر ونصفR قيم كل على متقاربة أنها إلى مؤديا هذا يكون ذلك وعلى

.o  مساويا التقارب

٩#٥ ف مق، ،»،
٥r· ؟أ·6 ؟
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 تمارين
 الآتية: المتسلسلات من لكل التقارب فترة أوجد

١٠¥٠
 ا"بد.
 رد٤ب ا

(x-a)"
 م2 =ل7#

+5ب+٠٠,. رو2
e

11
6+) +م٠٠٠٠

1-+٤ 1+-٣
27) Ln(Y)+Ln .٠٠

 ، ي وف و٥ وق،
>sأ· أ، ؟ 
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