
 المستوى في الجسيم حركة
Plane Motion of a Particle

 المستوى في الجسيم حركة علاقة بدراسة يختص الباب هذا موضوع

 الكيناماتيكية. النظر وجهة من أي والزمان، بالمكان

 تصف التي الرياضية العلاقات على الحصول إلى تهدف الدراسة وهذه

 مع المتحرك الجسيم )موضع( مكان تغير كيفية وتبين الحركة، مسار

 كيفية في ولا الحركة، هذه المسببة القوى نوعية في الخوض بدون الزمن،

 لها. إحداثها

 يسمى ما شكل على الحصول الباب هذا في سنحاول أخرى بكلمات

Position) الموضع متجه Vector،) تحديد عن المسئول المتجه ذلك وهو 

 الإزاحة متجهات أشكال على أيضاً نحصل كما المتحرك، الجسيم مكان

(Displacement Vector،) والسرعة (Velocity Vector)والعجلة 

.(Acceleration Vector)

 على هي الإحداثيات من أنواع ثلاثة في الدراسة هذه وستتم هذا،
 والذاتية. القطبية، الكارتيزية، الإحداثيات الترتيب:

 الكارتيزية الإحداثيات في الجسيم كينماتيكا

R4  الأبعاد ثنائي الفضاء في مادي جسيم حركة ندرس الفصل هذا في

 فنحاول(.x,y) الكارتيزية الإحداثيات في وذلك )المستو(،

- منه نحصل ثم ومن للجسيم،r الموضع متجه شكل على الحصول

2.1



 المستوى فبي الجسيم حركة•2 الباب

.٨ العجلة ومتجه ،٧ السرعة متجه على. التفاضل عملية يإجراء

 في ويتحرك ،m كتلته لجسيم الموضع متجه على وللحصول هذا،

 عندها كان التي اللحظة عند أنه نفرض (،x,y) الكارتيزية الإحداثيات

- المستوى فيP(x,y) النقطة في موضوعاً الجسيم كان ،t هو الزمن

xy.قوة تأثير تحت )أزيح( انتقل أو تحرك قد الجسيم هذا أن ولنفرض 

 الموضع إلى/t مقدارها زمنية فترة بعد فوصل ما

(٨+x+ A,y)9 الموضع إلى وصل قد الجسيم أن بمعنى.٥

(.2.1) شكل انظر.٥t+t الزمن كان عندما

٨
 ز

x

 شكل
2.1

0 (0,0) 4
R2  في الكارتيزية الإحداثيات في والإزاحة الموضع متجهات

 له ويرمزP(x,y) النقطة عند المتحرك الجسيم موضع" "متجه 'يعرف

 وبالتالي(.2.1) شكل في موضح هو كماoP التجه، أنه علىr بالرمز

 فإن
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}

r =xi+y2.1)ز )

 هو مقداره أو المتجه هذا طول
}

 -اء-م قرو?م(@2
{ م

،٥r P9 بالرمز له ويرمز  المتجه أنه على فيعرف الإزاحة" "متجه أما

 أن(2.1) شكل من نجد حيث
}} ٨٨٨r=Pg=(( -r)i+((y+4)-( +ند نه  ز)ر

 أو
} ٨٨

٨r= Ai + y ا  ز

 هو الإزاحة متجه مقدار ويكون
}

?j?-,«مa(« ٨٣-٨٨
 أو المنحنى لجزء نرمز المتحرك للجسيم السرعة متجه على وللحصول

 مسار علىg النقطة إلىP النقطة من الجسيم تحركها التي المسافة

 المتوسطة للسرعة أيضا نرمز كما ،٥S بالرمز حركته

(Average Speed)٥ المنحنية المسافة الجسيم بها كرك التيSفي 

 هو المتوسطة السرعة مقدار أن فنجد .ر، بالرمز٥t الزمنية الفترة
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_٨S
a٨٤٧٠ )ج

،٥t  الزمنية الفترة صغرت كلما أنه(2.1) الشكل من نلاحظ لكننا

 الإزاحي المقدار أيضاً صغر وكلما8S المنحنية المسافة صغرت كلما

٥t r الزمنية الفترة صغر حالة في أنه القول رياضياً يمكن بحيث٥

 فإن
٨S=ي٥ r; ٨t>0

 هذا كان كلما دقيقاً يكون الجسيم حركة وصف إن الحقيقة في

 عندما أي ممكنة، زمنية فترة أصغر في أو اللحيظة في الوصف

٥t>0.،بحيث الجسيم لحركة دقيق وصف على وللحصول هذا 

 يسمى ما نعرف ،٨t الزمنية الفترة طول على الحركة هذه لاتعتمد

nstant) اللحظية" "السرعة Speed)بالرمز هها نرمز والتي v، فيكون 

 هو مقدارها

٥٣·y= im
At-0 /t

 متجه اختصارا أو اللحظية السرعة متجه تعريف يمكن فإنه هذا، على

 الصورة في السرعة
}

/٣٧= lim
٨t-0 ٥٤
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 ما متغير تغير معدل تساوي باعتبارها الأولى المشتقة مفهوم باستخدام

 أن يمكن(2.8) العلاقة في السرعة متجه أن نجد آخر متغير إلى بالنسبة

 الصورة إلى يتحول
{ م ه

٥٣.٠ d٣»» t4٨4٦0/ -ن٣a فة". ا-%- ا

 نحصل(2.3) المعادلة في جاءت كماr٥ عن(2.9) في بالتعويض أيضاً

 الصورة في السرعة متجه على

(2.9)

.١٤;y جت4x٨( ج(y2.10 مdx;4 {ب ى م م م [=٢٢{I ٥٥١1 ه -
a7a٨"٤4&ته0ا 

 أو

) إ"

 بةا-ن٠6١ ث+
 المركبة هيy· أن كما ،vت محور- اتجاه في السرعة مركبة هي" حيث

.,y ,i المحاور اتجاه في الوحدة متجها فهما y. ز أما  محور اتجاه في

 هو عندئذ السرعة مقدار ويكون

22»
 آ-، )ميأ,- )و(
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a  الزاوية يصنع السرعة اتجاه أن نفرض السرعة، اتجاه على وللحصول

 هذه ظل أن(2.10) العلاقة من تجد إذن،.x لحور- الموجب الاتجاه مع

 هو الزاوية
d dt dtan(a)=y/ dx""٣ م ا""= dt dx

 الجسيم لمسار المماس اتجاه نفسه هو السرعة اتجاه أن يعني الذي الأمر
}

(.2.2) شكل انظر.r8 زيادة اتجاه وفي ،P(x,y) النقطة عند

٨
 ز
 جعا

٢0 (0,0) 2

R"  فى الكارتيزية الإحداثيات في السرعة متجه

 متجه فإن ]، بالرمز المماس اتجاه في الوحدة لتجه الآن رمزنا- فإذا

 الصورة يأخذ أن عندئذ يمكن السرعة

}}

٧ =vf;  =ا«ا٧
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2.2
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 ويمكن الحركة اتجاه في المماس اتجاه في الوحدة متجه هو أ حيث

 العلاقة من أيضاً عليه الحصول

(2.15)

٨٨-}

xi+yjح ح م٧ }
y 22 (٢ أ )در(+

 المستوى في الجسيم لحركةa العجلة متجه على الحصول نحاول أخيراً

 واتجاهها. مقدارها، نوجد ثم الكارتيزية، الإحداثيات فيR في أو

 وأن ،t والزمنP النقطة عند للجسيم السرعة متجه هو« أن نفرض

 والزمنg النقطة عند الجسيم سرعة متجه هو٧+٧٨ التجه

t+44.(.2.3) شكل انظر

 شكل
2.3

•٨
 ز

x0 (0,0) 4
p2  في الكارتيزية الإحداثيات في والعجلة السرعة متجهات
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 بالرمز له ويرمز ،44 الزمنية الفترة في المتوسطة العجلة متجه يعرف

 العلاقة من ه
}

» ٥٧
«٥=«٨ t

 اللحظية العجلة متجه فإن(٥t0) الصفر إلى٥t تؤول وعندما

 يصبح العجلة متجه اختصارا أو

(2.16)

}}
;%=;w.,4,-» و٥ رd٧ ·ا ""ار t٥t٨0 [ة]اا حم t

 أو
 ر٨٨

a =x٠·i+y·2.18)ز )
 هو العجلة مقدار ويكون

22»
 ا=ه =ا» ).مر(/م .ر(+٠ ا).١9

 ظل أن نجد حيث ،P زاوية لحور- الموجب الاتجاه مع يصنع واتجاهها

 هو الزاوية هذه

tan( " )م ى=
٤°٠
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 إلىa العجلة تحليل يتم العجلة لإتجاه دقيق تحديد على وللحصول هذا،

 واتجاه أ، المماسي الوحدة متجه اتجاه هما: متعامدين اتجاهين في مركبتين

 سوف والذي ]، الوحدة متجه على للداخل العمودي الوحدة متجه

 للعجلة، الأولى المركبة على الحصول يمكن عندئذ.n بالرمز له نرمز

 المماسية" "المركبة وتسمى أ، المماسي الوحدة متجه اتجاه في والتي

(Tangemtial Component)بالرمز ها ويرمز ,(a.)الثانية، المركبة 

 تسمى] الوحدة متجه على للداخل العمودي المتجه اتجاه في والتي

Normal) العمودية" "المركبة Componen،) بالرمز لها ويرمز .)«(

 الصورة يأخذ العجلة متجه فإن الحالة هذه في

 أن نجد حيث
5ya2= a- +a2t n

 الإزاحة متجه شكل على الحصول يمكن السابق الفصل نتائج بتعميم

r، العجلة ومتجه ،٧ السرعة ومتجه aالأبعاد ثلاثي الفضاء في 

٢y-٠ و•
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 مادية نقطة أو جسيم موضع متجه نمثل أن يمكن المستوى بحالة بالقياس

(P(x,y,zانظر الكارتيزية. الإحداثيات في الثلاثي الفراغ في تتحرك 

(.2.4) شكل

 المتحركة المادية النقطة أو الجسيم موضع متجه أن الرسم من واضح

(P(x,y,zاللحظة في tالصورة في يمثل أن يمكن 

} ٨

r = xi +yز + zk
 حيث

}

 -إء=، قن, في،لآر،
 الصورة عندئذ السرعة متجه ويأخذ

{٨٨ م

٧=٤°i+y·j+ k· ج
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 شكل
2.4

(2.23)

(2.24)

R2  في جسيم موضع متجه تمثيل



٧

١
 المستوى في الجسيم حركة"2 الباب

 ا
 ا

 حيث

222»  =أ«= أم٣ أ. )ر(ء )ء(ء
 وحيث

dx dy .. dz
3"== =ج «a«لا 

 الصورة فيأخذ العجلة متجه أما

-} ٨٨٨

a = ° مد i+y" k· ج+ز
 حيث

» 2 2  =ا»/=» {.م {.ر(+(+٤)2
 وحيث

 ه2٤..4 ر%...»2 ء
""y و و-= ج= a3a2a٤2

 لحظة أية في إحداثياته أن بحيث الكارتيزي المستوى في جسيم يتحرك

 من تعطى

x= 3cos(t), y = 4sin(t)

(2.25)

 مثال
2.1

[ للعجلة مقدار وأقل الكارتيزية، المسار معادلة لحظة: أية عند أوجد
 عندئذ. والسرعة
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 ا الزمن بارامتر بحذف عليها الحصول يمكن المادية النقطة مسار معادلة الحل

 أن منهما نجد حيث المعطيتين، البارامترتين المعادلتين من

X ٠«oز=)(و ، sin()=

 على نحصل والجمع، بالتربيع

 لام-()cos2()+sin4 م22
9 16

،cos4(t)+sin"(t)=1  لدينا المثلثات حساب قواعد من أنه وبها

 هي المسار معادلة فإن إذن
 م2 ر2

=]+
169

 وطول (،0,0) الأصل نقطة مركزه(ElIipse) ناقص قطع معادلة وهذه

 وطول ،8 هوy- خور على يقع والذي (،Major هxis) الكبير المحور

 العجلة على وللحصول.6 هوx خور- على يقع والذي الصغير، المحور

 أنه نجد حيث المادية. النقطة موضع متجه أولا نوجد
}

r =wf +y3=)ز cos())i +(4sin())

 يصبح السرعة متجه فإن وبالتالي
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} ٨٨٨٨

3sin())i +(4cos(t))j=)-ز x- i+y=س 

 هو لحظة أية عند السرعة مقدار ويكون

)(9sin4()+16cos4٧=٠ ر

 متجه على نحصل-t الزمن إلى بالنسبة-٧ السرعة متجه وبتفاضل

« ء٠ الصورة في العجلة

a =x- i+y-3=)ز cos(t))i +(4sin(t))

 هي العجلة فإن وبالتالي

a=٠/9cos4()+16sin2(r)

٠٥\١-si»3(0)) +16sin%() = n@مi2»و+7,

=sin"(t) عندما يحدث للعجلة مقدار أقل أن الآن- واضح  أي0

 عندما للعجلة مقدار أقل يكون وبذلك ،sin(t)=0 عندما
.}٠٠,t={0,a,2m، يصبح العجلة مقدار فإن الحالة هذه وفي 
 يكون عندئذ مقدارالسرعة أن كما ه.٥=3

v-١9=٥ مsin4(0) +16cos(0)= 4
 كر.
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 هيy المستوى- في تتحرك مادية نقطة لحركة الكارتيزية الإحداثيات مثال

2.2x= 31,y=2الموضع متجهات عين الزمن. اهو حيث٤ 
 المادية، النقطة لسار المماس اتجاه في الوحدة متجه والعجلة، والسرعة

 متجه عليه، والعمودي المماس اتجاهي في المادية النقطة عجلة مركبتي

 للداخل. العمودي اتجاه في الوحدة

 هو المادية النقطة موضع متجه(1) الحل

}

()٢ = 32i+2  ث

 على نحصل- للزمن بالنسبة-٢ المادية، النقطة موضع متجه وبتفاضل

 السرعة متجه
 )ا{ م

F +(2)j(6=)س=٣ 

 هو السرعة مقدار ويكون

}

I,25=«+36=٧ -أ«ا
 على نحصل للزمن بالنسبة(-i) في المعطى٧ السرعة متجه وبتفاضل

 الصورة في العجلة متجه
}

a =6i
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 ا
 اد

 هو العجلة مقدار إذن

a= ,/36=6
 اتجاه في الوحدة متجه نفسه هو المماس اتجاه في الوحدة متجه أن بما(2)

 أن وبما ،٤ المتجه هو المماس اتجاه في الوحدة متجه أن وبفرض السرعة،
}

vf=فإن إذن ، س 
}

3t ج ?  م1٧
3- )+ز- ٠٥٢,+I ,٥4i

 ووضعه متعامدتين، مركبتين إلى تحليله يمكنa العجلة متجه أن بهما(3)

 الصورة في

}

a =a,6+a,i

 باستخدام عليها الحصول يمكن المماس اتجاه في العجلة مركبة فإن إذن

 أنها فنجد(iii) العلاقة

(v)

(vi)

(vii)

dv d 18t  ,%«أج-:-» -)ا، "لإم»
t ١t '9٤ +1

 من نجد ,ه، للداخل العمودي اتجاه في العجلة مركبة على للحصول

(vii)أن 

307



 المستوى فبي الجسيم حركة"2 الباب

222 4 ر=٨-0٤

,(v) من وبالتعويض (viii)في (ix)العجلة مركبة أن نجد ,,aاتجاه في 

 المعادلة من عليها الحصول يمكن للداخل العمودي

3618t2)2 )ى  ي ح
5  ,و9+%,1

 أن أي

636
({ ه  -ا#،}-·3٤,

 النقطة مسار على للداخل العمودي الوحدة متجه على للحصول(4)

,a الكميات عن التعويض يتم٨ المادية 1, a,, aالمعادلات من٨ 

(iv), (vi), (viii), (xعلى) المعادلة طرفي في الترتيب (vii)على فنحصل 

_36f ع1٤٢ +از٨٤  أ..أ,# أ"±. مه ،د ، ، ل8
 متجه أن الاختصارات بعد الأخيرة العلاقة هذه من نجد حيث

 المتجه هو العمودي الوحدة
3t:1م 

 2ل ري-
٠,٠6ا٨٥,٨

 كى.
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 القطبية الإحداثيات فبي جسيم كينماتبكا

 الإحداثيات في مادية نقطة أو جسيم حركة ندرس الفصل هذا في

 غير والعجلة. والسرعة الموضع متجهات أشكال على نتعرف القطبية.

 الإحداثيات في الوحدة متجهات تعريف أولا- هنا الضروري من أنه

,i بالرموز عادة لها يرمز والتي القطبية  متجهات غرار على وذلك ،0

 السرعة على نتعرف أيضاً الكارتيزية، الإحداثيات فيi ز, الوحدة

 والعمودية القطرية المركبتين على وكذلك الزاوية، والعجلة الزاوية

 القطبية. والعجلة السرعة لمتجهات

2.2

 اليا]
 هي الكارتيزية الإحداثيات فيi, ز الوحدة متجهات أن حقيقة إلى

,i الوحدة متجها أما والاتجاه، المقدار في ثابتة متجهات  في0

 الاتجاه. في ومتغيران المقدار في ثابتان فهما القطبية الإحداثيات

Polar Coordinates  القطبية الإحداثيات تعريف
2.1

 يتحركP مادي جسيم أو مادية نقطة لأية القطبية الإحداثيات تعرف

 الزارية هي0 حيث (،r,0) الإحداثيان أنها على جy المستوى- في

 "الحور يسمى الذي الأفقي الخط معOP الموضع متجه يصنعها التي

Polar) القطي" Ais،) تسمى والتي ،0 الثابتة بالنقطة يمر والذي 
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(.2.5) شكل انظر.oP الموضع متجه مقدار فهوr أما "القطب"،

 كد.

•0 القطف
 القطبية الإحداثيات

 شكل
2.5

 القطبية الإحداثيات في0,6 الوحدة متجهات تعريف
2.2

 الوحدة طوله متجه بأنه القطبية الإحداثيات فيi الوحدة متجه يعرف

٥ الوحدة متجه أما القطي، المحور مع0 مقدارها زاوية يصنع واتجاهه

2-- المحور امع٥ ا"ً+ مقدارها زاوية ويصنع الوحدة طوله متجه فهو

 القطبي.

 كح.

y-  المستوى في القطبية الوحدة متجهات تمثيل نظرية
2.3

,i أن لنفرض  الإحداثيات في أي القطبيان، الوحدة متجها هما0

 الآتية الصورة في يدy المستوى- في تمثيلهما يمكن فإنه إذن القطبية،
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(2.26)i = cos(o)i + sin( o)  ز

 أ8 أ«»»--ei أد»+6 ز

[
,i أن نفرض  التعريف حسب إذن القطبيان. الوحدة متجها هما0

 بين علاقة على الحصول بغرضy المستوى- في تمثيلهما يمكن(2.2)

.i, 0 ,i القطبية الوحدة ومتجهات  ز الكارتيزية الوحدة متجهات
(.2.6) شكل انظر

 شكل
2.6P(٨٤.٧١

x
٧ cos (0)= c0s( 0

 القطبية الإحداثيات فىi,٥ الوحدة متجهات

 فيi القطي الوحدة متجه بتحليل أنه الشكل، هذا من نلاحظ حيث

 فإنi, ز اتجاه في بالأحرى أو ،y محور واتجاه د محور- اتجاه

 الترتيب على تصبحان مركبتيه

(sin(0ا i cos(0), /iا 
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 أن بمعنى الوحدة، هو مقداره أن أي وحدة، متجه هوi المتجه أن وبما

 الصورة في تصبحان المركبتين هاتين فإن إذن ا@ا،=1

cos(0), sin(o)
 فإن وبالتالي

 اتجاه وفي ن محور اتجاه عكس في مركبتيه أن نجدB للمتجه بالنسبة

 الترتيب على هماi, ز اتجاه في بالأحرى- أو ،y محور-

(cos(8ا sin(0), [iا iا 
 أو

sin(0), cos(0)
 فإن وبالتالي ا.=1 لأن وذلك

 كد.

(2.27)

(2.28)

 انصا
 الوحدة متجهي من كلاً أن يتضح حيث(2.26) رقم المعادلات إلى

i,6فإن إذن الزمن، مع تتغير0 الزاوية ولأن.0 الزاوية في دالة يعتبر 

,i المتجهين فإن وبالتالي ،t الزمن في دالة تعتبر0 الزاوية  يكونان0

 المقدار. أو الطول في ثابتان أنهما مع فقط الاتجاه حيث من متغيرين
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 سعفية ا.ده ستمدد يجةاسصتداد«.ء

,i المتجهان كان إذا  المشتقات فإن القطبيان، الوحدة متجها هما0

 هي الترتيب على هما الأولى

،i ٥٠ 6,
dt

= ٥لا ه٥٠٨6
dt

(2.29)

 اع]
 دراسة نحاول القطبية الوحدة لمتجهات الأولى المشتقة على للحصول

 تغيرت0 الزاوية أن نفرض الزمن. مع تغيرهما )معدلات( كيفية

 ذلك على٠t+٨t إلى4 من الزمن لتغير نتيجة0+٨0 فأصبحت

i ليصبح أيضاً يتغيرi المتجه فإن + Ai.(.2.7) شكل انظر

0 ٨
u  الوحدة متجه تغير كيفية

 شكل
2.7

 يكونAi الإزاحة متجه فإن٨t الزمنية الفترة صغر حالة في أنه وبما

 الحالة هذه في.i على بالتقريب-- عموديا يكون وبالتالي جداً، صغيراً
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 إلى بالنسبة أما.D الوحدة متجه اتجاه نفسه هو يكون ه اتجاه فإن

 أن٨t الزمنية الفترة صغر حالة في أنه(2.7) شكل من فنجد مقداره

(2.30)0٥/=iا٨ 
 أن نجد وهكذا

 dه8(=ق@](2.31)

 لتصبح تتغير0 الزاوية فإن ،٥t+t إلى4 من الزمن تغير إذا أيضاً،

 صغر حالة وفي.٥+80 إلى يتغير0 فالتجه هذا وعلى ،٨0+0

 وفي0 المتجه على عموديا يكون8D المتجه فإن ،t٥ الزمنية الفترة

(.2.8) شكل انظر.40 فيساوي مقداره أما.i المتجه اتجاه عكس

 شكل
2.8

0
6 الوحدة متجه تغير كيفية

 أن الشكل هذا من نجد حيث

(2.32)

,i القطبية الوحدة لمتجهات الأولى المشتقه إيجاد يمكن الآن،  بالنسبة0

 أن لنجد(2.31,)(2.32) باستخدامt للزمن
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4i( ،مر406.٥.٥(2.33 i ،ر٨ = ا٥2=١٨٦-•٠
dt ٨٥٤t ر-٨٤00٥ ٨-

 أن كما

 كد.

a6  إم46
= '٨2dt 8t-0٥t

٨-٠0,.limأ--م٥=- -i
t٥t-0ج 

(2.34)

 الزاوية السرعة تعريف
2.5

Angular) الزاوية" "السرعة تعرف Velocit،) 0· بالرمز ها ويرمز

 أن أي ،t للزمن بالنسبة0 الزاوية تغير معدل بأنها

٥٠ «0«
 كد.

 مثلاaً ويساوي ثابتا ا للزمن بالنسبه0 الزاوية تغير معدل كان فإذا

 ،0·= ه أن أو منتظمة الزاوية السرعة أن قول الحالة هذه ففي

 فإن وبالتالي
d0 a=ب a=ا· 
dt

 المتعيرات فصل نوع من الأولى الرتبة من تفاضلية معادلة الأخيرة وهذه

(Seperable Eqwation.)على نحصل والتكامل المتغيرات، بفصل 
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e«+0- أ«[
 أو

0= d1+c

 فإن إذن أيضاً، صفرا0ً الزاوية كانت صفراtً الزمن كان عندما أنه وبها

 فإن إذن ،c=0 أن أي أيضاً، صفراً يكونc الثابت

0= a٤

 شكل انظر.4 قدره زمن في0 الزاويةoP المستقيم دار إذا الآن،

 الصورة في الزاوية السرعة عن التعبير يمكن فعندئذ(.2.9)

0
d=

t

a  منتظمة زاوية بسرعة يدور قضيب

(2.37)

(2.38)

(2.39)

 شكل
2.9

 القطبية الإحداثيات فبي الزاوية العجلة تعريف
2.6

 ،0" بالرمز لها ويرمز ،8(r,0) المادية للنقطة الزاوية العجلة 'تعزف

 أن أي للزمن، بالنسبة0· الزاوية السرعة تغير معدل بأنها
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٥- 4/٥٠-  د٥'٠4\4/4%

٨٤2dt dtdt
(2.40)

 كر.

 ناه٠ وابقه ا ب+٢ ب». سندمه +رك بجم
.0··=0 أن بمعنى صفراً تساوي الحالة هذه في الزاوية العجلة وليجر#]

 القطبية والعجلة والسرعة الموضع متجهات

 إحداثياتها أن بحيث المستوى في تتحرك مادية نقطةP(r,0) أن نفرض

 في المادية النقطة هذه الموضع متجه فإن إذن،(.r,0) هي القطبية

 الصورة في تمثيله يمكن القطبية الإحداثيات

٢٠١
 في الوحدة متجه فهوi أماr الموضع متجه مقدار هوr ا=r ا حيث

(.2.10) شكل انظر القطبي. المحور مع0 مقدارها زاوية يصنع اتجاه

2.3

(2.41)

0

 شكل
2.10
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 أنه على يعرف القطبية الإحداثيات في٧ السرعة متجه فإن أيضاً،

 فإن(2.41) وباستخدام إذن، ،r الموضع لتجه الأولى المشتقة

"(i أن نجد(2.33) المعادلة من أنه وحيث =  بالتعويض إذن،(.06

 يعطى أن يمكن القطبية الإحداثيات في السرعة متجه فإن(2.42) في

 الصورة ويأخذ الزاوية والسرعة القطبية الوحدة متجهات بدلالة

 مركبتين: أيضاً القطبية الإحداثيات في السرعة لمتجه أن نجد وهكذا

 "المركبة وتسمىi الوحدة متجه اتجاه في(r)· الأولى المركبة

Rauical) قطرية" النصف Component،) هي الثانية والمركبة 

·(r  العمودية" "المركبة وتسمى6 الوحدة متجه اتجاه في(0

(Normal Componen4.)(.2.11) شكل انظر
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 للسرعة العمودية المركبة
(٢')

 النصف المركبة
 للسرعة قطرية

0 القطب القطبى المحور

 القطبية الإحداثيات فيa المتجهة العجلة على الحصول يمكن وبالمثل

 إذن للزمن، بالنسبه س بتفاضل وذلك
{{ م

 أ:ا؟ء»٤/]٠٤\-٠٠٠ [ة
=٣٠٠6+٣(٩) م(+٥\.6 م(+٥")().

 أو
٥٨٨٨}

a = ٣٠٠i+ ٣٠(٥·)+٣٠٥٠ 6+r0٠٠0+٣0. (B)

(i, )ن(-=04 عن(2.29) من وبالتعويض =  وذلك(0-6

 على نحصل(2.44) في

»2»
» ا=٣٠-٢٥".(+\٢٥٠٠+2٣٥\.6
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4 الوحدة متجه اتجاه في والتي ا٣٠٠-٢٥٠ ا" الركة تسمى حيث

 تسمى بينما القطرية، الإحداثيات في المتجهة" للعجلة القطرية "المركبة

 "المركبة6 الوحدة متجه اتجاه في والتي(٠٠r٥+٠02r). المركبة

(.2.12) شكل انظر العمودية".

 للعجلة العمودية المركبة
(٥٢"+ 2r'o)

(r"·-r ٥·٦ ر
. قطريه المركبة

 القطبية الإحداثيات في العجلة

 شكل
2.12

 ابا]
 في القطبية الإحداثيات في للعجلة العمودية المركبة كتابة يمكن)(

 الصورة

r0" ( م2٥٠)4!٠٥٠,١2
r dt

 المتحركة المادية للنقطة المنتظمة الزاوية السرعة هي ه كانت إذا(2)

Pهي للسرعة العمودية المركبة فإن ،0 القطب حول 

320

(2.46)



 المستوي في الجسيم حركة•2 الباب

 ا
 ا

}

r0· =/oP\ ·r0 =ج
d)=­

}

[oP/

(2.47)

 العمودية المركبة تساوي0 حولP للنقطة الزاوية السرعة أن أي

P {o. النقطة لسرعة  ا الطول على مقسومة

 بسرعة قضيب على تتحرك مادية لنقطة القطبية العجلة متجه أوجد

 زاوية بسرعة عليه عمودي عور حول القضيب ويدور ،u منتظمة
 المسار. معادلة أوجد ثم.o منتظمة

 مثال
2.3

P الحل  النقطة وأن ،4 قدره زمن في0 بزاوية دار قد ا القضيب أن نفرض

 عند من الحركة بدأت وأنها ،t الزمن نفس في]oP/ مسافة تحركت قد
(2.13) شكل انظر.0

L  القضيب
٥"= a

0 القطب

 بسرعة انتقالية حركة الأولى الحركة المادية، للنقطة حركتان هناك إذن
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 تنتج دورانية حركة فهي الثانية الحركة أما ا، القضيب علىu منتظمة

 منتظمة زاوية بسرعة0 القطب حول نفسه ا القضيب دوران عن

 هو المطلوب القطبية الإحداثيات في العجلة متجه إذن ه.

 م2

6\2r-0٤(+٢٥+"٠·\r0"ا=٣ «

 الكميات، عن البحث هو المطلوب أن نجد وبالتالي

 القضيب أن بما(.i) في بها والتعويض ،٢٠r و·٣,·"٥,"0-°

 إذن ،a منتظمة زاوية بسرعة يدور

0·= a = ٥·-0

 إذن،u منتظمة بسرعة القضيب على تتحرك المادية النقطة أن وحيث

 فإن ا،0P ا=r أن وباعتبار

(i)

(ii)

}

0P/=r=utا dr -()٢·٥=u·-=ب٢ 
dt

(iii)

(iii) المعادلتين من بالتعويض ،(ii)على نحصل)( المعادلة في 
}

a +x0 ا٤(+٣3٢-0)- 2a)6
 أو
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 ص
 ا

} ٨a =(ra22+)ا٤ vo)6
 أن وبها

ot=0٥=· جد

 منt حذف بعد عليها الحصول يمكن المسار معادلة فإن إذن

,r=wt المعادلتين: 0= atمعادلته الذي الحلزون، تمثل أنها فنجد 
ur= (.2.14) بشكل المبين0 a

 ك£.

 شكل
2.14

 مع تتناسب بسرعة القطي المستوى في مادية نقطة تتحرك مثال
"cosec) ء٠ ء- د-.2.42 r) الدائرة ترسم بحيث0) = asin(0.عجلتها أن اثبت 

 الإحداثيات. قطب نحو متجهة دائماً تكون

,P(r) المادية النقطة عجلة أن إثبات هو المطلوب الحل  لمحو دائماً تتجه0

(.2.15) شكل انظر.0 الإحداثيات قطب
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0 القطب
r=a sin (0)  هى القطبية معادلتها دائرة

 شكل
2.15

 المادية. النقطة هذه بها تتحرك التي العجلة، شكل عن أولاً لنبحث إذن

 أن يعني فهذا الصفر، تساوي للعجلة العمودية المركبة كانت فإذا

 دائرة، يرسم الحركة مسار ولأن فقط. قطرية نصف مركبة ها العجلة

 نجد(2.46) من الإحداثيات. قطب نحو تتجه فعلا العجلة فإن إذن

 هي المتجهة للعجلة العمودية المركبة أن

6٢-0" +2٨o٨٥٠")1!")م.( ٠i2م (o).٥٠)
rdtr dt

 أن بما المثال. معطيات نستخدم0· الزاوية السرعة على وللحصول

 السرعة مقدار إيجاد علينا إذن ،cosec'(0) مع تتناسب السرعة

 إذن ،r=asin(o) أن بما أولا.

. dr d0(r) ·cos(0)'=«0»=,ة= co9(0)t ٧t

 هو السرعة مقدار فإن وبالتالي
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2 2-(r٥+)م(/,=س·( 

2 2
٠٠(a0· cos(o)) +(asin(0)0·[ =a0

 فإن إذن ،cosec'(0) مع يتناسبa0• السرعة مقدار فإن الآن،

(a0- ccosec(0، أن نجد وبالتالي 

ka0· =kcosec(0) = 0·= cosec'(0) (i)
0

 أن نجد)( في(ii) من0· عن بالتعويض التناسب. ثابت هوk حيث
 هي للعجلة العمودية المركبة

kr٥٠٠ \osee%(o)»%.(٥)٨٥٠sin2 ا"!2٨2+
a٣ d٤

1d(, =٥ل= )م0
r dt

 فقط، قطرية النصف المركبة اتجاه هو العجلة اتجاه أن يعني الذي الأمر

 الإحداثيات. قطب نحو تتجه العجلة أن أي

 كد.
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 هي لحظة أية في إحداثياته أن بحيث القطبي المستوى في جسيم يتحرك منال

r,6)= (22cos(t),t)  موجب. ثابت٨ حيث(2.5

 لحظة، أية عند الجسيم وعجلة وسرعة الجسيم، مسار معادلة أوجد

 ومتجه الحركة، اتجاه في الجسيم لسار المماس اتجاه في الوحدة ومتجه

 الجسيم. مسار على للداخل العمودي اتجاه في الوحدة

 الجسيم إحداثيات من ا البارامتر بحذف عليها تحصل المسار معادلة الحل

=r) على فنحصل القطبية 2٨cos(0.القطبية المعادلة تمثل وهي 

 انظر الدائرة. محيط على نقطة من مقاسةr حيث قطرها نصف لدائرة

(.2.16) شكل

 هي القطبية معادلتها دائرة
r=2 cos (0)

 شكل
2.16

 أن وبما

r= 2cos(t), 0=t
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 ا ا

 فإن إذن

٢· =-2sin(t), r"=-2cos();

٥٠ d04()-1٥٠"=0a- a
 فإن وبالتالي

٨}  )و(+ة)م(ء« ة
=(-2Asin(t)) 6+(2٨cos()) 6

 هو السرعة مقدار ويكون

2 -«٠ ")م( ):م(+2

- ،42 sin"() 4٨2 cos?()= 2٨

«, هي العجلة فإن أيضاً

6·(٥·2r+"٢٥+)ا=٣ م-"٥\·'٨ «

=(-4٨cos())i+(-4sin())6

 هو العجلة مقدار إذن
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}

/=»٨ م(2A61/,=اs ش٤+si م١،2=4٨

 فهو المماس اتجاه في الوحدة متجه أما

} ٨
2Asin(t)) 6+(27cos())  و١-(6

{ د ح
 س22

 أو
£=sin(t) i+ cos(t) 6

 ابجسيم، مسار على للداخل العمودي الوحدة متجه على ولحصول

d٧  =م»=0
dt

 ف وبالتعويض
}

a =a,٤+a, 8
 على نحصل

-}

f +(a,)f =(a,,)i(0=)ه 

 هو العجلة مقدار فإن وبالتالي
}

a=/a/=/a84ا٨= 
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a أن وبما ,a فإن إذن ،4= =  الوحدة متجه ويكون أيضا،4

 الصورة يأخذ الذي المتجه هو الجسيم مسار على للداخل العمودي

} ٨
a 4cos(t) 4sin(t)6
،i=4ز=- i

=-cos(t)isin()0
 كد.

2.4Circular Motion  دائرة محيط على جسيم حركة

 م قطرها نصف دائرة محيط علىP ,م(0) مادية نقطة تحركت إذا

 ويكون للدائرة. المماس هو المتجه القطر نصف على العمودي يكون

 أن اعتبرنا فإذا ثابتاً. الحالة هذه فيP للنقطة الموضع متجه مقدار

 فإن الدائرة مركز هو القطب
٣=p

 إذن، المادية. النقطة عليها تتحرك التي الدائرة قطر نصف هو م حيث

 على نحصل(2.48) بتفاضل

٢· =0,٣"-0

 محيط على تتحرك مادية نقطة سرعة متجه أن نجد(2.43) في وبالتعويض

}

 هو(٧ بالرمز له )نرمز م قطرها نصف دائرة
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v{٨ م =(0) 4+( 6(.o م0).6 م(=

 دائرة محيط على تتحرك مادية لنقطة السرعة متجه أن يعني الذي الأمر

 الوحدة متجه اتجاه )رفي العمودية المركبة هي فقط واحدة مركبة له

 لمسار المماس اتجاه وفي الدائرة قطر نصف على عمودية أي (،0 القطي

 إذن الصفر. فتساوي قطرية النصف المركبة أما )الدائرة(. الحركة

 هو السرعة فمقدار

2  أ.«وأم-،، ء٥.
 نصف دائرة محيط على تتحرك مادية لنقطة السرعة مركبتا وتصبح

(2.17) شكل انظر(.0 م,0·) هما م العدد قطرها

(2.50)

(2.51)

 للسرعة العمودية المركبة
 م(٥)

 م قطرها نصف دائرة محيط على يتحرك جسيم سرعة متجه
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 محيط على تتحرك مادية نقطة عجلة متجه على الحصول نحاول الآن،

(2.48,)(2.49) من التعويض يتم الحالة هذه في م. قطرها نصف دائرة

 قطرها نصف دائرة محيط على العجلة متجه أن فنجد(2.45) المعادلة في

 هو» بالرمز له نرمز والذي م،
٨}  م(=»٥٠2)a م\+0\·6

 ، هو المجلة هو مدار ويكون

 ا,=اء»-،» مo "ا. "أ.م(+5١
 )انظر القطر نصف اتجاه في العجلة مركبة أن نجد(2.51) من بالتعويض

 الصورة فيv السرعة بدلالة عنها نعبر أن يمكن((2.18) شكل

(2.52)

 م-0·2
2

 د٧
 م

(2.54)

 للعجلة العمودية المركبة
P (p,0)

 م قطرها نصف دائرة محيط على يتحرك جسيم عجلة متجه
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 بسرعة الدائرة محيط على تتحرك المادية النقطة أن فرضنا وإذا هذا،

 فإن عندئذ (،r, هt) هي القطبية إحداثياتها أن أيa منتظمة زاوية

0·=a  د٥-·0

 له )نرمز متجه على عندئو نحصل(2.50) في(2.55) من وبالتعويض
}

 م قطرها نصف دائرة محيط على تتحرك مادية نقطة سرعة م( بالرمز

 الصورة في ه هي ثابتة منتظمة زاوية وبسرعة

}

v, (a م)= 6
 هو السرعة مقدار ويكون

p oلا,= 

 )نرمز المتجهة العجلة أن نجد(2.52) في(2.57) من- أيضاً وبالتعويض
}

 إذن القطر. نصف اتجاه في فقط واحدة مركبة هها(a, بالرمز ها

} a(2ه,=)م 
 هو العجلة مقدار ويكون

4,=po"
 أن نجد (،2.59) المعادلة في(2.57) المعادلة من بالتعويض
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2v,
4,=

p

 العجلة اتجاه أن كما مقداراً، ثابتة والعجلة السرعة من كلاً أن لاحظ

(.2.19) شكل انظر للداخل. العمودي اتجاه هو

(2.60)

2a  ر«=ر م
 العجلة

0-٥
. انمحور

 دائرة محيط على يتحرك جسيم وعجلة سرعة،
a  منتظمة زاوية بسرعة8 قطرها نصف

 شكل
2.19

 بين الفروق لتوضيح ملخص إعطاء الضروري من الفصل هذا نهاية في

 الإحداثيات في مادية نقطة لحركة والعجلة والسرعة الموضع متجهات

 وعندما زاوية، بسرعة دائرة حيط على الحركة تكون وعندما القطبية،

 منتظمة. زاوية بسرعة دائرة محيط على الحركة تكون

 محيط على مادية نقطة لحركة السرعة متجه أن ملاحظة يمكن الواقع، في

 اتجاه في أي القطر، نصف على العمودي اتجاه في واحدة مركبة له دائرة

 بها تتحرك التي الزاوية السرعة كون عن النظر بغض0 الوحدة متجه

 العجلة متجه أما منتظمة. غير أم منتظمة زاوية سرعة هي المادية النقطة
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 كانت إذا القطر نصف اتجاه في واحدة مركبة من فقط فيتكون

 منتظمة. زاوية بسرعة الدائرة محيط على الحركة

dr الإحداثيات في الحركة ملخص d0٢-· ·رم
2.7( 'a٤ القطة ر0 dt

٠٠,٣

}

 م الموضع متجه

٣=٣٧

{- السرعة متجه ١(=٢)·٨ م(+٥٠)6
} 2

=a العجلة متجه ٢٠٥-٣٥ i

+(٢0٠٠ +2٣·0.)8

 دائرة محيط على الحركة
d0

,r=p م قطرها نصف 0·=
dt

0· زاوية وبسرعة
}

 ر الموضع متجه

٣ =pu
}

v السرعة متجه -(٥) o\6 م)+4

« العجلة متجه 2  ما=،»0\."٨ م(+٠٥\6«
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r=0م, ·= a
-}

٣ =pi
}

v, =(0)  م )ه6)+6
{ م  م(=,»a2 ا٨(+0)6

 المستوى في الجسيم حركة•2 الباب

 نصف دائرة محيط على الحركة

a  منتظمة زاوية وبسرعة م قطرها

 الموضع متجه

 السرعة متجه

 العجلة متجه

2.4Conical Pendulum  المخروطي البندول

 نهاية في معلقةm كتلتها مادية نقطة من المخروطي البندول يتكون

 في تتحرك بحيث المادية النقطة هذه قذفت ثم مثبت، الآخر طرفه خيط

(.2.20) شكل انظر ثابتة زاوية بسرعة أفقية دائرة

ng
Conical Rendulum -  المخروطي البندول
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P  المادية النقطة أن نفرض المخروطي، البندول حركة ولدراسة هذا،

 م، قطرها نصف دائرة حيط على ه الثابتة الزاوية بالسرعة تتحرك

 الترتيب على هما وعجلتهاP النقطة سرعة فإن وبالتالي

2y=0p, a=
p

 القوة قوتان هماP المادية النقطة حركة على المؤثرة القوى أن نجد أيضاً

 الثانية والقوة ،mg القوة أي نفسها، المادية النقطة وزن قوة هي الأولى

 المادية النقطة أن بما.T بالرمز ها نرمز والتي الخيط، في الشد قوة هي

 معادلات أن نجد الشد قوة تحليل وبعد إذن، أفقية، دائرة في تتحرك

 هي الحركة

Fء ،، 
 للعجلة فإن منتظمة زاوية بسرعة دائرة محيط على الحركة حالة في ولأنه

 القطر نصف اتجاه )في للداخل العمودي اتجاه في واحدة مركبة

 مساوية تكون المماس اتجاه في والتي الأخرى، المركبة أما للداخل(،

 العمودي الاتجاه وفي المماس، اتجاه في الحركة معادلتي فإن إذن للصفر،

 هما الترتيب على القطر( نصف )اتجاه

(2.61)mg=Tcos(c);m x0 = mg-Tcos(a)

(2.62)m( ( م#ن = Tsin(a);
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 ينتج(2.61) على(2.62) بقسمة

( )هtan(2.63)3 ه2
٤

 أن الرسم من نجد ولكننا

(2.64)tan(a)='
١

 أن نجد(2.63,)(2.64) المعادلتين وبمقارنة

٩٤
 هو الكاملة الدورة زمن فإن وبالتالي

 أن(2.66) من نلاحظ أيضاً

٨-8a2

 فبزيادة ه الزاوية السرعة على يتوقف التعليق نقطة عن البعد أن أي

aيقل h.وبالعكس 
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 على أملس لسلك الخارجي المحيط علىm كتلتها مادية نقطة تتحرك مثال

 من حركتها النقطة بدأت فإذا م،. قطرها نصف رأسية دائرة شكل2.6

 على المادية بالنقطة المار القطر نصف فيه يميل موضع من السكون

.o  بزاوية الرأسي

 السرعة انجاه يصنع عندما السلك سطح تتزك المادية النقطة أن اثبت

 حيث الأفقي مع0 ر زاوية
- 2٠8٨=«os-" 3 ا)(دo» ا ج

 هوP وأنA8 الدائري القوس هو المادية النقطة مسار أن نفرض الحل

.0 بزاوية الرأسي على يميلoP وأن ،t قدره زمن بعد النقطة موضع

 أسفل، إلى رأسياً ويؤثرng الوزن هي المادية النقطة على المؤثرة القوى

(.2.21 شكل انظر.R العمودي الفعل ورد

 شكل
2.21

sin(0)
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 ا ا

 مركبتي مقدار فإن دائرة محيط على مادية نقطة حركة حالة في أنه وبها

 المسار(، على للداخل العمودي اتجاه )في قطرية النصف العجلة

(.2.22) شكل انظر ا، م0'.٠ م٠٥ ا الرتيب على هما والعمودية

 هما الحركة معادلتا إذن

2m( = م0 ا"· mg cos(٥)- R;

m(0م ··)= mg sin(0);

 الصورة في كتابتها يمكن-- أن وبما

46٥_·40·40_40· .م  ج ، ،

d0d0 dtdt

 على نحصل(i) في(2.68) من وبالتعويض إذن،

٠0· (ssin(0=·0م 
٥

 أن نجد والتكامل، المتغيرات، بفصل
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sin(0) d0+C·=ع/ a٥'0ام 

 أو
2(٥.]

gcos(0)+C8 -=و
.0•=0 فإن بالتفاضل إذن،.a=0 فإن الحركة بدء عند أنه وبما

 هو الثابت أن نجد السابقة العادلة في وبالتعويض عندئو،

(C= gcos(a، فإن وعندئذ 

2 ((2g(cos(a)- cos(o='·0م 

،٧ = p0·  العلاقة من تعطى دائرة محيط على مادية نقطة سرعة أن وبما

 على نحصل م في(iii) المعادلة وبضرب إذن،
2 ((2gpcos(a)- cos(0='.20ر2= م 

 من أيضا وبالتعويض.P النقطة عند المادية النقطة سرعة هي حيث

 أن نجد)( المعادلة في(ii) المعادلة

R= 3mg cos(0)- 2mg cos(a)

 تصل حتى دائري مسار في السلك على تتحرك المادية النقطة وتظل

(R يكون وعندما ،3 الوضع  السلك سطح تترك النقطة فإن0=

 فإن وعندئذ وزنها، تأثير تحت وتتحرك
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0 = 3mg cos(02ر(- ng cos( a)

2 ٠cos(0)= cos(a) ج  أو

 فإن وبالتالي

- 20٨-«os-"  ا3 ا)»د»»
 كم.

 الذاتية الإحداثيات فبي الجسيم كينيماتيكا2.6

 في المستو في الجسيم حركة إلى السابقة الفصول في تعرضنا

 نوجد الفصل هذا في القطبية. والإحداثيات الكارتيزية، الإحداثيات

 الذاتية" "الإحداثيات يسمى ما في المستوى في جسيم حركة معادلات

(Inertial Coordinates)لها نرمز سوف والتي (بالرمز w.)ولنبدأ ,ى 

 التالي. بالتعريف

 الذاتية الإحداثيات تعريف
2.8

 الذاتية الإحداثيات في المستوى في تتحرك مادية نقطة موضع لتعيين

(٧,s)المتحركة. المادية النقطة مسار على0 نقطة أية نفرض 

 هوs كان عندما ،t الزمن عند المادية النقطة موضع هوP أن ولنفرض
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 عند المماس أن أيضاً ولنفرض ،0 الثابتة النقطة من مقاساً القوس طول

.w P مقدارها بزاوية الأفقي على يميل  النقطة

 يلزم فإنه الذاتية الإحداثيات في مادية نقطة موضع فلتعيين هذا، على

(.2.23) شكل انظر عب. الزاوية معرفة يلزم كما ى، القوس طول معرفة

$, y)

0
(s, ٧) الذاتية الإحداثيات

 كد.

 الإحداثيات في والعجلة السرعة متجهي على الحصول نحاول والآن

 متجه هو ؟ أن وبها المماس، اتجاه في دائماً السرعة أن بما الذاتية.

 هو- الذاتية الإحداثيات في السرعة متجه إذن المماس اتجاه في الوحدة

 وبما ن.v التجه أي (،2.14) المعادلة في المعطى المتجه نفس أيضاً

 طو تغير معدل هيP عند السرعة فإن الذاتية الإحداثيات حالة في أنه

 فإن إذن الزمن، إلى بالنسبة(0 الثابتة النقطة من )مقاساً ي المنحنى
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L-3-
 إذن (،2.14) في(2.69) من وبالتعويض

 الشكل في العجلة متجه على وللحصول هذا،

٨,(a+)المركبتين على الحصول هو المطلوب يكون»),»(=٤ 

 انظر الذاتية. الإحداثيات حالة في ولكن ,,»،4, والعمودية المماسية

(.2.24) شكل

(2.69)

(2.70)

() م.٨ ح-٥٥
٧١+٧٨=ast7ث بر=٤=٥

 الذاتية الإحداثيات في والعجلة السرعة متجها

 شكل
2.24

 بالنسبة السرعة تغير معد هي العجلة أن وبما أخرى، جهة من ولكن،

 أن نجد(2.14) رقم المعادلة بتفاضل إذن، الزمن، إلى
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(2.71)df·ج١ »
t اء، (-أ؟١(-٠٦+٠ ه%

٦R. -٠- ء.df ء-  الموضع من تحركت المادية النقطة أن نفرض الأولى المشقة لإيجاد
"dt

(.2.25) شكل في هو كماg الموضع إلى

 شكل
2.25

 ن

c

a
 أ المماسي الوحدة لمتجه الأولى المشتقة

(2.72)

 ،6+٨٤ إلى] من أ الماسي الوحدة متجه تغير فقد الأثناء هذه وفي

 فإن وبالتالي الإزاحة، متجه هو هf حيث

d٦١٠٤ .،٨٤ ٨t0 =)ة(=;ج.١im ت, tt

 طبعا واضح.٨} الإزاحة متجه واتجاه مقدار معرفة هو المطلوب إذن

£+٨f - والمتجه ،6 المتجه بين المحصورة الزاوية أن(2.25) شكل من

.٥٣ الزاوية هي
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 أن جداً صغيرة٥٣ الزاوية تكون عندماabc المثلث من نجد أيضاً

 عندئذ ويصبح جداً، صغيراً يكون-أيضاً-84 الإزاحة متجه

 حساب من إذن(.±"" ا هيaBc الزاوية أن ونجد ه،e= ا»
 ء--22 على نحصل أن يمكن المثلثات

 ا٥i ا ا٤ ا
 د

 ةin(٨W) "-ي,أ»7[
22

 أو

 س ا٨ ا١

sm@% 2[ م4»
 فإن وبالتالي

٨. ٨2sinl -" eoإs -"·  ر جإه.٣ إ3إ ،اثع)} ر،ر4٢)
2٥٨٠  ب»١ )لإإ»»
=sin(x) أن أيضاً نعلم ولكننا xالزاوية تكون ما حالة في ، 

 فإن إذن جداً، صغيرة تكون أن المفروض من سرط الزاوية ولأن صغيرة

٥. ٨ ،٧ ٧sinl
22
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 أن نجد وبالتالي

2 ا٨٦ د -)%ه٨ س

 أن وبما.٥٧ يساوي6٨ الإزاحة متجه مقدار أن يعني الذي الأمر
٥. م-<

 ا"$ا، الزاوية هي ة والتجه٨7 الإزاحة متجه بين الزاوية

f  والمتجه٨} المتجه بين الزاوية فإن٥٧ >ب0 يكون عندما إذن

•-٠٠٤-2 متجه اتجاه نفسه هو يكونf الإزاحة متجه اتجاه أن أي "، تصبح

 أن نجد وهكذا المسار. على للداخل العمودي اتجاه في أي ،i الوحدة

٨٤(=٨٧) i

(2.74)

(2.75)

 الوحدة لمتجه الأولى المشتقة على نصل(2.72) في(2.75) من بالتعويض

 الصورة في المماس اتجاه في

٨٨d٥٠٠٠٨٠d٠٤ :;(6(-{ (-){"}-)ء.إ«,٣ أ٨«»»
(٨t0

 صورة في6 الوحدة لمتجه الأولى المشتقة على الحصول ويمكن هذا،

 المادية، النقطة لحركة المسار منحنى(Curvature) انحناء بدلالة أخرى

 أن نجد إذ

،٠ ,dds ٨da٠٠٤  -;ة4"-/ أفة٩ الهي(٠ أ٩ ه
346



 المستوى في الجسيم حركة•2 الباب

 ا

 أو

(٦)·(K٧)٨

-٠٠dl•  يمكن فإنه هذا وعلى المنحنى. الحناء إلىK كز-= القدار يرمز حيث

 الصورة في(2.71) العجلة كتابة إعادة

 أو

}

a =(v) ٤\+٧٧ ا.8

(2.78)

(2.79)

}

« =(١+)٧·)٤2٨)٨

« ن,2  مل »-،٣7 اي(ء6

1 =٣03=٢ ه )ر

(2.80)
 م

 او

(2.81)

 حيث

(2.82)

 "نصف يسمىF الانحناء مقلوب يعتبر والذي ر، المقدار أن الواقع في

Radius) الانحناء" قطر of Curvature.)في العجلة متجه مع وبالمقارنة 

 الكارتيزية الإحداثيات
}

a =a,+a, 8
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 أن الذاتية الإحداثيات حالة في تجد

=(s)··a٨=٧٠

 وبالإنجليزيةs تزايد اتجاه في المماس اتجاه في العجلة مركبة هي

(Tangential Components،) العمودي اتجاه في العجلة مركبة أما 

Normal) وبالإنجليزية للداخل، المماس على Components)مركز نحو 

 فهي المسار الحناء

2 (H= ,»=٧٣· ر=2.83)
٣

 المختلفة الإحداثيات فبي المستوية الحركة معادلة2.7

 على تعتمد متنوعة أخرى أشكالاً تأخذ أن يمكن(1.18) رقم المعادلة

 ثلاثي الفضاء في مثلا- استخدمنا فإذا المستخدمة. الإسناد محاور نوع

 المعادلة هذه أن نجد فإننا (،x,y,z) الكارتيزية الإحداثيات الأبعاد

 محاور الثلاثة من بجحور تختص معادلة كل معادلات، ثلاث إلى تتحول

,0X الأساسية 0Y,  الفراغ في الجسيم تحرك إذا هذا وعلى.02

 الثلاثة اتجاه في الثلاث حركته معادلات فإن الأبعاد( ثلاثي )الفضاء

 تصبح الأساسية محاور

(2.84)F; = mx··, F;=my٠·, F;= m٦٠٠
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 المحاور اتجاه في للحركة المسببة القوة مركبات هيFذ :,ز#, حيث

,··y·· بينما الأساسية، zالمحاور اتجاه في العجلة مركبات فهي ,·تد 

 الأبعاد( ثنائي )الفضاء المستوى في الجسيم تحرك وإذا أيضاً. الأساسية

 لحوري طبقاً(2.84) معادلات الثلاث من للحركة معادلتان له تكون

 )فضاء مستقيم خط في يتحرك الجسيم كان وإذا الحركة. احداثيات

 معادلات الثلاثة من واحدة حركة معادلة له يكون البعد( احادي

 للإحداثيات بالنسبة أما الحركة. إحداثيات لحور طبقاً(2.84)

 الحركة معادلات فإن الأبعاد، ثلاثي الفضاء في (،r,0,z) الاسطوانية،
 الرياضية الصور تأخذ الثلاث

6; =n( ٣٠٠ م-٥٠ ا

(2.85)Fن = m(٢٥٠ +2r ·0·/, F;= mz"·

(r,0,) :F},F6,F زيادة اتجاهات في القوة مركبات هي  حيث

 الترتيب. على

 القطبية الإحداثيات في الأبعاد ثنائي الفضاء في الجسيم تحرك إذا أما

(r,0)الترتيب على هما للحركة معادلتين هناك فإن 

H;= m( r ٠٠-r0·"2.86)/2ا٤٥٠-٨\٢٥٠٠+٢٠٥٠ 
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(r, ٥) البارامترين زيادة اتجاهي في القوة مركبتا هما F,,Fg  حيث

 الذاتية الإحداثيات في الأبعاد ثنائي الفضاء في تحرك وإذا الترتيب. على

 الترتيب على هما للحركة معادلتين هناك فإن(s, )ب

 حيث
F; = m s·, F,,=m ٧r-

,,2dvS··= ٣tمK زة٧٠-=-٧2

 فهوs أما للانحناء، يرمزF بينما الانحناء، قطر لنصف يرمز ر هنا

 في القوة مركبتا هماF},F,, فإن أيضاً المسار. منحنى جزء طول

 للداخل. عليه والعمودي المسار لمنحنى المماس اتجاهي

 الفراغ في يتحرك لجسيم ا=1 عندما ر الانحناء قطر نصف أوجد

 الصورة في الزمن- في كدوال- الكارتيزية إحداثياته تعطى بحيث الثلاثي

1 4 1 ٧/;-5٧+2 -ف»;=١٠ -"+ز-:35

(2.87)

(2.88)

 مثال
2.7

 العلاقة من يعطى المتحرك الجسيم لسار الانحناء قطر نصف أن بما الحل

 العمودية والمركبة« السرعة مقدار معرفة هو المطلوب إذن (،2.83)

 هو الموضع متجه أن بما.a, للعجلة،
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 {'و-+إ-:٦\+4٠-١/{٠ {و-م{(٤
 هو السرعة متجه إذن،

« ر٨٨٨ =()i +(4r)j +(rlF
 هو السرعة مقدار إذن

٠-٠٨+i«m6
 فإن وبالتالي

٠-٠٢ ق»١+ قد,)"7،
 فهو العجلة متجه أما

i4(80f, ٨بم+»»9, +(3,)f،ء 
 إذن

r)_,-{50»+0«+ر،»(-٠١ 
 فإن أيضاً

d٧ 2t+64r3 +6r5
 م٢}-= د

« 2٨،«/,,
 فإنt=1 عند إذن،

72 »٢= =ت62 6 2
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 لإ

a أن وبها = a,6+ a,8، فإن إذن 

«2 ±«,2 +a,2 ٨٨2 =a2-a,2

t عند فإنه وبالتالي  أن نجد1=

«.٠,/3٨-/aF _،
 هو الجسيم حركة لمسار الانحناء قطر نصف فإن ،t ا= عندما إذن،

2 ,(92{ ,إ,
٨» =ر= ==ا90/2 2

 كد.

 في موضعها متجه التي المادية، النقطة لمسار الانحناء قطر نصف أوجد

 بالعلاقة يعطى الكارتيزيي الثلاثي الفراغ
}

٣ =(e +«e')i-(2٨3' +2re0)j +€

 على نحصل- الزمن إلى بالنسبة-r المادية النقطة موضع متجه بتفاضل

 السرعة متجه
}

٧ =(2e' +te')f- (4e2' +2e2' +4r22' +4e2')}
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٤31(4+82]i-/o]i+2=[ء') 
 إذن

 ر=
2

 ى20(2)+٥41+2(2+8+4٤2[

 فإن وبالتالي

 رم،)ً(=27
 أن وبما

ye2(2+t)(+3)+4'(4٤2+8٤+2)(2r2 +6t+3)
«=٨-

 فإنt=0 عند إذن،

15 ر(2_225 4r2«===١» ي

-« هو العجلة متجه فإن أيضاً

a = e3أ)+ )F- 4e2'(2/2 +6t+3)  ز

t عند فإنه وبالتالي  أن تجد0=
٨٨}

a = 3i-12ز 
 على عندئو ونحصل

2
a2 =(٠944) =153
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 أن وبما

«,2-٨2-٨.2fn

 أن تجدt=0 عند فإنه وبالتالي

(، ,)2-١s3. 225_  د،،9

,22«٨.

 هو الانحناء قطر نصف فإن وبالتالي
2،±_ {2}'_sق، 
" ز,] مدا--ة، 94٨

،5
 كد.

 مسائل2.8

 من تتعين القطبية إحداثياتة أن بحيث مستوى في جسيم يتحرك(1)

,٨sin(t) المعادلتين: 0= t=rأوجد: موجب. ثابت٨ ،حيث 

 اتجاه في الوحدة متجه لحظة. أية في الجسيم سرعة الجسيم. مسار معادلة

 العمودي اتجاه في الوحدة متجه الحركة. اتجاه في الجسيم لمسار المماس

 المسار. انحناء قطر نصف الجسيم. مسار على للداخل

 من تتعين الكارتيزية إحداثياتة أن بحيث مستوى في جسيم يتحرك(2)

(x= cosh(t), y = sinh(t.:سرعة الجسيم. مسار معادلة أوجد 
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 اتجاه في الجسيم لمسار المماس اتجاه في الوحدة متجه لحظة. أية في الجسيم

 الجسيم. مسار على للداخل العمودي انجاه في الوحدة متجه الحركة.

 المسار. انحناء قطر نصف

 في الزمن- في كدوال- تعطى جسيم لحركة الكارتيزية الإحداثيات(3)

 الصورة

x= sin()-tco(t), y= cos(t)+tsin(t),  =ج٤4

 لمسار المماس اتجاه في الوحدة متجه السرعة. متجه لحظة: أية في عين

 لمسار المماس اتجاهي في الجسيم عجلة مركبتي الحركة. اتجاه في الجسيم

 متجه الجسيم. لمسار الانحناء قطر نصف عليه. والعمودي الجسيم

 الجسيم. مسار على للداخل العمودي اتجاه في الوحدة

-2- حالة في وموضوعتان ،1""" طوله خفيف بخيط متصلتان كتلتان(4)
 ومحورها٨ قطرها نصف ملساء لإسطوانة الخارجي السطح على اتزان

 إذا الإسطوانة. محور على وعموديا رأسيا مستواهما يكون وبحيث أفقي،

 الضغط أن اثبت مستويهما. في السكون حالة من بدءاً الكتلتان تحركت

 تترك التي اللحظة في تقريباً وزنها ج يساوي العلوية الكتلة على الواقع

 الإسطوانة. سطح السفلى الكتلة
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 معادلته الذي المستقيم الخط على أسفل إلى رأسيا جسيم يسقط(5)

x=5السرعة أوجد(.5,0) النقطة عند من سكون من مبتدءا 

 بدء من ثانيتين بعد الأصل نقطة إلى الجسيم من الواصل للخط الزاوية

 الحركة.

 من تعطى الكارتيزية إحداثياته أن بحيث مستوى في جسيم يتحرك(6)

 قطر نصف لحظة أية في عين.xت=٤,y=٢4 ==ج,٢3 المعادلات

 المسار. انحناء

 من تعطى الكارتيزية إحداثياته أن بحيث مستوى في جسيم يتحرك(7)

=x) المعادلات cos(t), y= sin(t.قطر نصف لحظة أية في عين 

 المسار. انحناء

 الكارتيزي. المستوى في تتحركABCD المربع شكل على صفيحة(8)

 بسرعة متحركةA والنقطة أفقياً،AB الضلع كان ما لحظة عند

see/١0لحور الوجب الاتجاه في٨ -ok، 8 النقطة كانت بينما

 النقط سرعات عين.0 الحور- مع- زاوية يصنع اتجاه في تتحرك

c٠٥,8اللحظة. هذه عد الربع مركز سرعة وكندلك 

 من موضعه متجه يتعن بحيث الثلاثي الفراغ في جسيم يتحرك(9)

 العلاقة
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} ٨٨٨

r -(4sin(2r))i +()j +(4cos(2))k

 لمسار المماس انجاه في الوحدة متجه الجسيم. مسار معادلة أوجد:

 على للداخل العمودي اتجاه في الوحدة متجه الحركة. اتجاه في الجسيم
 الجسيم. مسار

 عند الجسيم عجلة متجه كان إذا ، ثابتة بسرعة جسيم يتحرك(10)

 متجه على عمودي العجلة متجه أن اثبت الصفر، لايساوي لحظة أية

 السرعة.

»» 2 »k » » » » 5» » 3 k« لا2 »k » 2» « ج » » » » » » »k » » » » <« ج2 ج«
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 شوقي: أهد الشعراء أمير قال

 نفسه غير أمره في يستعن ومن

 الوعر المسلك في العون الرفيق يحنه

If you want a thing well done, do it yourself


