
 البسيطة التوافقية الحركة
Simple Harmonic Motion

 الباب وفي مستقيم، خط في جسيم حركة على الأول الباب في تعرفنا

 الثالث الباب في درسنا ذلك بعد المستوى. في الجسيم حركة على الثاني

 يرسم حيث المقذوفات، حركة مشل المستوى في الحركة أنواع بعض

 من أخر نوع على نتعرف الباب هذا في مكافئاً. قطعاً الجسيم مسار

 البسيطة". التوافقية "الحركة تسمى مستقيم خط في الحركة أنواع
 ا

 ا

 البسيطة التوافقية الحركة معادلة4.1

 آلة أوتار حركة مثل الحركة من جديداً نوعا ندرس الفصل هذا في

iolin )ب الكمان String)حركة ومثل الجميلة، الألحان تعزف وهي ا 

Twning) الرنانة الشوكة tork)في الرنين 'معامل تجربة تجري عندما 

 الواقع في(.Pendul) البسيط البندول حركة ومثل الفيزياء، معمل
 بسيطة. توافقية حركة تسمى الحركة هذه فإن

 حركة يتحرك لجسيم والسرعة العجلة أشكال على الحصول سنحاول

 "التردد" (،Amplitude) "السعة" يسمى ما على نتعرف بسيطة. توافقية

(٢reuuency،) الطور" "زاوية يسمى ما على كذلك ونتعرف 

(Phase Angle،) الدوري" و"الزمن (Periodic Time،) من وغيرها 

 البسيطة. التوافقية الحركة تلازم التي الكيناتيكية والخواص الصفات

 تعريفا البسيطة التوافقية الحركة بتعريف نبدا دعنا حال أية على
 كيناتيكياً.



 البسيطة التوافقية العركة•4 الباب

 البسيطة التوافقية الحوكة تعريف
4.1

 في تتجه عجلته كانت إذن بسيطة توافقية حركة يتحرك الجسيم أن يقال

 تتناسب فوه تأثير تحت المسار، هذا في ثابتة نقطة حو دائما مسارها

 الثابتة. النقطة هذه عن البعد مع طرديا

 كم.

 حسب بسيطة توافقية حركة يتحرك الذي الجسيم عجلة ولأن هذا،
 إذن المسار، هذا في ثابتة نقطة نحو مسارها في دائما تتجه التعريف

 الشمال. جهة من أو اليمين جهة من إما الثابتة النقطة إلى تتجه فهي

 التي المعادلات على للحصول حده على حالة كل الآن وسندرس

 الدوري، الزمن على كذلك وللحصول بالزمن، والسرعة الموضع، تربط

 البسيطة. التوافقية للحركة العام الوصف إلى النهاية في لنصل والتردد،

 اسابة اسنة انسسهابء مامته سرعة مامة نتانة] ا
 البمين جهة من الأولو]

 الجسيم(. نحوها يتجه التي الثابتة )النقطة الحركة مركزا0ً نقطة لنأخذ

 هوB أن افرض الموجبة. المسافات لقياس محوراOkً محور- وليكن

0B حيث أ الزمن عند الجسيم موضع = x.(.4.1) شكل انظر
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 البسيطة التوافقية الحركة4 الباب

 ا«
 ا

k>B A١ () حهيك
 مي٣3«

< ٢(ء م» )م م

 البسيطة التوافقية الحركة وصف
 الحركة مركز من الأيمن الجانب في

 شكل
4.1

 عجلة أن وبما "لا. ±هي محور انجاه في الجسيم عجلة أن لفرض

 تقصيرية. فالعجلة إذن ،0 الحركة مركز حول- دائما تتجه الجسيم

 مع تتناسب التعريف حسب الحركة سببت التي القوة أن بما أيضا،

 فإن إذن ، مع طرديا تتناسب أي الحركة مركز عن البعد

F= kx

 التوافقية الحركة معادلة أن نجد وهكذا التناسب. ثابت هوk حيث
 هيm كتلته لجسيم البسيطة

m ° ر =-kX
 أو

 أن وبما

dر·"مر١ 
dx
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(4.1)

(4.2)

(4.3)



 البسيطة التوافقية الحركة·4 الباب

 ا««

 نحصل والتكامل المتغيرات، وفصل (،4.3) المعادلة في بالتعويض إذن،

 على
dy ٤d+ +c[a2«=-ية"٢]١=-«% 

 أو
1 , 1
١-- a2ن2 مر +C2 2

 الجسيم أن بما ابتدائية. شروط إلى نحتاج فإنناC الثابت على وللحصول

 على كان عندما صفرا كانت سرعته أن لنفرض ،0 نحو دائماً يتجه

=x عندما١=0 أن بمعنى ،0 نقطة عنd مقدارها مسافة d.،إذن 

 هو(' الثابت أن نجد(4.4) المعادلة في الشروط بهذه بالتعويض

c  ةa2 ا٠2
 بين العلاقة على نحصل (،4.4) المعادلة فيC الثابت عن وبالتعويض

 الصورة في والمسافة السرعة

 س2=2(a2 م-2)

 أو
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(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)



 البسيطة التوافقية الحركة4 الباب

dx . . ء
-=dt المتغيرات، وفصل (،4.7) المعادلة في بالتعويض إذن، =س، ان وبما

 على نحصل والتكامل

,­aمجا» ء 
dt

 أو
dx [± =بي إ»-, ا»١ ء a2-٤2

 فنحصل الموجبة، الإشارة أولا لنأخذ التكامل. ثابت هو€ حيث

 على
dx e«+]أ»,:"م a2-٤2

 إذن وبالتكامل،
k•  م» -از(٥١++

 أو

 أن فسنجد السالبة الإشارة أخذنا وإذا

d٤ a2-.2 أ- أ»-,"بي ا»١ ء
 إذن وبالتكامل،
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 البسيطة التوافقية العركة•4 الباب

 أو

- ±«o  د ­ا('»١ ء+
٥ (4.12)

(4.13)

 الابتدائية: الشروط باستخدام€ الثابت قيمة على الحصول ويمكن هذا،

٢=t=0, x.الثابت أن(4.13) من أو(4.11) من نجد عندئذ £

 القيمتين من أياً يأخذ أن يمكن

X٤• ٠-٠» إلإ' ء» ا؟"»
 أن(4.14) المعادلة من نجد حيث

٤0 = dsin()= dcos(4.15)ع( )

 أن بما الآن، الطور". "زاوية يسمى€ التكامل ثابت فإن الواقع في

)sin+ </)ع1 at + e) = /cos(atا 

 أن نجد فإننا(4.13) المعادلة في أو(4.11) المعادلة في بالتعويض إذن،

 أو
d//sin( ot+ e) <d=ا rا 

cos(at + e) <dا d=\اا 
 فإن وبالتالي

406

(4.16)
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 البسيطة التوافقية الحركة4 الباب

-d<٤<d

 بين يتحرك الجسيم أن تعني (؟4.19) المعادلة رياضيا- تعني ماذا

 "سعة تسمىd المسافة فإن السبب وهذا.x=-d,٤=d النقطتين

 الحركة".

 النابتة النقلة إلى الجسيم يتجه عندما الحوكة معادلة

 اليسار جهة من

 التي الثابتة )النقطة الحركة مركز أنها على0 نقطة نأخذ الحالة هذه في

 الموجبة. المسافات لقياس محوراOkً محور- وليكن الجسيم(، نحوها يتجه

 انظر.0L-=٢ أحيث الزمن عند الجسيم موضع هو ا أن نفرض

(.4.2) شكل

(4.19)

A K٨' l<-r0ج )
 ن ه لي

 -ا«-٣٣٣ ي

» )ب ر» م ر

 البسيطة التوافقية الحركة وصف

 الحركة مركز من الأيسر الجانب في

 شكل
4.2

 أنها وبما "تد. هي لا محور اتجاه في الجسيم عجلة أن الآن ولنفرض

 ليست الحالة هذه في فهي إذن ،0 الحركة مركز حول- دائماً- تتجه

 الموجب الاتجاه في لأنها وذلك موجبة، عجلة ولكنها تقصيرية، عجلة

 أي الحركة مركز عن البعد مع تتناسب القوة أن وبما ولكن، خور-تد.

 فإن إذن (،0 يسار عن يقع الجسيم )لأنx سالب مع طرديا تتناسب
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 البسيطة التوافقية العركة ه4 الباب

٢ = k(-x)

 يسار عن الجسيم حركة فمعادلة إذن التناسب. ثابت هو# حيث

 هي الحركة مركز
m x° = k(x)

 أو

(4.20)

(4.21)

kx° =-o&2د: ن =
h

 الحركة مركز إلى متجها الجسيم تحرك حالة في الحركة معادلة نفس وهي

 سالبة. العجلة إشارة حيث اليمين جهة من

 الصا]
 موجبة تكون العجلة أن المركز يسار عن الجسيم حركة حالة في أنه

 نفس إلى يؤدي الذي الأمر سالباً، يكون د السيني الإحداثي ولكن

(4.7,) فالمعادلات وبالتالي الحركة. مركز يمين عن الجسيم حركة معادلة

 الحركة مركز يمين عن الحركة حالة على تسري والتي (،4.11,)(4.13)

 الحركة. مركز يسار عن الحركة حالة على أيضاً-- تسري

 البسيطة التوافقية للحركة العام الو

 في أي السابقتين، الحالتين في عليها حصلنا التي المعادلات باستخدام

 يسار عن أو يمين عن وهو بسيطة توافقية حركة الجسيم حركة حالتي

 عامة. بصفة البسيطة التوافقية الحركة وصف لنا يمكن الحركة مركز
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 البسيطة التوافقية الحركة4 الباب

 الموضع نقط. ثلاث عند أو مواضع، ثلاثة في نصفها أن يمكن حيث

 نهاية نقطة هما: الأخريين والموضعين ،0 أو الحركة مركز هو الأول

 النقطتين اليسارأي جهة من الحركة نهاية ونقطة اليمين، جهة من الحركة

A',A(.4.3) شكل .انظر

A'
- د م م,

r=-d
x·· =4dا 
y= (

KA0
 د ص«

٣« ي

 ح» {م م

x=d=0
.٢٠٠=0 -=مد غ

٧=0''max =±od

 شكل
4.3

 البسيطة التوافقية للحركة العام الوصف

=x عند تنعدم الجسيم سرعة أن نلاحظ حيث ±d، ما أكبر وتكون 

 عند والعجلة السرعة من كل مقدار أن أيضاً نلاحظ.x=0 عند يمكن

 السرعة من كل مقدار يساوي0 نقطة من اليمين عن ن بعد على نقطة

.0 النقطة يسار عن البعد نفس على والعجلة

Periodic Time  الدوري الزمن4.3.

 الدلبيعي من يكون تذبذبية، حركة هي البسيطة التوافقية الحركة مادامت

 الدوري. بالزمن يسمى ما أو الكاملة، الذبذبة زمن عن البحث
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 البسيطة التوافقية الحركة4 الباب

 الدوري الزمن تعويذ
4.2

 عندما الجسيم يستغرقه الذي الزمن أنه على الدوري الزمن يعرف

.x= d x=-d النقطة إلى ثانية يعود ثم d=± إلى  من يتحرك

 كاملة. ذبذبة عمل الجسيم أن نقول وعندئذ

 كد.

 من الحركة في الجسيم يستغرقه الذي الزمن أن نلاحظ أن يمكن بالطبع

 في يستغرقه الذي الزمن يساويx=0 النقطة إلىx=d النقطة

.r=-d  إلى =د0 من الحركة

 النقطة من الزمن أضعاف أربعة يساوي الدوري الزمن فإن ذلك على

x=dالنقطة إلى x=0.،يستغرقه الذي الزمن على وللحصول هذا 

٤=d =x نضع =تد،0 النقطة إلى d  النقطة من الحركة في الجسيم

 على فنحصل(4.13) في

1 = cos(at + ( ع = at١+e-0 = t=-٤ (4.22)
d

 على فنحصل ثانية مرة(4.13) المعادلة نفس فيx=0 نضع ثم

0 = d cos(at (٨+ ع

 أو
٤٦. mOt()+ -=t٨ =ع ب

2a a2
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 البسيطة التوافقية العركة4 الباب

 ا

 سوف والذي الدوري، الزمن على نحصل(4.22,)(4.23) المعادلتين من

 الصورة فيT بالرمز له نرمز

- ع ٢-٠٨»١-4 ا)ي=(-)ي-يمج/ ا«« ddd

 أو

 -ا51
 إذا دوري، زمن ولها تذبذبية، حركة هي البسيطة التوافقية الحركة ولأن

 وهذا الزمن. وحدة في الجسيم يعملها التي الذبذبات عدد معرفة يمكن

 بالتردد. يعرف ما

(4.25)

Frequency -  التردد تعريف
4.3

 التي الكاملة الذبذبات عدد بأنه ،4 بالرمز له ويرمز التردد، 'يغرف

 أن أي الزمن وحدة في الجسيم يعملها

1_ «
٨#2R

 كد.

+Acos(at) ه(t) العلاقة أن اثبت Bsin=حركة تمثل 
 الطور. وزاوية الذبذبة، سعة وأوجد بسيطة، توافقية
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 مثال
4.1



 البسيطة التوافقية العركة•4 الباب

 أن بما الحل

r= Acos(a1)+ Bsin( at)

 إذن التفاضل، يإجراء

(Aasin(at)+ Ba cos(at=-لا" 

 إذن أخرى، مرة التفاضل يإجراء

x°· =-Ao cos( at)- Bw4 sin ot

A-=) مد"ن cos at + Bsin at)=أن 

 الآن، بسيطة. توافقية حركة هي الحركة هذه أن يعني الذي الأمر

 عن وبالتعويض
r= Acos(a1)+ Bsin(at)

 أن نجد (،4.13) المعادلة في

d cos(at+ e)= Acos(at)+ Bsin(at)

= d(cos(at) cos( (sin(ot)sin(e)-( ع

 على تحصل المعاملات بمقارنة

(i)d cos(e)=A;

(ii)-dsin(8ع(= ;
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 البسيطة التوافقية الحركة4 الباب

 حيث &، الطور( )زاوية على نحصل )ن( المعادلة على(i) المعادلة بقسمة

 أن نجد

Btan( --=( ع
٨

,(i) المعادلتين وبربيع (ii،) أن نجد والجمع 

d2 cos2( +( ج a2sin2(e) = ٨2 +82,
 أو

a2=٨2+E2 = 4=±٨,g?
 كد.

/8ft السرعة كانت بسيطة توافقية حركة في مثال sec، العجلة وكانت 

16f/ see2  أوجد الحركة. مركز عن4ft الإزاحة كانت -عندما4.2

 الدوري. والزمن السعة

 الحركة معادلة في المسألة في المعطاة والإزاحة العجلة قيم عن بالتعويض الحل
 أن نجد مر=-4٤ م

-16 ن-=4(4) =ه2
 (،4.8) في والإزاحة السرعة عن التعويض يتمd السعة على وللحصول

 إذن

64= 4a(«2-16) d=١42
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 البسيطة التوافقية الحركة·4 الباب

d هي السعة إذن  فهو الدوري الزمن أما ،42=

T-22٤ %
2a

 كد.

.٨ مرونته ومعاير ا٨ الطبيعي طوله مرن خيط فيm كتلته جسيم علق

 فاثبت أسفل، إلى رأسية مسافة اتزانه موضع من الجسيم هذا أزيح فإذا

 الدوري. الزمن وأوجد بسيطة، توافقية حركة يتحرك أنه

 الكتلة تعليق بعد ا طوله فأصبح استطال قد المرن الخيط أن نفرض

m، ،مسافة أسفل إلى أزيح عندما ا2 أصبح قد ا أن ولنفرض واترن 

(.4.4) شكل انظر•

 مثال
4.3

 الحل

 الاتزان وضع

،
 التعليق قبل الوضع

ng

(a) ()
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 شكل الحركة وضع
4.4



 البسيطة التوافقية العركة4 الباب

 ا
 ا

 إذن ،2 هو الخيط مرونة معامل أن فرضنا وإذا الاتزان، وضع من

 أن نجد هوك قانون فحسب

٨mg =Ti=ز١)/ - /)
0

 هي ، الجسيم حركة على المؤثرة القوى أن نجد (،e) الحركة وضع من

 هي الحركة معادلة إذن.T5 والشد ،mg الوزن

m x" = mg-T

 هوT5 الشد فإن هوك، قانون وحسب

72 )ما-ا(;;=٨
0

 أن وبها

 ا2+/=٤
 فإن إذن

٨72-;(/١+٤-lo)
0

 الصورة تأخذ الحركة معادلة أن نجد(i )ز في(iii) من وبالتعويض

mx" -mg- (l+٤-/)
 ما
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(i)

(ii)

(iii)

(iv)



،

 البسيطة التوافقية الحركة-4 الباب

،(iv) (i) رقم المعادلة في ng رقم المعادلة من  عن بالتعويض وأيضا

 الصورة في الحركة معادلة على نحصل

٨.. ٨ (=-٨m٤)/+(-٨=)/,-/·٤-l٤
/٨ ما/

 أو

٤ م نه=2v; ن24
ml

 حيث بسيطة، توافقية حركة يتحرك جسيم حركة تمثل العجلة وهذه

 أن نجد

2
{) =  ا•• أ

 هو الدوري الزمن إذن

r %! a\ ولإده

 كد.

 جسيم طرفيه أحد في ربط.٨ مرونته ومعامل /،٨ الطبيعي طوله زنبرك مثال

 ملساء. أفقية منضدة على .الزنبرك من الآخر الطرف وثبتm كتلته4.4

 الحركة أن اثبت ليتحرك. ترك ثم الزنبرك، اتجاه في الجسيم هذا شد فإذا

 بسيطة. توافقية
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 البسيطة التوافقية العركة•4 الباب

 ا
 ا

 من أزيح الجسيم وأن ،K نقطة هي الزنبرك من المثبتة النقطة أن نفرض الحل

OA مسافة:A النقطة إلى الاتزان( روضع0 النقطة = h، ترك ثم 

(.4.5) شكل انظر ليتحرك.

 العركة مركز المدية النقطة ا شكل
 اسفد:٦ حم بى4.5

 د٥?1:}: ل
 إ@ ي

f< ( ا أ>

 عم, بث
< م] »ر م] ح

 فقط.T الشد هو د محور- اتجاه في الجسيم حركة على المؤثرة القوى

 هي0 الحركة مركز من بعد على يكون عندما الجسيم حركة معادلة

mx°· =T

 فإن هوك لقانون طبقاً إذن، ،2 هي الخيط مرونة معامل أن لنفرض

٨ 2T=;(ما+٤ -/o)=;
0 0

 فإن إذن

٣»--٩+: ,{فموم»1
m/  م
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 البسيطة التوافقية العركة·4 الباب

 الدوري الزمن ويكون

r4 a'(« ره
 كد.

 مسائل4.4

 المقطوعة المسافات أن ووجد بسيطة، توافقية حركة جسيم يتحرك(1)

 هي الحركة مركز من مقيسة الاتجاه نفس في الحركة أثناء

 الذبذبة زمن أوجد متتالية ثواني ثلاث نهاية عند٤1±,2,3

 الكاملة

 ،3 الدوري زمنها بسيطة توافقية حركة يتحرك خشن أفقي نضد(2)

4fi ها سرعة وأقصى sec.أوجد النضد. على صغير جسيم وضع 

 الجسيم ينزلق لا حتى والنضد الجسيم بين الاحتكاك لعامل قيمة أقل

 النضد. على

 وكانت واحد رأسي خط فيA, ثابتين نقطتين بين مرن خيط شد(3)

Bأسفل A.نقطة أية في جسيم ثبت Pهذا من وترك الخيط نفس من 

 الزمن وأوجد بسيطة، توافقية الحركة أن اثبت سكون. من الموضع

 والسعة. الدوري
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 البسيطة التوافقية الحوكة•4 الباب

 ا
 ان

 حلقة عليه وانزلقت الكاتينة منحنى شكل على ثني سلك ثبت)(

 مع طرديا وتتناسب عور- نحو تؤثر وحيدة قوة تأثير نحت ملساء

 يتناسب الفعل رد وأن توافقية، الحركة أن اثبت المحور. هذا عن البعد
.٢ محور- عن البعد مربع مع عكسيا

 ا الطبيعي طوله مرن خيط طرفي بأحد يتصلm كتلته جسيم(5)

 معاير كان إذا.K من ليسقط الجسيم ترك.K النقطة عند الآخر وطرفه

 الجسيم، إليه يصل عمق أكبر أوجد.A=2mg هو الخيط مرونة

 العمق. هذا إلى الوصول وزمن

 غير بخيط متصلة مادية نقطة عن عبارة بأنه البسيط البندول يعرف(7)

 تأثير تحت صغيرة زاوية في ويتذبذب الآخر الطرف من مثبت مرن

 الدوري. الزمن وأوجد بسيطة، توافقية الحركة أن اثبت الجاذبية.

<»k » > »k»ج k » 2k » » »k » 2k 9«9« لا« لا«« لا«k لا««2 لا لا«k«« لا«««2
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.. الرياضيات علماء يقول

 مشكلة أية حل عن تبحث أن قبل

 موجود أنه أولاً تأكد.



 الديناميكا مسائل حلول

 الفردية الأرقام ذات



 الأقوال من صوتاً أعلى الأعمال

Actions Speak Louder
Than Words



 مستقيم خط في بسيم حركة" مسائل حلول

 ا،

 لناء،
a= 4٢2+5

 أن نجد والتكامل المتغيرات، بفصل

y 4,2 +5 = [«-[(4r2+h+Cه 
dt

 أو

3,3+5٤+C
3

 لدينا للحركة الابتدائية الشروط ومن

1=3, v= 30 =C=-21
 فإن وبالتالي

 ذ,+21-5
3

 والتكامل المتغيرات، بفصل

 ته_21-4,35
 ه3

 أو

s5-21}+c+د}(]ءه [ 3
 أو

C٥+21-5٨2م4٨ ا م 
212
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 مستقيم خط فبي جسيم حركة" مسائل حلول

 لدينا أخرى، مرة الابتدائية الشروط ومن

t=0, ٤=10 C=10
 إذن

54 -+٦ز-/;+'2١+١٥
 دقا=

 إذن الزمن، مع المسافة تتناقص بحيث الثابتة، النقطة نحو يتحرك الجسيم

 فإن »، بالرمز فها رمزنا فاذا تقصيرية. فالعجلة

 م.3 -،٨ -ء4ه أ

 أن نجد المتغيرات بفصل

٨ ،٨ ك،٥) }+=١
dt) قم

 أو
4 c٠٠4 +أ««-«/[

٢

 أن نجد وهكذا

17 إ٠٥ %ء4إ ء،أ 2٨2

 لدينا الابتدائية، الشروط ومن
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 مستقيم خط في جسيم حركة" مسائل حلول

 ا ا

C0٧ =ر=b١٠=0
 فإن وبالتالي

4 -٠ ج]إ ق، x

 الزمن، مع تتناقصv المسافة لأن وذلك السالبة، الإشارة هنا ونعتبر
 فإن إذن

»__4٠٨ ذ ا
a١

 أن نجد والتكامل المتغيرات، وبفصل

٨ر.٤4 اجب]٤ أ;+»
 بوضع

y = 4 dy ج = 2xdv
 فإن إذن

k٤+Cdy1 yb- {بإة تم,- د ل'

 فإن عندئذ

1 ٠-٢2 c+622 --ابخ'من»;٨

 لدينا أيضاً الابتدائية الشروط ومن
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 مستقيم فط فبي جسيم حركة" مسائل حلول

t=0,x=٥ = C5"4
 فان وبالتالي

2

«» -افج}ا2 {;ه- b

 أو
T٤•  ر-٨ -/دنه2k )ة+

 فإن وبالتالي ،x=0 أن يعني فهذا ،0 النقطة إلى الجسيم يصل وعندما

٥٤• 4k2 ا«ذه-2k =ا"%+0-=5+2٨=0-+٢

b٠٠  فإن =، ع وعندما
2

2
+;(2e٥ -أس»±2+»5 «»-{-ا%"-

 أو

(2 )جء» !د»٤٠٠,±5 22 =جi2k [[[ي==

.5m
 {ور'· هو المطلوب الزمن ويكون
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 ا

 مستقيم خط في جسيم حركة" مسائل حلول

 ا٥ا
 إيجاد علينا يصل، لا أو0 المركز إلى سيصل الجسيم كان إذا ما لمعرفة

 موجبة، فالعجلة إذن طاردة، القوة أن بما والزمن. المسافة بين العلاقة

 تكون الحركة معادلة فإن ،a بالرمز للعجلة رمزنا فإذا وبالتالي

2ma = mk"٦ a=k ٢

 أن نجد والتكامل المتغيرات، بفصل

٤d+ +C١[٨2=«w]٨2٤4م٢ 
dx

 أو
.2 2k +c2,_ا 

2" 2 ١

 الابتدائية الشروط ومن

=A,٧=kA =C=0
 فإن وبالتالي

kxم2= ±=س K22ر, 

 مع تتناقصx فإن إذن الطرد، مركز نحو قذف قد الجسيم أن وبها

 والتكامل المتغيرات، وبفصل السالبة. الإشارة نخنار وبالتالى الزمن،

 على نحصل

(c)٨+»[١٠]"w4ج -ى
٢dt
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 مستقيم خط في جسيم حركة" مسائل حلول

 ا

 أو
ln(x) =-kt +In(C;) = x =C3e-htن

 الابتدائية الشروط ومن

C5=A٨t=0, x=A
 فإن وبالتالي

x= A٥-k٤

A أن وبها  =،0 الطرد مركز إلى الجسيم يصل ولكي إذن، ،0

«t أن يتطلب فهذا o، يصل لا الجسيم أن أي المستحيل، من وهذا 

 أبداً.0 النقطة إلى

 ا٢٦[
،Amv4  هي المقاومة قوة أن نجد(1.28) من الصعود. أناء الحركة أولاً:

 الجسيم قذف نقطة أن ولنفرض الجسيم. كتلةm ثابت، حيث

- دائماً- المقاومة أن .بهاv بالسرعة قذف وأنه الأصل، نقطة هي لأعلى

 هي الحركة معادلة إذن الحركة، اتجاه عكس

ma =-mg-٨mv4 = a=-(g+12ر )

 إذن والتكامل، المتغيرات، بفصل

d١  (--،"٤+2١) [إ;24""% ز-4+ ى+
g+٨٧
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 مستقيم خط فبي جسيم حركة" مسائل حلول

 ا
 ا

 أو
1-١٨\g+ ٨٧2)=-٤+C21

 لدينا الابتدائية الشروط ومن

21= C 0=٧=٣٧٥٠(٢o+٨\١n=٦ز ا
 فإن وبالتالي

21 (A0+ى( زج++--)°+ اما٤ oو' 
 أو

21,, g+2o
3 =- '٨}

2٨ g+٨٧2

 السابقة المعادلة في٧=0 نضع ،max ارتفاع أقصى على وللحصول
 على فنحصل

٨ 21 +٠«٠ ز:- إ" )ج+ا

 علاقة على الحصول نحاول ارتفاع، أقصى إلى الوصول زمن ولحساب

 مع- ثانية مرة الحركة معادلة نستخدم ولذا والزمن، المسافة بين

 إذن- الزمن فى كدالة العجلة عن التعويض

d١  +ي(-===ه2)
dt
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 مستقيم فط في بسيم حركة" مسائل حلول

« ص

 أن نجد والتكامل المتغيرات، وبفصل

d١ c2+«و=-] ]-g+y
 أو

[ -,ظ,٨+c«: 5إرة
C' +٧

 فإن وعندئذ

££ »جي٠٠-١)}٨»/

 أن نجد الابتدائية الشروط ومن

٠»-٠٢ ب2,-»« )ي،"-د، 4£

 فإن وبالتالي

٤»٠ ا٠ إ; ة7»٠٠ )لإ;،(ً ££££
 أو

 ي£!£ إ٤(٠٠ إ-٠ {٤}» إ)?و,ا
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 مستقيم فط فبي بسيم حركة" مسائل حلول

 ا

 أقصى إلى الوصول زمن فإن وبالتالي س،=0 فإن ارتفاع أقصى عند
 هو ارتفاع

-1 g في»» زه,،  ه8

 نقطة أن باعتبار الجسيم حركة معادلة الهبوط. أثناء الحركة ثانيا:

 تأخذ الأصل نقطة أي السكون، من الهبوط نقطة هي ارتفاع أقصى

 الصورة
2ma = mg- m4ر - a=g-١

 عند أي العجلة تنعدم عندما الاتزانية( )السرعة عظمى السرعة وتكون

a =  إذن ،0
2 80 = g- ٨٧mar =٨=

y
maX

 فإن وبالتالي

,2,2d_ ٤,24 -»٤ ثم-٧ د"ا"ى.-م"= ا yy
maXmaX

 والتكامل المتغيرات، بفصل

£ [٨٤١c-1٢ -2١dy2 , i،٠٠ا -:ا ق١- 
 أو
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 مستقيم خط فبي جسيم حركة" مسائل حلول

-2 (c2?س(«ا2&) +م max 2y
maX

٤=0, ١= 0

 الابتدائية الشروط ومن

C=١٨/? )maX

 فإن وبالتالي
-2  ?س(ا,2-)5 +د١ )?«(م

max 2 maxy
maX

 أو
22
22, أرا بة" مم.ا

maXmax

،vE  بالرمز هها نرمز والتي الأرض، سطح إلى الوصول سرعة ولإيجاد

 على فنحصل السابقة المعادلة فيx من بدلاmax نضع

2 2
,f  د رءا وهن""2٤-

2 .2 maxy y
maX max

،(i) Max± في كما (iii) ارتفاع أقصى في  من قيمة عن بالتعويض

 أن نجد

2 2 +2
"maxإ maK1د ,د٨ max 2g ,2

maX
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 مستقيم فط في بسيم حركة" مسائل حلول

 أن نجد(v) في(vi) من وبالتعويض

2 ,2 2
2 ا، بيش" ا" ، ا,", 2 +١?

maX maX 0

 الابتدائية، السرعة بدلالة الأرض إلى الوصول سرعة على نحصل ومنها

 الصورة في الاتزانية والسرعة

 ر2 ب ر,2
maxE

 ر4
maX

2 ر+2
maX 0

 ر4
maX

+ ر2 ر42
0 maX maX

,2 ر+2
maX 0

,2
1،2max2

،  .ي،- ا-ا;ج،٢ إم
maX

y
;8= 9

y
maX

 فإن وبالتالي

'٨1 +٧1 -ء»,+ ي]٠٨-" max/-

 صورة في الأرض سطح إلى الوصول سرعة على نحصل أن يمكن أيضاً،

 هي أخرى

٠٤-٠٠; تتر،1
433



 مستقيم خط في جسيم حركة" مسائل حلول

 أن أيضاً نجد(iv) المعادلة ومن

-2g 2 ر-2 ة.١د
١max ٥ا= ma٤،

2
maX

 أو

2= ر2
maX

-2g.5
١1- ٥ max

 الاتزانية سرعتها إلى تصل السرعة أن المعادلة هذه في نلاحظ حيث

٧maxعندما o.±»وبالتالي حدوثه، لايمكن طبعا وهذا 

 أبداً. الاتزانية السرعة إلى تصل لن فالسرعة

 مع تتناسب المقاومة أن بما». هي وعجلته ،m الجسيم كتلة أن نفرض

 الحركة، اتجاه عكس في وتؤثرkmv تكون المقاومة فإن إذن السرعة،

 حركة معادلة المقاوم. الوسط ثابت هوk حيث لأعلى، رأسياً أي

 هي إذن الجسيم
md = ng- km٧ ب=٨=g-k٧

 تأخذ السرعة فإن والمقاومة، وزنه، تأثير نحت الجسيم يتزن وعندما

a ر العجلة وتتلاشى ،Ymax رالاتزانية( العظمى قيمتها  فإن إذن (،0=
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 مستقيم خط في جسيم حركة" مسائل ملول

 ا«

0 = g- k٧max = k= 8
Ymax

 إلى تتحول فإنها الحركة معادلة فيk الوسط ثابت عن وبالتعويض

 الصورة
£ 4«=g-٧(=٧ax-»)

'max !max

 أن نجد والتكامل المتغيرات، بفصل

)«y_ ,ر)&  د
maX٧maxdt

 أن نجد وهكذا

c+4"4ل أ٠[ bmax٧ Wmax

 فإن وبالتالي

-١n(vHar-v)=5 ٢+C,
!max

 نجد سكون من سقط قد الجسيم أن تفيد والتي الابتدائية، الشروط ومن

،=0, »-0=c\= ١ ا.ام ا max
 إذن

-١٠(١٦ ،«-٣)=.&،+u.'ا 
Ymax Wmax
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 مستقيم قط فبي جسيم حركة" مسائل حلول

 أو

,8٧-max'١٨ إ =] -ا ا،
 أن نجد وهكذا

8
،y,ر٤ max - lmax ع

maxا 

 ف الزمن في كدالة السرعة على نحصل أن يمكن المعادلة هذه ومن

 الصورة

 -اار.-· ه٤ م
 عن وبالتعويض

٢ 'ma١٨٤(4)ي 

8
 على نحصل

1-In(4) ٧-٤٠ -ا/ءe -ا"٧٠«١/ ا )أزر ne

1  ««"ز=ازا(ء«ا=3
«m) قدره زمن بعد المقطوعة المسافة ولمعرفة 1n(4"إيجاد نحاول =م 

£
 والزمن. المسافة بين علاقة
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 مستقيم خط في جسيم حركة" مسائل حلول

 ءdx٠٠.٠ ء.
 أن نجد)( في وبالتعويض إذن، ،٧ ر= ا" وبما

٤  أ"ةا.،-,
 شلى عصن والكامل انندات، ربصن

٢a+.ء-اار 'أة مإ٠٥ 
 أو

٤y م vم»' +C٢=٢٨٧٠'ma٤gmax

 لدينا الابتدائية الشروط ومن

,2
t=0, x=0 =C =- maX

$
 فإن وبالتالي

,2٤٤ ggmax /أس،، يا" ، -أ'ا ي"

 وعندما
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 مستقيم خط في جسيم حركة" مسائل ملول

"na١٨٤(4)
4

 فإن

2In(4)' 'mas4 -ج) , 'max)ma  -د, ا"1٨
[212X

£ £ 4

2 2 - ب -{{+»]أ١ ا (دية"/»»3٥١) $ £ 4

 لتا-- -ست٣٣ ------ا-٦٦
 وثابت ،٧1 هي وسرعته ،٢1 هي الأول الجسيم كتلة أن نفرض

 هي الأول الجسيم حركة معادلة إذن ر، هو لحركته المقاوم الوسط

ma = m١g- mv3 =٨=g-١v3

a وعندما  بالرمز لها لنرمز )اتزانية(، نهائية تصبح ر« السرعة فإن ،0=

 فإن عندئذ لا.٨

٤-٨v? =0 »١=5m y
m

--d٧٠-٠ dt- عن كذلك والتعويض ،a مم"= عن الحركة معادلة في وبالتعويض
 فإن إذن (،i) من٨1
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 مستقيم خط في جسيم حركة" مسائل حلول

«y٤١(2 ?)
dt ,2 m 1

m

 على نحصل والتكامل المتغيرات، وبفصل

2 ء٢"ب.- أ٢٤ي+»0 2 ٧m1m

 أن نجد الجزئية الكسور نظرية وباستخدام

-1١11
 د

2 ر,2٧2,٧٨+٧٨٧١-٧١
1m

 فإن وبالتالي

a+c1 ا-ا١٠٤ m ا/.،«٠٠6 فر«-، لة،
 أو

c،+ ر٣ ا٧ ي%)و !
,,22٧٨٧٨٨-٧١

m

 لدينا الابتدائية الشروط ومن

t=0, ٧=0 = C=0

 السرعة بدلالة تعطىt والزمن ر« الأول الجسيم سرعة بين العلاقة إذن

 الصورة في٨٨ الاتزانية
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 مستقيم قط فبي جيم حركة" مسائل ملول

g٧+٧١Mا ,م 
m أ«-.أ"،ة3٦ )ن' د ي

 أو

2s٠/٣٦ ا٧ .)إ  [ل -د ي

٧m-٧٧٦m

 وثابت ،2 هي وسرعته ،m2 هي الثاني الجسيم كتلة أن نفرض الأن،

 هي الثاني الجسيم حركة معادلة إذن ،22 هي لحركته المقاوم الوسط

m2a = m2g- m22v% = a=g-v%

 وحسب )اتزانية(، نهائية تصبح« السرعة فإن ،a=0 وعندما

 أي الأول للجسيم الاتزانية السرعة نصف تساوي فهي المسالة معطيات

 ء·2- فإن عندئذ رزا تساوي

41 %v=٨ -ر ٤' 4- ج1>0= ,2m
m

 ،٧2 الثماني الجسم سرعة بين العلاقة على الحصول يمكن الطريقة بنفس

٧٨ من بدلا ج لا بوضع أو ،٧٨٨ م الاتزانية السرعة بدلالةt والزمن

 على فنحصل(iii) في

(ii)

(ii)

1
5 "m +٧2]n]
1

٧2-m"و 

2g-١ '
5 "m
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 ا

 مستقيم خط فبي جسيم حركة" مسائل حلول

 أو

{8 /م «لإ+2٤\.48, =
٧M- 2v ٧m

(iv)

 على نحصل(i) على(v) بقسمة

-{{ أ،، و+4 )?لة( )"ع

٧m-٧١٧٨٨- 2v
 أو

 م((2 إ"±+-إج2
٧٨٧٨٨-٧١- 2v

 أن نجد الاختصار بعد

-4v4,٧\ +(4v5v? +4v5v?0ا= mm
 إذن

?(v+»2,0= ?اوm m

 لعا=،
 إذن ،a عجلته وأن ،m كتلته وأن ،F هي الثابتة القوة أن نفرض
 هي الحركة معادلة

ma = F- me(1+٧2)

 نهائية تصبح السرعة فإن(a=0 ر العجلة تنعدم عندما أنه وبما

(u=٧،) فإن إذن 
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 مستقيم خط فبي جسيم حركة" مسائل ملول

0=F-me(1+ 2) F= me(1+2)

 إذن الحركة، معادلة فى وبالتعويض

ma = mne(1+u2)- me(1+v2)- me(2 2)

 أو
,«y ( ،(ء2,2

dx

 إذن والتكامل، المتغيرات، وبفصل

-2vdv-1
[c جد، «r+c,٥], -ا

٧Ld

 أو
١٨(2 - 2)=-2cr+C

 لدينا الابتدائية الشروط من أنه وبما

x=0, ٧=0= C= ١n(2)

 فإن إذن
22١٨4-٧=-2cx2

 أو
2 2w·-2-٧ش ءct »2_ 2(1 -2er)
2
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 مستقيم قط في جسيم حركة" مسائل حلول

 ماكلورين مفكوك باستخدام- يمكن عندئذ جداً، صغيراc يكون وعندما

 أن نجد أن

-2c1-2cx
 فإن وعندئذ

2= 2(1-(1-2cr)) ٧=u2cr
± ج:2 ج2 ج>2٠٦ ج٦٦22 ج:٦:222:222٦22٦ ج٦22 ج2 ج2 ج٦
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 المستوى فبي جسيم حركة" مسائل حلول

 1ا
 إذن القطبية، المعادلات من ا البارامتر بحذف عليها نصل المسار معادلة

r) هي المسار معادلة = sin(0، الإحداثيات في دائرة معادلة وهذه 
-١٠٠-.. ر ب.-  الدائرة. محيط على نقطة من مقاسةr حيث ج، قطرها نصف القطبية

 لدينا لحظة أية في الجسيم سرعة على للحصول

r = ٨sin(t), r·=-cos(t), r· =-.sin(t) ;

0=t, 0·=1, 00 = 0

 هو السرعة متجه إذن
}

٧=٣·i+٣٥· 6--٨cos(t) i+sin(t) 6 (ii)

 هو ومقدارها

22 «٨-sn>4%٨(?»»١+٨3=,٠ 3٠,م- [.0,أم ا
 فإن وبالتالي

(i)

dy_ d t =،»٥ =)(زج-0 ٧t

 هو المماس اتجاه في الوحدة متجه

-cos(t) 6+sin(t)0 () ٦
1= ٨ =-cos(t'i + sin(t) 0
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 المستوى في جسيم حركة مسائل حلول

 ا«
 ا«

 في العجلة متجه على الحصول يمكن(2.45) في(i) من وبالتعويض

 الصورة

2»
6(2٨\+٠٠٥٠١٣٥٠٠"\rا=٢٠٠-٥٠ «

--2sin() i-2cos(t) 0
 هو العجلة مقدار ويكون

(vi)

(vii)a=٠/4٨2 sin2(r) + 412 cos2()=2

 المركبة على نحصل أن يمكن(2.22) في(iv,)(٧,)(vii) من بالتعويض

 أن نجد حيث للعجلة ،a, العمودية،

(viii)a٨,=2٨(2٨)4-0+«2

 مسار على للداخل العمودي اتجاه في الوحدة متجه على وللحصول

 فنجد(2.2١ في(6١٠i٧١٠(i)٠(٧iii) من التعويض يتم ،i احسيم،

-2sin(t) i- 2Acos(t) 6= 28

 هو للداخل العمودي إذن

f =-sin(t)i- cos(t)0

,(iii) من وبالتعويض (iii)المسار انحناء قطر نصف أن نجد(2.83) في 
 هما والانحناء
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 المستوى في جيم حركة" مسائل حلول

,2 _a2ح٨ 
٣ -ذ-,ة-304 ة- (xi)

 ا رو
 هو الموضع متجه

}

r =(sin()-tcos())i +(cos(t)+ tsin())} + ٢2F ()

 السرعة متجه على نحصل- الزمن إلى بالنسبة-(i) الموضع متجه بتفاضل

 الصورة في

 م

}

٢sin(t))i +(tcos())j+2k=)س (ii)

 هو السرعة مقدار فإن وبالتالي

١«، m()),/,5،م a?@/٠-٠ 4»أ
 الصورة في العجلة متجه على نحصل(i) السرعة متجه بتفاضل

}

(v)a =(tcos(t)+sin())i +(-tsin()+cos())+2k

 هو ومقدارها

«=,,+5
« هو المماسي الوحدة متجه

tsin())i +(tcos())j + 2uk)و 
{" ح ح

 س5٤
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 المستوى فبي جسيم حركة" مسائل حلول

 ام

-}(siم (\i ١ «os)+ 24)
5

 لنجد المماس اتجاه في العجلة مركبة على نحصل(iii) في السرعة بتفاضل

 أنها

٤) ا»(»5 )ء5 =- - < =
d dtا 

 في(٧,)(vii) من التعويض يتم للعجلة العمودية المركبة على للحصول

 أن فنجد(2.22)

٢2 +5=5+a2n
 هي للعجلة العمودية المركبة إذن

4 =ر٤

 عليه فنحصل ،8 للداخل، العمودى انجاه في الوحدة متجه أما
,(iv) من بالتعويض (vi), (vii), (ix)على فنحصل(2.21) في 

(tcos() +sin())i sin()+cos())j -(ا٢ +2k
1.: م ٨(]+)sin()f +«os()j +2K5 ا (يي=

5
 فإن وبالتالي

٠:1f: م =-(tcos(t)i- tsin(t)0+ز k)
t
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 المستوى فبي جسيم حركة" مسائل حلول

= cos(t)i-sin(t)0+ز k

,(iii) من وبالتعويض وأخيراً، (ix)الانحناء قطر نصف أن نجد(2.83) في 

 هو
52 1٣=--5t I= ,ج

t ٠t

ETTTTTmTTT-TT-TT2CT-TTT--ا 
 إلى وصل وأنه »، هي عجلته وأن ،n هي الجسيم كتلة أن نفرض

d A(5,0)، حيث t النقطة من مبتدءاً B(5,d) الزمن بعد  الموضع

(.2.26) شكل انظر.4 الزمن في المقطوعة المسافة هي

r

 شكل
2.26

 'تعطي الحركة معادلة

dma = ng =a=g==g
dt
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 المستوى فبي جسيم حركة" مسائل حلول

 أن نجد والتفاضل المتغيرات، وبفصل

[ «-٤/d١١C٥٧١=g١١C١
 لدينا الابتدائية الشروط ومن

1=0, ٧=0 = C=0
 فإن إذن

٧=gt

 أن نجد والتكامل المتغيرات، وبفصل

1d١ ١C٥5١=١=٤٢C2ي=ملإ أو=»٣=/ --d٨٤

 لدينا الابتدائية الشروط ومن

t=0,y=0 C5=0
 فإن وبالتالي

11 ٤r =4-;&r2٧ ز-٨
 أن نجد الشكل من

2١AR  ا&ز أي_2_
io5tan(0)=٨

 على نحصل-t إلى بالنسبة بالتفاضل

t«««?(o0.=  5ي
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 المستوى فبي جسيم حركة" مسائل حلول

 فإن عندئذ

t0٠ را&= ل#0 و2)( ا١
5 s«e>(o) 5

 أن نجد(2.26) شكل من أنه وبما

oA_ 0 5cos(0)=[ -=_ -ي م
- (م5/)»(+/2s,'2, -ا22 4

 فإن وبالتالي
25cos4(0)=

- 125+ g2r
4

 والجسيم الأصل نقطة بين الواصلOB للخط الزاوية السرعة فإن إذن

 هي
20gt25ل٥٠8 ا- 

5 s+!٤2+١00ج, r• 4
 تصبح الزاوية السرعة فإن ثانيتين وبعد

،.6520x32x2
radid/ seCر} ج·= 

100(+32) ة10016

x= cos(t), y= sin(t)
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 المستوى في جسيم حركة" مسائل حلول

 أن نجد والتربيع بالجمع، إذن،

 د2 ر+cos±()+si2(t=2=) ر2 ر+21

 متجه الأصل. نقطة ومركزها الوحدة، قطرها نصف دائرة معادلة وهي

 هو المسار موضع
 ر٨٨

r = cos(t)i + sin(t)  ز

 ,ي هي والعجلة السرعة متجهات فإن وبالتالي

 س=sin(t)i+cos(t ز)> =ا1;

٨٨}

a=1« =-cos(t)i- sin(t)j
 هو المماسي الوحدة متجه

sin()f{)( )م(,,f ;\م(م +cos-٤ م= =-$In ti-+C0S [ ]
1

 فهي ،a٢ الماسية، العجلة مركبة أما

4y 4(١)0{٤
ae duا 

 أن نجد(2.22) المعادلة من

a2= a2 +a2 = 1=0+a4 = a,=1
٤ n n

 أن نجد(2.21) المعادلة من
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 المستوى فبي جسيم حركة" مسائل حلول

- cos(t)i- sin()j = (0)i +(1)٨

 هو الجسيم مسار على للداخل العمودي الوحدة متجه أن نجد وهكذا

n =- cos()i- sin()  ز
 هو الانحناء قطر نصف

2 1

=r.- ٤٤باا:- ، 4sin(2t), y'=t,4ج= cos(2t)

, ج الإحداثيين من ا البارامتر بحذف عليها تحصل المسار معادلة إذن

 على فنحصل

٤2 +٤2 - 42(sin2(2r) + cos2(2r))- 16

 هي المسار معادلة وبالتالي
٤2 ج+2=16

 قطرها ونصف ،y محور- هو محورها قائمة، دائرية اسطوانة تمثل وهي

 السرعة متجه على تحصل الزمن إلى بالنسبة الموضع متجه بتفاضل.4

}

8cos(2r)i +j- 8sin(2r)k=س 
 إذن
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 المستوى في جسيم حركة" مسائل ملول

 أن نجد والتفاضل المتغيرات، وبفصل

[ «٧=٢/4t١C١=٧=٤١+C١
 لدينا الابتدائية الشروط ومن

C=01=٧,0=0 ج
 فإن إذن

٧= gt

 أن نجد والتكامل المتغيرات، وبفصل

15٤t١C١=٧=٥C2«=]y«ي[ -" --dt

 لدينا الابتدائية الشروط ومن

t=0, y=0 = C5=0
 فإن وبالتالي

11 ٧;=٤;-»=٤ f
 أن نجد الشكل من

٨ ا&ز_ 2ي_ ا2
T0tan(0)=5إ 

 على نحصل-t إلى بالنسبة بالتفاضل

ts«¢2(o0.=5
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 المستوى فبي جسيم حركة" مسائل حلول

 فإن عندئذ
g/ t ا (x 5os2(r=0٠ د
5 sec2(٥) 5

 أن نجد(2.26) شكل من أنه وبما

0A 50cos(0)= oE,و =،s/ +»/ °4 د,و'،جذ,
 فإن وبالتالي

«os2(0)25
+25- ا g24
4

 والجسيم الأصل نقطة بين الواصلOB للخط الزاوية السرعة فإن إذن

 هي
20gt25٥٠ 8/ }

5 s+!٢2+10024ج r- 4

 تصبح الزاوية السرعة فإن ثانيتين وبعد

6520x32x2· €radian/ seيج =({
100 +(32) &1 100

r= cos(t), y = sin(t)

450

 [تاء،



 المقذوفات" مسائل حلول

 ا

e/««١s9.7٨-25,و-2«3د-،ne2-١ =و

t عند السرعة على الحصول يمكن =  المعادلة من أخرى. بطريقة5

 أن نجد(3.38)

} ٨٨

cos(a)i ز))م +(wo sin(a)- g(tم٧(= tم) ٧

= 100cos(0)i +(100sin(0)- 32x5)} = 100} - 160}

 هو ثوان هس بعد السرعة مقدار ويكون

١_=,o}?,(aj?=١88.7 ٨/s«e

 في فنجدها(3.21) المسار معادلة إلى بالنسبة السابقة. النتيجة نفس وهي

 الصورة
32..2 ،2y=:أ"+xtan(0)= -"

2(1oo)2 ,2(o) 625C0S

 مكافىء، قطع معادلة بالطبع وهي ،x4=625y الصورة في أو

 (،0,0) الأصل نفطة ورأسه لأسفل، ومفتوح ،y محور- هو محوره

 م4،.-=625 حيث(0 ا53%-, هي البؤرة وإحداثيات
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 المقذوفات مسائل حلول

= او
 هي القذف نقطة فإن وبالتالي الأصل. نقطة في موجود المدفع أن لنفرض

 تنطبق أن هو الهدف القذيفة تصيب أن شرط فإن وبالطبع الأصل. نقطة

 ,ا. اللحظة نفس في الطائرة إحداثيات على القذيفة إحداثيات

 بالرمز ما الزمن عندP النقطة عند للطائرة السيني للإحداثي لنرمز

 ونفسP النقطة نفس عند للقذيفة السيني للإحداثي ولنرمز (،x, ا,
 م٨

 للقذيفة الصادي للإحداثي أيضاً لنرمز(.x, ا) بالرمز ,ا اللحظة
P٨ ر

 هو للطائرة الصادي الإحداثي أن ولنفرض (،y /م, بالرمز

(.3.16١ شكل انظر ),د(.=٨
A

 شكل
3.16

 الإحداثيات تتساوى أن هو الهدف القذيفة تصيب أن شرط فإن إذن

 الزمن وعندP النقطة عند والطائرة القذيفة من لكل والصادية السينية

 أن أي ،4,
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 المقذوفات مسائل حلول

 أ٢ ,أء±ا-,أ
 ,أءأ-,أء»ا

 النقطة من الرحلة بدأت الطائرة أن نفرض )م(، على للحصول

E، النقطة إلى تصل عندما الطائرة فإن إذن gالمسافة قطعت قد تكون 

EG.الزاوية يصنع والمدفع الطائرة بين الواصل رالخط اللحظة هذه وفي 

aإلى القذيفة هذه تصل وحتى المدفع. من القذيفة أطلقت الأفقي( مع 

 قطعت قد الطائرة تكون(t م الزمن استغرقت أنها )لنفرض الطائرة

 فإن وبالتاليu الثابتة بالسرعةgP المسافة

(Eg+QP =hcot(a)+ut, (ii=)ا,د 
A

 لدينا(3.11) المعادلة من أيضاً،

(i)

(ii)

(١٥=),(٢ cos(a)) 4,
I

,(iii) من بالتعويض (iv)في (i)أن نجد 

(٧ cos(a)) t =hcot(a)+u
 فإن وبالتالي

hcot(a)
{ ح

P v cos(a)- u
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 المقذوفات مسائل حلول

 أن نجد(3.16) المعادلة من

.1 vosin(a)) (٧ )م ز-=81{(+4
B

 فإن إذن (،ii) في(vi) من وبالتعويض

.1 ١,=vasin(a))  &ج-4{(+4

 أن نجد(vii) في(v) من بالتعويض إذن،

2(hcot(aر (hcot(a،,),,٨ ر
1=-١٨Sl٥٨ C - آmoco»(a,٠, أي-٠ i »-e ا أم»»

 المقدار على(viii) المعادلة طرفي بقسمة

hcot4(a)
8

2(cos(a)- u٧ م)
 المعادلة على نحصل

2(٧o cos(a)-)' o) رم, cos(a)-u)  ر
٣$]]2/ 0,= ٢/cot2() cot(a) 58

 أو
2tan4(a)(v cos(a)- u)

. ٧o cos(a)-u=٧٥ sin2(a)'  أg -زف إ
coأs a 2
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 المقذوفات" مسائل حلول

 ا

 العلاقة نستخدم8.٨ النقطتين بين المسافة على وللحصول هذا،

 ومام، "أروً أ-،+(+
 فإن وبالتالي

 دج

22٢A8 = ut,(cos(8) sin(P))' +(-sin(p)- cos(8))

=(@?2si,خ)] cs2«أ -
,A النقطتين بين المسافة أن ومعنى  تكون أن هو ثابت بمعدل تزداد8

 أن وبها ثابتاً، مقداراً الزمن إلى بالنسبةA8 للمسافة الأولى المشقة قيمة

«(A8)- 4 (٠2a)2
dtdt

 هو الزمن على يتوقف لا ثابتاً مقداراً تساوي الأولى المشتقة ومادامت

2u، الابتدائية السرعة حيث uتزداد المسافة أن يعني فهذا ثابتة 

 الطيران زمن يساوي زمن بعد الأرض إلىA النقطة وتصل ثابت. بمعدل

 يساوي أي ((،3.27) )معادلة الكلي

2usin(p)
T

٤
 تساوي((3.11) )معادلة أفقية مسافة قطعت قدB النقطة وتكون
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 المقذوفات• مسائل حلول

2 ء2
(r _-2»sin"(8»)٨ )مlT =-si+cos(5«+ر 

4

 إذن

{== ري }%ا»'2,,,]٨ ا,4٠n!t٥ \ا
2gg١ ا

 المعادلة من عليه نحصلA الجسيم إليه يصل ارتفاع أقصى أن وبما

 الصورة في(3.33)

 أمً(
maX

w2 sin2(م )
،

2g

maX اا )رداه-

 أن يعني الذي الأمر

 من عليها نحصل الأرضي الهدف أصابت التي الأولى القذيفة مدى أن بما

 الصورة في(3.29) المعادلة

.2 . (٧o- sin(2a)4sin(2aم 
££

 إحداثيات فإن وبالتالي (،R,0) هي الأرضي الهدف إحداثيات إذن،

 أي (،R,h) هي الثانية القذيفة تصيبه الذي الجوي الهدف
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 المقذوفات" مسائل حلول

 هيy الزاوية ولكن

»-a-٨- :,4 ٨-٦ /2 24 -ر4 م- 24 2

 فإن وبالتالي

cos(2y)=cos($-p)-sin(8)

 أن نجد(i) في وبالتعويض

R. 2Hmax= (cos(2yا+ 
 أن وبما

1cos%(7)=ز١) + cos(2y))
 فإن إذن

2Hء (Hsee2(yرز= #،«= 
2cos (y

 للجسيم القذف زاوية وأن ،u هي للجسيمين القذف سرعة أن نفرض

Aزاوية فإن متعامدين اتجاهين في تم القذف ولأن ثم. هي الأفقي مع 

(3.17) شكل انظر ،4""+ تصبح8 الثاني الجسيم قذف
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 المقذوفات" مسائل حلول

٤

 شكل
3.17

 ميله أن هو لنفسه موازياAB الخط يتحرك أن معنى فإن الواقع، في

 ذلك ولإثبات ثابتاً. مقداراً يساوي ميله أن أى ،t الزمن على لايتوقف

 هوA8 المستقيم الخط ميل أن(3.17) شكل من نجد

"_٨- لا٨
sloP =٨ و

 ا١و±-
 أما (،3.11) المعادلة نستخدم ورلا براء الكميات على للحصول

(3.16) المعادلة باستخدام عليها الحصول فيمكنy ر0 بر'لا الكميات

 أن فنجد

in($ +8)-}gt2- wsin(8) +!g2ةن 
- A1 )ر)(]$=2 wtcos8+ ucos(8)- ا}

utcos(8)- utsin(p) cos(p)- sin(/)
 ح رح ح٢'

-utsin(p)- ut cos(p) -sin(B)- cos(P)

 ثابتة. زاوية/ الزاوية لأن وذلك ثابت، مقدارC حيث
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 المقذوفات• مسائل حلول

,A النقطتين بين المسافة على وللحصول هذا، Bالعلاقة نستخدم 

22

١(-٢ ر٧/",\+٠٨ /ا-
 فإن وبالتالي

2.2A8 = w,(c0و(p) - sin(p))" +(sin(8)- cos(p))

-«,2««s3+2si,3@]= ,2
,A النقطتين بين المسافة أن ومعنى Bتكون أن هو ثابت بمعدل تزداد 

 أن وبها ثابتاً، مقداراً الزمن إلى بالنسبةA8 للمسافة الأولى المشتقة قيمة

4 /8)- 4 (2)=2u
dtdt

 هو الزمن على يتوقف لا ثابتا مقداراً تساوي الأولى المشتقة ومادامت

2u، الابتدائية السرعة حيث uتزداد المسافة أن يعني فهذا ثابتة 

 الطيران زمن يساوي زمن بعد الأرض إلىA النقطة وتصل ثابت. بمعدل
 يساوي أي ((،3.27) )معادلة الكلي

2usin(8)
T

4

 تساوي((3.11) )معادلة أفقية مسافة قطعت قدB النقطة وتكون
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 المقذوفات مسائل حلول

-2u2 sin2(wcos(" +plr = -sin(8IT  ,ر؟=8)-
$

 إذن

2٨"٤i%١.»٠n%0l,\  ل= رغ
2gا١[٤- 

 المعادلة من عليه نحصل« الجسيم إليه يصل ارتفاع أقصى أن وبما

 الصورة في(3.33)

2 sin2(p)
2gأردا 

maX

 أن يعني الذي الأمر

 )رد/ه-ا/ر«ا
maX-  ا-= 1ة

 من عليها نصل الأرضي الهدف أصابت التي الأولى القذيفة مدى أن بما

 الصورة في(3.29) المعادلة

.2 .٧٥ sin(2a) u4sin(2a)
] ت سد

££

 إحداثيات فإن وبالتالي (،R,0) هي الأرضي الهدف إحداثيات إذن،

 أي (،R,h) هي الثانية القذيفة تصيبه الذي الجوي الهدف
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 المقذوفات مسائل حلول

٨ /4siاء A}, ٨، ,ا ,hR,h =
$

(.3.18) شكل انظر

 شكل
3.18

 -ا.
٤,0)

 الأرضي الهدف

 في الأخذ مع-(R,٨) النقطة عند(3.21) المسار معادلة بتطبيق

 القذف زاوية نفسها هي الثانية للقذيفة القذف زاوية أن الاعتبار

- لا هي رالمطلوبة( القذف سرعة وأن ،a تساوي أي الأولى للقذيفة

 على نحصل فإننا

2sin(2a)

-1/ "ء إ""٠٠02 إ،,« +-{2I] 0
2U2 cos2(a) &

 أن وبما

sin(2a)= 2sin( a)cos(c)
 فإن إذن
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 المقذوفات مسائل حلول

-2sin2(a) 2a4sin2()
 مل ح٢

U2  ي8

sin على خصل, ممم, في الطرفين وصرفي c

gh
2sin2(a)

4 4= ,2 u'  دي "لا=4

2 U2

2[] =
2 gh

 -٥لا٠--

2sin2(a)

gl
2sin2(a)

 أن نجد وهكذا

 ج2 ج ج222 ج2 ج ج22٦ ج222٦ ج2 ج22 ج2 ج٦2 ج2 ج222 ج2 ج %ج2
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 البسيطة التوافقية العركة" مسائل حلول

 الصورة في(4.11) من تعطىx المسافة أن بما

x =dsin(at+ )
 لدينا الابتدائية الشروط من

t=0, r=0  =)ع0« =عsin(0 ب
 فإن وبالتالي

x =dsin(at)
 هي المقطوعة المسافات فإن الحركة، بدء من ثوان ثلاث نهاية في إذن،

 التوالي على

٤\ =dsin(at), x2 =dsin( o(٤+1));

x3 = dsin(o(t+2))

 المثلثات حساب قانون الاعتبار في الأخذ مع-3 مع1 بجمع إذن،

 على ينص الذي

a-b٠ d+٥٠·siم («) +sin(8)= 2si  ا"و"وo» (م ا";
 أن نجد

٤١ +3 = d(sin(ot) +sin( ((( +(ه2

= 2dsin(ه (t+1)) cos( ( ه
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 البسيطة التوافقية الحركة مسائل حلول

x2)) أن وبما = dsin(o(t+1، فإن إذن 

٢١+3=2r2 cos(o)
 أن نجد ومنها

٢2 »-ه ا;"-٢+2

 هو الكاملة الذبذة زمن ويكون

2%٢2m
2c0s ء )يد/د،،

x2

 هو للخيط الطبيعي الطول وأن ،8 هو للخيط المرونة معامل أن نفرض

l٥٤l،نقطة في ثبت الجسيم أن ولنفرض =ا Pبعد على o/من 

.B A نقطة من ا بعد وعلى  نقطة

,A الثابتتين النقطتين بين الخيط شد عندما أنه أيضاً لنفرض Bفإن 

 لتصبح تغيرت السابقة الأطوال

AP = t, PB =t, A8 = t+ ا

 أن أي الطبيعيين، الطولين مع المشدودان الطولان يتناسب بحيث

l = alo,٧=a٧١
(.4.6) شكل انظر ثابت.a حيث
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 البسيطة التوافقية العركة مسائل ملول

 شكل
4.6

 الاتزان موضع
A

 مشدود الخيط

 قيل الجسيم
 الحركة

P

 مشدود غير الخيط

 لأسفل، رأسياngً الوزن هي قوى ثلاث تأثير تحت يتحرك الجسيم

 الشد وقوة ،B النقطة عند التثبيت نتيجة لأسفل رأسياT٦ً الشد وقوة

(.4.7) شكل انظر.A النقطة عند التثبيت نتيجة لأعلى وتؤثر ،7

 شكل
4.7

 الاتزا موضع

 الحركة حالة في الجسيم
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 البسيطة التوافقية العركة" مائل ملول

 هي الجسيم حركة معادلة

m° = mg+T}-T (iii)

 تناقصT حالة في الخيط طول أن نجد هوك قانون من أنه وبها

T5 -d-} حالة في الخيط طول ازداد بينما ا،  ليصبح بمقدار

i+٤ ليصبح +d، فإن إذن 

«oT٤+4+=٦ (ج=١-4-٤-٤)1٦٠ ة/(ج-)
'01

 على تحصل(iv) في(ii) من بالتعويض

T=;(١(a-(١ -ه-)٤
1

(4o(a-1)+4+x=بم) 72
0

 على نحصل(ii) في(٧) من بالتعويض

mr"· =mg +;(٧(a-1)-d-٤)
1

l+l  (ي-4٥(4-1+)4+٣-)٠٤-٨(4 ا"م")ء+»
'0/10

 أو

(v)

١m"-=٠g-3(4 +  ا,,ي,ا)ء
01
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 البسيطة التوافقية الحركة" مسائل حلول

 يعني الذيي الأمر سكون، من بدأ الجسيم أن نجد الابتدائية الشروط ومن

(viii)x=0, x°°=0

 على نحمل»ii) في(ii) من بالتعويض

«٥-»e- me'0٠10/1- امة ا'م= ا,,م(مة

 هي السعة إذن

 )و"(ء»-ه١1
 أن نجد(vii) الحركة معادلة في(x) من السعة عن وبالتعويض

l٠«--٤»١٨٠٤-(w 0/1( ي +)و" مجاء

l٨l-4-(we «, -=)«;تي;ا تز
'0٠10.1

 أو
l

°y لم  أة( ات
 حيث بسيطة، توافقية حركة هي الحركة أن يثبت الذي الأمر
٨12

=.{'
mlol1
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 البيلة التوافقية العركة" مائل ملول

?%%?%??%?%%?%;%,?%%%%%%%%%%%%%3C$3T%;3${3$%$?3;$;${%%;$;%{%$:T$%T%%?%?%$3{%?T$??%?%?$?%?%?%??%.3?3?%?%?%?%?%?%?%?%?%?%?%?%?%?%?%?8$3[خ;زنختنخختتختختتتتز::ةخ;ز;نزن}لا- $$$$:;:ن 
 الأرضية الجاذبية تأثير تحتB نقطة إلىA نقطة من يسقط الجسيم

 يتزن ثم معينة، سعة ذات بسيطة توافقية حركة يتحرك ثم لوزنه، نتيجة

 الأولى الحالة حالات. ثلاث ندرس فسوف هذا وعلى.0 النقطة عند

 حالة هي الثانية الحالة ،B النقطة إلىA النقطة من الخطية الحركة

 لحظة عند البسيطة التوافقية الحركة حالة هي الثالثة والحالة الاتزان،

(.4.8) شكل انظر معينة.

 شكل
4.8

٨
!

}
h=2l٠·27t2 =ه"
 ا

٨٣
 إ١

٨=2l٨
+

 الاتزان حالة الحركة حالة

()

،B A النقطة إلى  النقطة من سكون( من )يسقط يتحرك الجسيم أن بما

 النقطة عند الخطية سرعته إذن خطية، حركةl المسافة يقطع فهو إذن

B، المعادلة من تعطى م« بالرمز لها نرمز والتي 

v}=v2ه+ et»
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 البسيطة التوافقية الحركة" مسائل حلول

 سرعته فإن وبالتالي ،٧ م=0 فإن سكون، من سقط الجسيم ولأن
 العلاقة من تعطىB النقطة عند الخطية

v}, =2sto

 في والشد وزنه، تأئير تحت يتزن الجسيم فإن0 الاتزان موضع في

 إذن اتزن، ثم مثلاhً بمقدار استطال قد المرن الخيط أن بفرض الخيط.

•٠-٠٠2٠ أن نجد هوك قانون وتطبيق ،٨='mg أن باعتبار

m! hm٤=7=;( 0"٧+٨- ث"ي)» 0

 فإن وبالتالي

(ii)

(iii)

h= 2l٨

 موضع من بعد على موضع أي عند الجسيم حركة ندرس الآن،

 وزنه هما قوتين تأثير تحت يتحرك الجسيم الحالة هذه في التوازن.

 في الشد عن يختلف الاتزان حالة في )الشدT> الخيط في والشد لأسفل،

 هي الجسيم حركة معادلة إذن لأعلى. ويؤثر الحركة( حالة

(٧)mtم = mg-75=mg-%(/٨+h+٤- t)
0

 على نحصل=2mg عن والتعويض (،v) منh قيمة عن بالتعويض

m. m. ٠mu =m¢;24ث) +r) + ثمي «
0 0
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 البسيطة التوافقية الحركة مسائل حلول

 إذن

 ،، ي د٠٠=8 =مر.a4 ;تدaن2 ى

2l24 م

 هذه سعة على وللحصول بسيطة. توافقية الحركة أن يؤكد الذي الأمر

 بسيطة توافقية حركة يتحرك الذي الجسيم سرعة أن من نجد الحركة،

 الصورة في(4.7) من تعطى

iii)د<( a(42=2س 

(vii)

 وذلكB النقطة عند السرعة فإن إذن، الحركة. سعة هيd حيث
=v=h مسافة نحرك الجسيم يكون عندما 2lفي الأخذ -مع٨ 

 الصورة تأخذ.2& أن الاعتبار
2lo

0 ه,ث;-%،2- )ذ

 على نحصل(ii) مع(ix) بمقارنة

,,(«2-())-28 = ،2-82
0

 هي فالسعة وبالتالي

 ه=422
 هو المطلوب العمق ويكون

lo +٨+d=٧٥ +2t٥ l 2لا2+ =(3+22)l
» »k » » » 2 » »k » » » » » » » » 2 »k » »k 2 » » 2 » » »k »k k »»k 2 » » » » » ٦
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(ix)


