
 المصفوفات
MATRICES

 المصفوفات

 الأول الفصل

 الدراسة تحت بيانات مع نتعامل أن المناسب من يكون المجالات من العديد في

 الفصل هذا في مصفوفة. يسمى مستطيل في بوضعها وذلك واحدة وحدة أنها على

 المصفوفة مفهوم على سنعتمد حيث للمصفوفات الأساسية الخواص على سنتعرف

 الكتاب. هذا في كبيرا اعتمادا

 عليها والعمليات المصفوفات(١ )ا،
Matrices and Matrix Operations

 انواع بعض ودراسة المصفوفة تعريف هو البند هذا من الغرض إن
 الأساسية. خواصها ومعرفة وضربها جمعها وكيفية المصفوفات

(1،1 تعريف)

 عناصرها المركبة( )أو الحقيقية الأعداد من مجموعة عن عبارة المصفوفة

(row)  صفا المصفوفة عناصر من أفقي سطر كل يسمى مستطيل جدول في مرتبة
 اللغة أحرف بأحد للمصفوفة عادة يرمز(.column) عمودا رأسي سطر كل ويسمى

 جرا. وهلمA,B,C مثل الكبيرة الإنجليزية
 نكتب عادة فإنناA مصفوفة عناصر1 <ز<n وism>1 حيثa, كانت إذا

8٠٠٠١ a١٨a١١

422 ·٠٠ a2٨82١A =

84١ 8٨2 ·٠٠ 8٨٨



 وتطبيقاته الخطي الجبر

mxn الدرجة) من مصفوفةA إن ونقول (sizeحيث mصفوف عدد هو Aو nعدد 
. A  أعمدة

 ملحوظات
 عناصر جميع أن سنعتبر ذلك( غير صراحة يذكر )مالم الكتاب هذا )ا(في

 حقيقية. أعدادا المصفوفات
A مر,[, المختزلة الصيغة نستخدم الأحيان من كثير في )ا( =[aأو المصفوفة لكتابة 

 ضمنياً. مفهومة المصفوفة درجة كانت إذاA=[a{, ببساطة

. n (square) الدرجة من A مربعة مصفوفة =m إن نقول فإننا n ( كان إذا(٢
 الصيغة على ذلك ونكتب صفي متجه1xn الدرجة من المصفوفة (تسمى٤)

,]a2,- . . ,a,aالدرجة من المصفوفة تسمى كما]١ nx1ونكتب عمودي متجه 
 الصيغة على ذلك

a  م
a3

a,

(١ )؟، تعريف

 أن نقول فإننا نفسها الدرجة من مصفوفتينB=[b[, وa]=A[, كانت إذا

a,ر = b, .A=B كان إذا وفقط إذا i,  ز لكل

٢



 المصفوفات

(1 ، )ا مثال

 اأز معك
a2 5١

 «ن رب عر 'اد« ا-«د[أ

 د.مدد٨ نه شرب ;أ،لا اسدة سدد.ة
 .تd=0 وc=7,b ,ا-=a=5 كان

(١ ،٣) تعريف

A فإن نفسها الدرجة من مصفوفتينB=[b[, وa]=A[ كانت إذا +Bمصفوفة 
+,A+B=[a يلي: كما ونعرفها نفسها الدرجة b  [ر من

(١ ، مثال)ا

1 3 -3 -3 -2 • إ/: .ا،٨ ا0 0 -5 5 6 5 1

(١ ،٣) مثال

٠I 114 8a ٠٠ نبةداء، أ أ{ {أدأ،' +اخدام ء-.3 5 4c -11 b

 الحل

;/;:/٢ بز١ ,ا٠ += ا
1+c b-1c ]1 b

: فإن

. b-1=-4٠1+٥-5،a+4=]

٣



 وتطبيقاته الخطي الجبر

[}. b=-3 c=4،a=-3 و  فإن ولذا

(1،4 تعريف)

.0 بالرمز لها ويرمز الصفرية المصفوفة أصفار عناصرها جميع التي المصفوفة تسمى

(1 تعريف)ه،

: كالتالي]A المصفوفة .تعرفkeR وليكن مصفوفةA=[a[,, لتكن

. kA=[kaر ]

 ملحوظات

.(-1)A A- من بدلا K=-1 نكتب فإننا ( كان ا(إذا

.٨-B=A+(-B) (') أن لاحظ

 المصفوفات جمع لعمليتي الأساسية الخواص ببعض التالية المبرهنة تزودنا

. بعدد وضربها

(1 ، مبرهنة)ا

B=[b][ كانت إذا ،A- [aو ]C=[eوكان نفسها الدرجة من مصفوفات 

KeRفإن :

.A+(B+C)=(A+B)+C(؟٠( A+B=B+A( ( ا

٠A+(-A)=0(٤)٠A+0=A(٢)

.(٢+s)A=rA+sA(1) ٠r(A+B)=rA +rB ( ( ه



 المصفوفات

. IA=A(٨)

A +B=[aر ]+[bر l= [a٥+ bر ]=[b٨+ aر ]
= [b +[ ر [a]=B +A

. (rs)A =r(sA)()

 البرهان

 أن لاحظ)(

.A+B=B +A :  فإن وبالتالي

A+(B+C)=[aر ] + (bر ]+ [c])=[a]+[b+ el

=[aر + (bر + e + رa)]=[( ر b)+c٨]-[aر + b٨]+ [c]
- ([a٨]+ [bر١ )+ [e]=(A+B)+C

. A+(B +C)=(A+B)+C :  أن أي

(٢)

A +0=[a0ر]+[ ]= [a,+0]=\a٨=[٨ (٢)

.A+0=A :  أن أي

٨+(-A)=[a٨] +[-aر ]=[aر -a٤)0]=0ر]=[ )
. A+(-A)=0:  فان وبالتالي

(A+B)=r([a]+ [bر٣](= [aر + b٥[]٢(aر + bر١( =[ra٨+ rbر l (٥)

=[raر ] +[rbر ]=r[a] +r[bر٢]= A+ rB

٢٠(A+B)=rA + rB :  فإن وبالتالي

(٢+s)A=(r+s)la٣]=[)٨+s)aر ] = [ra,+ saر٢]=[ a٨]+ [sa1)رز] )

= r[a,] ١ s[aر٢]= A+ sA
. (٢+ s)A=rA+ sA :  فإن وبالتالي

(rs)A =(rs) [a]=[(rs)a,]= [r(sa4)] =r[sa,]=r(s[a])= r(sA) ()

. (٢s)A=r(sA) :  أن أي

٥



 وتطبيقاته الخطي الجبر

. بعدد المصفوفة ضرب تعريف من واضح)«(

(١ ،4 مثال)

0 1- ا:أ.1-  كانت اذا ا:.0

0 -1 -1 0 ١ :. إ; إ:ز ا،3-
١ 3 3 2 0 7

(1 )ه، مثال

٠ ;ا ;أ-; إ, سية دسة ذ

 الحل

 أن نفرض فإننا ولذا.2 تكون أن يجبA المصفوفة درجة أن لاحظ

:/٢٦٨٠١٢ ٦-إ١٢٩٠ ر =A.،إر =-=
c d1"ا 33 -34 0c d

 .تd=3 وc=1,b=5,a=2 فإن ومنه

 مصفوفة صفوف خواص من الكثير معرفة نستطيع الأحيان من كثير في
: التالي التعريف إلى يقودنا هذا إن وبالعكس. أعمدتها بدراسة

٩



 المصفوفات

(١،٦ تعريف)

(transpose) nxm. منقول يعرف A الدرجة من مصفوفة = [a,]  لتكن
 تكون بحيثA من عليها نحصل التيmxn الدرجة من المصفوفة بأنهA المصفوفة

 بالرمزA لمنقول نرمز التوالي. علىA صفوف هي وأعمدتهاA أعمدة هي صفوفها

.A"=[a "A. [ر ن أي

. المنقول خواص ببعض التالية المبرهنة تزودنا

(١ ،2 مبرهنة)

: فإنmxn الدرجة من مصفوفةB=[b[,, وa]=A[, من كل كانت إذا

.(A")"=A ()

.keR ='(kA) حيث KA'(٢)

.(A+B)=A"+R' (٣)

 البرهان

.(A""=[aر ]"-[aر ]=A ()

. (A)=[aر ]'=[kaر ]=k[a]=kA" (٢)

٠٥(A١B)'=[aر +bر ]"= [a +[ aر]=[ +ر6 ر [bر ]=A'+B' (٣)

 الأعداد جمع عملية كبير حد إلى تشبه المصفوفات جمع عملية أن لاحظنا لقد

 من نظيرتها تماثل المصفوفات ضرب عملية أن يتوقع قد القارى فإن ولذا الحقيقية.

 أصعب المصفوفات ضرب عملية أن حيث صحيحا ليس هذا أن إلا الحقيقية، الأعداد

٧



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 عملية فإن ذلك من الرغم وعلى. الحقيقية الأعداد ضرب عملية من الشيء بعض
 قبل كثيرة. تطبيقات من لمالها لتعريفها المبذول الجهد تستحق المصفوفات ضرب

 الإقليدي الضرب مفهوم نقدم المصفوفات ضرب عملية بتعريف القيام

.(Euclidean product)

(١ تعريف)لا،
b,

 فنعرف عمودياً متجهاB ا_"

b,

 وكان صفياً متجهاA=[a,,a,,٠٠٠,a[, كان إذا

: التالي النحو علىB وA للمتجهين الإقليدي الضرب

. AB =a,b, +a,b,+٠٠٠+a,b,

(1 ،٨) تعريف

B[, وmxn الدرجة من مصفوفةa]=A[ كانت إذا = [bمن مصفوفة 
 حاصل هوc ز حيثmxk للدرجة من مصفوفةAB=[c ي[ فإنnxk الدرجة

: أن أي.B المصفوفة زمن العمود فيA المصفوفة منi للصف الإقليدي الضرب

TC= [a٨١,a2,٠..,aل [bu,b2 [ ,ز... زما,
n

= ab +١ ز aab٥.+٠٠ aab, = 2Aabu
k=  ا

 صفوف لعدد مساوياAً المصفوفة أعمدة عدد كان إذا إلا معرف غيرAB أن لاحظ

. B  المصفوفة

٨



 المصفوفات

(١ ،٦ مثال)

1 2
.0-1 2
4- 'ا-ه اأ٠٨-٥١/ تs با 1 0

0 3

. ذلك أمكن إنBA وAB من كلا فاحسب

 الحل

 الدرجة من مصفوفةAB فإن2x3 هيB ودرجة3x2 هيA درجة أن بما
3x3والمصفوفة BA2 الدرجة منx2الآن. :

-::٠٩
(1)(0) +(2)(-4) (1)(-1)+(2))

+@٥--١+«-o-ا)- 
(0)(-1)+(3)(1)(0)(0)+(3)-4)

-8 1 2
1 -2=  أ:0

4- :ء ا};ا.- 1 0
0 3

(0)1)+(-1)(-1)+(2)0) (0)(2)+(-1)0) +(2)(3)
(]0o)+0o(+٨2)-٢٧0+١-0-[[رم+ 

1 6
5 .مw ا- أ] وباتد،فن، -8 ٠٠

٩

(1)02) +(2)0)

 او]،جرأً
(0)(2) + (0)(0)

 ، كذلك



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 ملحوظات

AB أن لاحظ )ا( = BA.وهذه إبدالية ليست المصفوفات ضرب عملية أن أي 
 الحقيقية. الأعداد ضرب عن المصفوفات ضرب تميز خاصة

 الأعداد في مثيله عن مختلفا المصفوفات ضرب تجعل أخرى هامة خاصة وهناك )ا(

A مصفوفتين إيجاد الممكن من أنه هي الحقيقية  يكون بحيثB=0 و0=

 ، ;ا-» ب؟٨;- .باعداة ­قهمدد
0 {-ءه ا" 0

• التالية المبرهنة بها تزودنا المصفوفات لضرب الأساسية الخواص

(١ ،٣) مبرهنة

B=[b,] لتكن[; ،A= [aو ]C=[cتكون بحيث مناسبة درجات ذات مصفوفات 
k وليكن معرفة. التالية العمليات R.عندئذ :

. A(B+C)=AB+ AC(2)

. k(AB)=(kA)B =A(KB)(4)

. A@BC)=(AB)C(')

.(B+ C)A=BA+CA(')

. (AB)"=B' A"()

 البرهان

'rxs هيC وB,A درجات أن لنفرض )ا( mrو sx nعندئذ التوالي. على :

٠١



 المصفوفات

 .ويخ]-»»٩'c ء{#بز- [ء.،بز#ا-
«٨aويز]-٤ -[ء.»لإ«-ا»ا، 

np هيC وB,A درجات أن لنفرض )؟( ، mxnو nxpعندئذ التوالي. على :

6٨-٨١٩ الزا-،+٠» أ،غ+،،للإا-إ،
 -أ»،{ا،،مر]٨٨٣

 للقارى. كتمرين نتركه فإننا ولذا )ا( الفقرة لبرهان مشابه الفقرة هذه برهان)"(

: عندئذ.nxp الدرجة منB وmxn الدرجة منA أن لنفرض )؟(

w»-مزن »ازا-[ً.« »-ا««٨٥ 
. K(AB)= A(kB)  بالمثل و

: عندئذ.nxp هيP ودرجةmxn هيA درجة أن لنفرض )ه(
: فإن وبالتالي.B'=[b [ر وكذلكa]='A ر1

'»٨ ء«،ايز-"-/[٤ -[ء،,و٨ "ق
 م. البرهان أتممنا قد نكون وبهذا

A [ر كانت إذا = [aالدرجة من مربعة مصفوفة٨ nالرئيسي القطر عناصر فإن 

(diagonal) A قطرية مصفوفة . إن ونقو i=1,2,...,n a حيث A هي  للمصفوفة

,a كان إذا =  أو الوحدة مصفوفة هي القطرية المصفوفة إن ونقول ،i زو لكل0
=,a كان إذا(identity) المحايدة =i لكل1 1,2,...,nالوحدة لمصفوفة عادة .نرمز 

١١



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 المصفوفات في الوحدة مصفوفة تلعب لدينا. معلومة الدرجة كانت إذاI أو1 م بالرمز
,A1 العلاقة تحقق أنها أي الحقيقية. الأعداد في1 العدد دور المربعة =1,A =Aلكل 

 ذلك(. من )تحققn الدرجة منA مربعة مصفوفة

 المصفوفة.(trace) أثر مفهوم بتقديم البند هذا ننهي

(١،٩) تعريف

A[ كانت إذا = [aالدرجة من مربعة مصفوفة nأثر نعرف فإننا Aونكتب 

tr0A). t٣(A)=2a ٨: أن أي الرئيسي. القطر عناصر مجموع أنه على

tr(A)=1+5+(3)=3فإن ت٠ : :
(١ ،٧ مثال)

3 : اعدا:2-
2 -3

 والتي المربعة المصفوفة لأثر الأساسية بالخواص التالية المبرهنة تزودنا

 للقارى. كتمرين برهانها نترك

(١ ،4) مبرهنة

: فإنkeR وكانn الدرجة من مصفوفةB وA من كل كانت إذا

tr(A+B)=t(A)+tr(B) ( .( ا tr(A")=t(A) (١)٠

.tr(AB)=tr@BA) ( .( ؟ tr(kA)=k tr(A)()
4.A (°)["tr(AA عناصر مربعات مجموع يساوي

١٢



 المصفوفات

(١ تمارين)،

،،=B إ٢١٠٩ C= 0 23 1 5

6 1 4 ان:ا،3 1 3

3  =إ::و0
3 [م 2 4

 ذلك. أمكن إن المبينة المصفوفة احسب ؟(٠ (إلى) )ا من التمارين في

.D-E (2) . D+E ()

.7C (٤) . 5A (٢)

. 4E- 2D (٦) .2B--C (٥)

.C-C (٨) .-30D+2E) (٧)

. trOD -3E) (10) . trOD) (٩)

. tr(A) (١٢) . 4tr(7B) (11)
.p' El (١٤) . 2A"+C (١٣)

.A'+sc" (١٦) .0D-E)' ('°)
.c"-C (١٨) 1 CT A د١ (1٧)• 4 2

.AB (٢0) . 3E"- 2D" (١٩)
. A(BC) (٢2) . BA(2١)

. t(c' A"+2E") (٢٤) .(B)A' (٢r)

. B'(cc-A"A) (٢٦) .4BC +2B (2٥)

. 3A-B'c (٢8) .DE"(ED)' (٢٧)

. tr/DE - ED) (٢0) . trODE + ED) (٢٩)

. B A بدلالة A-3B=6(A+3B) فعين2 ( كانت إذا(٣١

١٣



 وتطبيقاته الخطي الجبر

A B+A=A مصفوفة لكل m حيث x n B الدرجة من مصفوفة ( كانت إذا(٢٢
. B=0 m أن فأثبت x n  الدرجة من

. A=0 A=-A كانت إذا وفقط إذا ( أن أثثت(٣٣

 التالية المصفوفات من كلا أن فاثبت قطرية مصفوفةB وA من كل كانت إذا(٢٤)
: قطرية

.A+B( )A-B.( أ keR( ب )kA حيث ( ج
.3 1٠

0 ،٨٩-٨-0-61 أن فات ,ا=م ا' كانت بذا(٢٥) -2

. A=0تحقق التي2 الدرجة من المصفوفات جميع عين(٣٦ )

.A'=[تحقق التي2 الدرجة من المصفوفات جميع عين(٢٧ )

. A=A ( تحقق التي2 الدرجة من المصفوفات جميع عين(٢٨

.BA=0 AB ولكن =0 A وB يتحقق بحيث2 الدرجة من ( مصفوفتين عين(٢٩

 وكانnx1 الدرجة من مصفوفةB وmxn الدرجة من مصفوفةA كانت (إذا٤٠)

AB=0تكون أن الممكن من فهل A=0؟ 

.AB- BA=1 B أن بحيث2 الدرجة من A و ( مصفوفتين وجود إستحالة (بين٤ ا

m الدرجة من مصفوفةA وn الدرجة من مصفوفةB إذاكانت(٤٢) x nحيث 

. BC =I n تحقق C الدرجة من AB مصفوفة وجود استحالة فاثبت =0

(. ،٤) المبرهنة فقرات اثبت(٤٣)

 مصفوفةAB أن فأثبت م الدرجة من قطرية مصفوفةB وA من كل كانت (إذا٤٤)

. AB =BA  وأن قطرية

: أن أثبت.n الدرجة من مصفوفةB وA من كل لتكن )ه؟(

.(A+B)=A3+2AB +B2 AB كانت إذا وفقط إذا =BA( ( أ

١٤



 المصفوفات

.٨4- R=(A-B)(A+B) =AB كانت إذا وفقط إذا BA ( ( ب
. A pl -B' A" AB كانت إذا وفقط إذا =BA ( ج)

٠-٠0 10 0
0 "ا »لى٦١-c. داا"٨/"- ا' ولك2 ادرجة من مصفوفة٨ 01 0

:٠٤٢٠,ba
AB -BA . ر" أن( كانت إذا أ( ,8eR =A حيث  'ا فائت

0 a

.s٤.a 0
. ه٠8 ءR حيثA ]ا= ا' أن فانبتAc-cA كانت )ب(إذا

b a

AB كانت ,إذا2 الدرجة من مصفوفة٨ لتكن(٤٧) =BAمصفوفة لكل Pمن 

، ٤٤٤,(a  ء0
. ا' أن فأشبت2 الدرجة aeR  حيث٨ أا=

0 a

AA"-0 mxn حيث الحقيقية الأعداد على A الدرجة من مصفوفة ( كانت إذا(٤٨

. A=0  أن فاثبت

 فأثبتA4=0 وA-A حيث"n الدرجة من مربعة مصفوفةA كانت إذا(٤٩)

.A=0  أن

BA وAB-A حيث مربعة مصفوفةB وA من كل كانت إذا(٥٠) =Bأن فأثبت 
. B2=B ٨=A3 وأن

.(1A)-1-A -A4 أن فأثبت A A حيث مربعة مصفوفة (o١) كانت إذا

. مربعة مصفوفة٨ حيث٨3-I(-٨-١()٨٦١٨+١) أن أثبت(٢)
nx الدرجة من مصفوفةA أن لنفرض(٥٣)  أن ولنفرضAA-I حيث1

.H=١ 2٨٨"،H=I( . )ا أن: أثبت I' I=1(ب )

٠0 1-1 010 {ا-ه.ا »باعت'

١٥

٤ د1.4 0 ن فانت ام



 وتطبيقاته الخطي الجبر

%A%+2AB +B(ة A+B)ولكن 

٠(A+B A3+3A4B= ر +3AB? +p3

-AB]=AB لتكن(٥5) BA[لكل Aو Bالدرجة من n.أن أثبت 

[[AB1C]+[[BC]A]+[CA1B]-0( ( أ
٠[(A+B)C]=[AC]+[BC](ب )

٠[[AB]C]=[A[BC]] ( يكون أن الضروري من هل ج(

.2 الدرجة من مصفوفةC وB,A من كل (لتكن٥٦)

. t٢(AB- BA)=0 ( أن أثبت أ(
keR A2=kI حيث )tr أن فاثبت A)=0 ( كان ب(إذا

٠(AB-BA)?C=C(AB- BA) ( أن أثبت( ج
(oY)كانت إذا Aوكانت مربعة مصفوفة A=Aر"0 و= A-A)فأثبت 

. (AA' ١=٨٨" أن

 الأولية الصفية العمليات(١،٢)
Elementary Row Operations

 نستخدم حيث حلها وطرق الخطية المعادلات أنظمة الثالث الفصل في سندرس

 التعرف بصدد نحن ما وهي المختزلة بالمصفوفة تعرف خاصة مصفوفة الغرض لهذا

 العمليات تسمى المصفوفة صفوف على عمليات ثلاث البند.سنجري هذا في عليها

elementary) الأولية الصفية row operation)وهي :

. المصفوفة من صفين أي ترتيب )ا(تغيير

. صفري غير بعدد المصفوفة صفوف من صف أي )ا(ضرب

٢١ ٤



 المصفوفات

 أخر. صف إلى الناتج وإضافة بعدد المصفوفة صفوف من صف أي ضرب )؟(

 ا،ا(٠) تعريف

(row equivalent) P صفيًا متكافئتان A و B إن نقول مصفوفتين. A و  لتكن
A ونكتب - Bالعمليات من منته عدد أي بإجراء الأخرى من إحداهما على حصلنا إذا 

. الأولية الصفية

 ملحوظات

. B A درجة تساوي A درجة أن الواضح من فإنه -B ( كانت ا(إذا

: المصفوفة على المجراة الصفية العمليات لتوضيح التالي الترميز نستخدم )ا(

 ز(. بالصف ز الصف استبدال )تعنيR ر, )أ(

kR, ( ).( ب k ( و0 بالعدد ز الصف ضرب تعني
 ز(. الصف إلى الناتج وإضافةk بالعدد الصفز ضرب )تعنيkR, )ج(

 نحصل أن الواضح من فإنه أولية صفية عملية بإجراءA منB على حصلنا إذا )؟(
: وهي السابقة الأولية الصفية العمليات بعكسB منA على

R,( ),R'( أ ),,HR-( ب ( جذ

 من عدد على الحصول يمكننا أنه الواضح من فإنه مصفوفةA كانت )(إذا
 من نوعين على البحث سنقصر ولكننا.A للمصفوفة صفيا المكافئة المصفوفات

 الخطية. المعادلات أنظمة لحل نستخدمها والتي المكافئة المصفوفات هذه

(١،١ تعريف)ا

 صفية درجية صيغة على تكونA المصفوفة إن نقول

(row echelon for)التالية الشروط تحققت إذا •

١٧



 وتطبيقاته الخطي الجبر

1 يساوي فيه صفري غير عنصر أول يكون أن يجب صفري غير صف )ا(كل

.(leading element ( المتقدم العنصر يسمى

. المصفوفة أسفل في تكون أن يجب وجدت( )إن الصفرية الصفوف )؟(

 أن يجب الأعلى الصف في1 المتقدم العنصر فإن صفريين غير صفان وجد إذا(٢)

 الأسفل الصف في1 المتقدم العنصر يسار على يكون

(١ ،٨) مثال

7531
1 3 5

 و410 المصفوفتين من كل
01« ٥٥ 0 على 1
3

 صفيه. رجيه صيغه
10 0

0 0 0
100 0

2 3 5
o .  صفية درجية صيغة على ليست فإنها104 المصفوفة أما

0 0 0

 إن ؟ لها صفية درجية صيغة نجد أن نستطيع فهل مصفوفة٨ كانت إذا

 الصفية العمليات تستخدم خوارزمية الآن نقدم حيث نعم، هي السؤال هذا على الإجابة

. A  مصفوفة لأي صفية درجية صيغة لإيجاد الأولية

(١ ، خوارزمية)ا

: صفية درجية صيغة إلىA تحول التالية الخطوات مصفوفة.A لتكن

١



 المصفوفات

 العملية استخدم.J, وليكن صفري غير عمود أول وعين المصفوفة يسار من )ا(ابدأ
 صفري. غير,[ العمود من الأول الصف من الأول العنصر )ا(لجعل الصفية

 وجدته الذي الصفري غير العنصر )؟(لجعل و )ا( الصفية العمليات استخدم )ا(
 أصفارًا. م[ العمود عناصر وباقي1 العدد مساويًا )ا( بالخطوة

 في صفري غير عنصر على يحتوي1 أخر عمود لإيجاد اليمين إلى الآن )؟(تحرك

 العنصر هذا لجعل الصفية العمليات استخدم ثم ذلك، اسفل صف أي أو2 الصف
 أصفارًا. أسفله التي والعناصر ا

 الصفوف حيث ورلا,,[...,J, الأعمدة على تحصل حتى المنوال هذا على استمر(٤)

.(m=0 ,r+1,r+2 يكون أن الممكن )من أصفارًا جميعها ..., r+m

. A () للمصفوفة الصفية الدرجية الصيغة على حصلت قد وتكون هنا توقف

 ملحوظة

 في لمساعدتنا الصفية الدرجية الصيغة نستخدم سوف بأننا ذكرنا وأن سبق كما

 بطريقة تزودنا(١ )ا، الخوارزمية بأن ننوه فإننا ولذا خطية معادلات أنظمة حل
 الطريقة ليست ولكنها الألي بالحاسب الاستعانة أردنا إذا البرمجة وسهلة واضحة

 كثيرة( حسابية عمليات هناك كان إذا )وخاصة معينة حالات في لأنها كفاءة الأكثر

 الوقت في ولكننا مختصرة طرق استخدام على القارئ نشجع فإننا ولذا مملة تكون
 في كثيرة خطوات دمج محاولته عند وخاصة الخطأً في الوقوع مغبة من نحذره نفسه

 واحدة. خطوة

(.١ ، الخوارزمية)ا لنا توضح التي الأمثلة بعض الآن نقدم

١٩



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 أبي>سدسه
(١ ،٩) مثال

 دا} ء
 الحل

• التالية المصفوفات على ا(نحصل ، )ا الخوارزمية باستخدام

2 2 2 4 6 ا:ا {د::1 1 2 1 6 :!:--٠' 1  ي.2
-4 -11

1 ر 1 1 2 1 1 1
-R 3 رء10 5 SR»103 ر

4 2 4

0 -5 -4 -11 0 0 -]

4

1 1 1

2،-4R, 0 1 ±
4

0 0 1

: هي للمصفوفة الصفية الدرجية الصيغة فإن وبالتالي

 و.
0 0

٢٠
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 المصفوفات

(١ ،١0) مثال

021 7121

134-]421

 صفية. درجية صيغة علىA ا=251542-3 المصفوفة/ ضع
268-2842
7062121

 لب

 الحل

: التالية المصفوفات على نحصل(1 ، الخوارزمية)ا باستخدام
1 2 1 2 1 0 7
0 0 3 -3 3 3 - 6

A -١٣٨٠-٦٢ د٠-280٠- م/ر 0 3 -3 3 -2 -11
0 0 6 -6 6 6 -12
0 0 0 0 5 0 0

1 2 1 2 1 0 7

 م!
0 ا0٠ 1 -1 1 1 - 2

»
0 و2 3 - 3 3 - 2 -11

0 0 6 - 6 6 6 - 12
0 0 0 0 5 0 0
1 2 1 2 1 0 7
0 0 1 -1 1 1 -2
-٧٥٠»٠٠ ار٥ 0 0 0 0 -5 -5
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 5 0 0

1 2 1 2 1 0 7
0 0 1 -1 1 ١ -2
oر/ »» 0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -5 -5

٢١



 وتطبيقاته الخطي الجبر

1 2 1 2 1 0 7

١

/0
0 1 -1 1 1 -2

-R, .Rو s
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 -5 -5
0 0 0 0 0 0  ما0

1 2 1 2 1 0 7

--R,
:0

0 -1 1 1 -2
5 0 0 0 ١ 0 0

0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0

. A  للمصفوفة الصفية الدرجية الصيغة هي الأخيرة والمصفوفة

 يعرف ما على (لنحصل١ ، الخوارزمية)ا على تعديلا نجري أن نستطيع

.(reduced row echelon fom)  للمصفوفة المختزلة الصفية الدرجية بالصيغة

(١،١٢) تعريف

: يلي ما تحقق إذا مختزلة صفية درجية صيغة علىA المصفوفة تكون

 صفية. درجية صيغة علىA )ا(
 بإسثناء أصفارًا المتقدمة العناصر على تحتوي التي الأعمدة عناصر جميع )ا(

. المتقدمة العناصر

(١ ، )ا الخوارزمية نستخدم مختزلة صفية درجية صيغة فيA مصفوفة لوضع

 العناصر على تحتوي التيJ ,وآر,...,J, الأعمدة إيجادنا عند وهو ألا بسيط تعديل مع
 أعلى الواقعة العناصر جميع لجعل الأولية الصفية العمليات نستخدم فإننا المتقدمة

 الأملة. ببعض ذلك نوضح أصفارا. الأعمدة هذه من لكل المتقدم العنصر

٢٢



 المصفوفات

(١ ،١١) مثال

 مختزلة. صفية درجية صيغة في
5

 :-ه
6
 دسربب

 الحل

 إبإاه ازز.-
 و:بى•• اي:

0 0 80 =? ;

 إ;·إ و"ب--
 م لسرمه لديه سية رية سيند بير:مر بمرمة باهى
(١ ،١٢ مثال)

-37
A على ·هم[ة صفدة حدة صدغةد 23 . محر ر ر،.-15 المصفوفة ضع

1062

 الحل

1 ;-11}-١2 5  ا١٨
0 ١ 3-2R,2.-و R,,3 اA 3

0 ٩ 122 6 10 3

٢٣



 وتطبيقاته الخطي الجبر

9١ ي :إ-٦٥ا
00

• A  للمصفوفة المختزلة الصفية الدرجية الصيغة هي الأخيرة المصفوفة فإن ولذا

 ملحوظات

 وحيدة.A لمصفوفة المختزلة الصفية الدرجية الصيغة أن إلى القارئ انتباه )ا(نلفت

 جدا مهم المختزلة الصفية الدرجية الصيغة في الصفرية غير الصفوف عدد )ا(

 قادم. فصل إلى الرتبة دراسة سنؤجل ولكننا المصفوفة(rank) رتبة ويسمى

(1 ،٢) تمارين

١٠ كلا• لمصفو الأتة فات على صبغة در ·-·لة صفدة حدة . محر.٠. من صع
1121

1 3 1 7
3 ر» ١

-1 41

312
. 3 -2 41 ()

1
4 I 9 6

411- 3

0 2 4:.:٠

٢  ن}

1 2 1

531 م،
« و ا0)

3 7 7



 المصفوفات

} : ٠
1 3 -2 0 2 0
2 6 -5 -2 4 -3

0105٥٥ )(اور٥
2 6 0 8 4 18

1 3 -2 -1 0
2 6 3 1 1

(٨)
6 4 -5

0 0 1 1 0 ٧·2 3 5 ()

2 6 4 2 -2
 ا

1 2 1 2 1 0 7
1 2 4 -1 4 3 1

•
3 1 1

4 5 1 5 -2 3 (10) -2 1 1 (٩)
2 4 8 -2 8 6 2 7 -1 1
1 2 1 2 6 0 7

 المصفوفة معكوس(١ ،٣)
Inverse of Matrix

 يكون متى ونبين المربعة المصفوفات على دراستنا نقصر البند هذا في
 معكوس لإيجاد الأولية الصفية العمليات نستخدم ثم معكوس مربعة لمصفوفة

 في ندرسها المصفوفة معكوس لإيجاد أخرى طرق وجود عن ننوه ولكننا المصفوفة.
 القادم. القصل

(١ ،١٣) تعريف

(inverse) B معكوس . لمصفوفة إن نقول n A الدرجة من مربعة مصفوفة  لتكن

. AB =BA=[وكان n B الدرجة من مربعة مصفوفة A كانت إذا  للمصفوفة

٢٥



 وتطبيقاته الخطي الجبر

(nonsingular) (invertible) شاذة غير أو A للعكس قابلة  إن نقول الحالة هذه في
: أن أي.A" بالرمز عادةA المصفوفة لمعكوس ونرمز

. AA!=AA=1

(١ ،١٣) مثال

٨ 'ا- سدية[, سع ، قاز-ة
 الحل

٠1 0-3 7 31
٠٩ أ- -إ"إ-إ':ا٥ ا 0 1-2 ٦7 2 1

٠1 0-317 3 »- ا ا['٠١ 0 12 1-2 7

 ت.B=A'- فإن:

(١ ،١4) مثال

. معكوس نما لبس ا"ا=ه ا] المصرفة ان نبت

 الحل

٠a b.
 غدني،.A معكوس هيB "ا= ا' ا لنفرض

c d

1 0c d0 1 a b. ٠٠٠٠ بالد -قه:} :ا-ي 'ا-ا، ، 0 1c d01 c d

 ت معكوس. لها ليسA إذن مستحيل. وهذا

٢٦



 المصفوفات

 معكوس يوجد أن الضروري من ليس (أنه١ ا،٤ المثال) من لنا يتبين
 مصفوفة معكوس لوجود والكافي اللازم الشرط البند هذا في نقدم مربعة. لمصفوفة

 قبل ولكن وجوده. حالة في المعكوس هذا لحساب بخوارزمية القارئ ونزود مربعة
 للعكس. القابلة المصفوفات خواص بعض ندرس دعنا ذلك

 وجوده. حالة في المعكوس وحدانية لنا تثبت التالية المبرهنة

(١ )ه، مبرهنة

 فإنA للمصفوفة معكوساC وB من كل وكان مربعة مصفوفةA كانت إذا

.B=C

 البرهان

: فإنA للمصفوفة معكوسC وB من كلا أن بما

.AC=CA=I AB-BA=I و

 .مC=C1=C(AB)=(CA)B=IB=B ، إذن

(١ ا،6) تعريف

A k نعرف فإننا سالب غير صحيحا عدذا A وكان مربعة مصفوفة  كانت إذا

: كالتالي(inductively) استقرائيا

. k>0 Ak"=AA لكل I=% و٨

. A=( A') A نعرف فإننا معكوس  للمصفوفة كان وإذا

 صحيحا عدذاm وk من كل وكان مربعة مصفوفةA كانت إذا أنه نرى أن السهل من
: 'A فار جيا ٨="٨km •= إا مي.

٢٧



 وتطبيقاته الخطي الجبر

. نفسها الدرجة من مربعة الواردة المصفوفات جميع التالية المبرهنة في

(١ ،٦) مبرهنة

. I-'=1 ( أن أي ، نفسها هي] الوحدة مصفوفة معكوس ا(إن

 ويكون كذلك معكوسA'- للمصفوفة فإن معكوسA للمصفوفة كان إذا )؟(

. (A-)'-٨

 وأن كذلك معكوسAB للمصفوفة فإن معكوسB وA من لكل كان إذا )؟(
.(AB)=B-'٨-'

 للمصفوفة فإن معكوساA,,A,,٠..,A المصفوفات من لكل كان إذا(٤)

. (A١A٥..٠ A٨)=A'.٠٠ A;'A٨' وأن كذلك معكوس٨,A,٠٠A٨

 وأنk2 ا لكل كذلك معكوساA للمصفوفة فان معكوسA للمصفوفة كان إذا(3)

.(A')'=(A'  ر

 كذلك معكوسrA للمصفوفة فإنreR+0 وكان معكوسA للمصفوفة كان إذا(1)

. (rA  !ر٨ ا- وأن
r

 وأن كذلك معكوسA" للمصفوفة فإن معكوسA للمصفوفة كان إذا(٧)
.(٨ (-'/أ٨ /ا-

 البرهان

.٢='١ فإنII=1 أن )ا(بما

A فإن موجودA' أن )ا(بما A-'=I=A-'Aالمعكوس وحدانية باستخدام .ولذا 

. ( A)'=A A. أن أي A معكوس هي  أن نجد

٢٨



 المصفوفات

A(B=('B'A)(AB أن بما )؟( B!)A'=A1A'=A A'=1)وأن 
.(BA')(AB)=B'AA)B=B1B=BB=I

.( AB)'=B'A-'  أن المعكوس وحدانية من نجد فإننا

. k ( على الرياضي الإستقراء باستخدام ؟(

. محققة العبارة أن الواضح من فإنهk=1 كان إذا

.(٢) الفقرة باستخدام صحيحة العبارة فإنk=2 كان وإذا

 أن أيk=m عندما صحيحة العبارة وأنk>2 أن الآن لنفرض

"٠٠٠A٥A٢"A٨("=A٥٠٠٠A٨A١.)الآن :

.(A١ A٥٠٠٠٨٨٨٨٠١)"-A٨٠١(٨١ A٥٠..A٨)"=A٨٢A,'٠٠٠A٨"

.k=m+1  عندما صحيحة العبارة ، إذن

.A=A٥=٠٠٠=A٤=A ( بوضع وذلك)( الفقرة من خاصة حالة الفقرة هذه(9

. (rA)('A-ا٢(- (')AA'=11=٦)٢ لاحظن)
rr

.±(٨ ()اrA"=)٠٢٨A=١١=I وأن
rr

. (rA)=  ا٨ ا- إنن،
r

. A"(A!)'=(AA)=r=1 ( أن لاحظ(٧

.(Aا١ " A"=(AA')=1l=1  وان

 (.مA)=("A آر' إذن،

 كان إذا ما معرفة خلالها من نستطيع طريقة إيجاد محاولة إلى الآن ننتقل
 الطريقة تعتمد المعكوس. هذا نحسب فكيف كذلك كانت وإذا معكوس.A لمصفوفة

٢٩



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 المصفوفة هو بسيط مفهوم وعلى الأولية الصفية العمليات على الآن نقدمها التي

. (elementary matrix)  الأولية

(١،١٥ تعريف)

 حصلنا إذا أولية مصفوفةn الدرجة منP المربعة المصفوفة إن نقول
 الأولية. الصفية العمليات من فقط واحدة عملية بإجراء] الوحدة مصفوفة من عليها

(١ ،١٥) مثال

 إجراء منE على نحصل لافنا ونك اولية مصفوفةE ]ا= ا"إ المصفوفة

 المصفوفة فإن كذلك.1 الوحدة مصفوفة على(5R الصفية), العملية

 سسهه ابهرا. وسد أ-ءم.سريد«ةدد ابأ

• با-م.، 0

4
 سواء دا ا« رل

4 0

 ت.] الوحدة مصفوفة على(R5), الصفية

-1 3

6 ا،.
0 2

-1 3
4 14

 الصوفةاة غى نصدA الصوفة عى»s قنية,

 بإجراء و] من عليها نحصل التي الأولية المصفوفة هيE كانت إذا أخرى ناحية ومن
 أن نجد فإننا نفسها العملية

٣٠



 إ.،
 المصفوفات

0 0 ١ 0 2 3 0 إ؟ إ"ز،1 1 ١ 4 4 0 6

36 =B
20
3-1

15144 ا

: لدينا عامة وبصورة

(١ ،٧) مبرهنة

 التي الأولية المصفوفة هيE وكانتmxn الدرجة من مصفوفةA كانت إذا
 تساويEA المصفوفة فإن الصفية العمليات أحد باستخدام ما من عليها نحصل

 نفسها. الأولية الصفية العملية بإجراءA من عليها نحصل التي المصفوفة

 البرهان

 صفري غير بعدد صف ضرب عملية هي أولية صفية لعملية المبرهنة سنبرهن

. للقارى تمرينا الحالات بقية ونترك

8١٨a5a,  ر

a ٨  حصلنا التي الأولية المصفوفة هيE وأن٨=١,a رa٥ م أن] لنفرض•

a,٠8,28,١

. c ,R بالعدد  الصف بضرب1 م, من عليها
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

=EAلدينا .كذلك 

8,, a,  و

a5 a ر ٨ و

ca  رca ر

a,,
44 م

ca  أن الواضح من ، عندئذ

a٨٠٠٠، 48٨ أ

 م. الباقيتين الحالتين برهان يمكن وبالمثل.A ر-

a\٨a,ر8 ور٠٠٠ 

aرو&&4 و٥٨٠٠٠ 

C4@ca٤ C8٠٠٠٤

8٨ ا8٠٠٠84 ة

 ]بإجراء من عليها نحصل التي الأولية المصفوفة هيP أن الآن لنفرض

 معكوس بتطبيق وذلكP امن على الحصول نستطيع أولية. صفية عملية

. E  على الصفية العملية

: هي الأولية للمصفوفات الرئيسية الخواص أحد إن

(1 ،٨) مبرهنة
 أيضا. أولية مصفوفة ومعكوسها ، معكوسا لها فإن أولية مصفوفةE كانت إذا

 البرهان
F E أن لنفرض أولية. صفية عملية باستخدام] من  على حصلنا أننا لاحظ

 العكسية. الصفية العملية بإجراء1 من عليها نحصل التي الأولية المصفوفة هي

=FE إذن، EP=1فإن .ولذا Fأن كما أولية. مصفوفة -!F=Eم. 
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 المصفوفات

 ملحوظة

. A-B A وأن مربعة مصفوفة  أن لنفرض

 معكوساB للمصفوفة أن نرى أن السهل من فإنه معكوسA للمصفوفة كان إذا

 أيضتا

A  مربعة لمصفوفة يكون لكي والكافي اللازم بالشرط التالية المبرهنة تزودنا

 معكوس.

(١ ،٩) مبرهنة

• متكافئة التالية العبارات جميع فإنn الدرجة من مربعة مصفوفةA كانت إذا

. A ( للمصفوفة معكوس ا(يوجد

.1٨ هيA للمصفوفة المختزلة الصفية الدرجية الصيغة )؟(

 الأولية. المصفوفات من منته عدد ضرب كحاصلA كتابة يمكن )؟(

 البرهان

 الصفية الدرجية الصيغة هيB وأن معكوساA للمصفوفة أن :لنفرض )ا(e )ا(

 الملحوظة حسبP للمصفوفة معكوس يوجد ، عندئذ.A للمصفوفة المختزلة

 وأن لابد ، إذن ؟( )لماذا صفري صف أي على تحتوي لا فإنها .ولذا أعلاه

.B =L,  تكون
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

.1٨ هيA للمصفوفة المختزلة الصفية الدرجية الصيغة أن :لنفرض <)؟( )ا(
A, فإن ولذا lباستخدام ولكن الأولية. الصفية العمليات من منته عدد باستخدام 

 بضرب العمليات هذه من كل على الحصول نستطيع أننا (نعلم١،٧) المبرهنة
 أولية مصفوفات إيجاد نستطيع ولذا أولية. بمصفوفة اليسار منA المصفوفة

,EEA-1l...إ E.فان وبالتالي : E,..٠,<E,,E حيث

. A-E,' E,٠٠EL,=E' E'٠٠.E"
A, أن <)ا(:لنفرض(٢) = E, E, ... Eحيث ,Eأن بما أولية. مصفوفة 

 م أيضنًا. معكوسA للمصفوفة أن نجد فإننا ز لكل معكوسE, للمصفوفة

 مصفوفة. معكوس لإيجاد خوارزمية لتقديم(١،٩) المبرهنة استخدام الآن نستطيع

 أولية مصفوفات يوجد فإنه معكوسA لمصفوفة كان إذا أنه أولا لاحظ

,A =E,"E,'... E"1فان ولذا : ,E,E ر ...,Eحيث 

.A'=E...EL 1
 الأولية بالمصفوفات اليسار ,امن بضربA' على الحصو نستطيع أننا أي

E, , E, ..., Eنجد فإننا صفية عمليات إجراء يكافئ ذلك أن وبما التوالي. على 
 لنا تختزل,] على للحصولA على نجريها التي الأولية الصفية العمليات أن

. A' I إلى  المصفوفة

• التالية الخوارزمية على نحصل فإننا ولذا

(١ ،٢) خوارزمية

 مربعة. مصفوفةA لتكن

A[ لتحويل الأولية الصفية العمليات استخدم )ا( /I[مختزلة صفية درجية صيغة إلى 

٠[B/ C]  وليكن

٣٤



 المصفوفات

.C=A' B=I فإن ( كانت إذا(2
. A B=I للمصفوفة معكوس يوجد لا فإنه ( كانت إذا(٢

(١ ،١٦) مثال

 -سدا:}ا،
 الحل

 نستخدم نفسه وبالوقت أولية صفية عمليات باستخدام] إلىA نختزل أن نريد

 المحايدة المصفوفة نقرن الغرض ولهذا.A إلىI لإختزال نفسها الصفية العمليات

 العمليات عليها ونجري]A[]/ الصيغة من مصفوفة على لنحصلA المصفوفة مع

: الحل خطوات وإليك]I\A[' على لنحصل الصفية

٠3 1 1 0
-1/0 0

١١1 1 0 0 0 ب+إ ب، ، -١١ 0 0 2 إ1٠ 1

•
:

1 1  »إ:0
31 1

٥٥-/٥١
1 ١ 2 0
0 ١١7

١ 1١ 0 0١1  إيزبب.إا١
.340 از400١

04 إ

0 -ا0١

 /ا٥٥
-١/-7 ١

 :بو
0 0

٣٥



١ لخطي تطبيقا ته ٠ و٠0 الجبر

1 0 0-1 0 1
-8 ر«5-010 1 3

0 0 1 7 -1 -4

-1 0

3:
A-'= 7 ه ،5 1 : فإن ولذا

-1

(١ ،١٧) مثال

2 ز.

5 سرد(أي +سوس
8

 الحل

2 3 1 0
-4R3,-7R 1 ور ر 2 30 -36

1 0 0
5 6 0 1 -4 1 0
8 9 0 0 0 -6 -12 -7 0 1

-} 1 2 3 1 0 0
R 2 ر"د10 4 -٤  د)

3 3

0 -6 -12 -7 0 1

1 0 -1 -5 2

•0

3 3

-2R40,6R»2100 رد 0 0 4  ا-
3 3

1 -2

 معكوس يوجد لا فإنه أصفار جميعها اليسرى للمصفوفة الأخير الصف عناصر أن بما

 ت.A للمصفوفة
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 المصفوفات

(1 ،٣) تمارين

٠a bء -
 وأن معكوساA للمصفوفة أن فاثبتaa- ضe+0 وكانA "ا= ا] كانت إذا)(

c d
d -b1-١ . بم د  ء:+-، اء

 وجد(. )إن التالية المصفوفات من كل معكوس لإيجاد )ا( التمرين استخدم )ا(

1 2 1- م 3
2 «(ي لا ا و)(

1 0

١: 3١٠ 2 ٥ إ)€( 3

 وجد(. )إن التالية المصفوفات من كل معكوس أحسب )؟(

1 ٦7 121 2 1
053 )ب(5-21 )ا(

2 3 51 7 ١

11 21 4 2
332 )د(111 )ج(

1 2 44 1 4

254-11 1 3 5
0 0 -100 0 7 6

٥-١5 ج)(- ه1-2-2 (ا

0-1-101511
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.- ل لجبر ر لخطي تطقاته

1 2 0 1 1 1 2 3 0 0
-1 ١ 1 -1 ١ ١ 1 0 0
0 -2 3 -1 2 () 0 5 ا 1 0 )د(/
1 1 -2 0 1 0 0 1 2 2
0 0 1 0 5 0 0 0 0 1

 أمكن )إن أولية مصفوفات ضرب كحاصل التالية المصفوفات كلامن (أكتب٤)

 ذلك(.

0 2 1 .: /-:٠٠
1 0 -3 1 0 2-:] !ا:٠٠ ;إ2 2 15 2 1 6

 أيضنا. أولية مصفوفةE" أن فأثبت أولية مصفوفةE كانت إذا(٥)

A +B B للمصفوفة يكون أن الضروري من فهل معكوس A و ( من لكل كان إذا(٦
 ؟ معكوس

. B=C AB أن فأثبت =AC A وكان معكوس ( للمصفوفة كان إذا ؟(

،A وكان معكوسA للمصفوفة كان إذا(٨) 3A+I=  أن فاثبت0
. A-!(1-  رم

2

. معكوسA للمصفوفة ليكن)(

٠(1-٨-')١+A A3=0 أن فأثبت ( كانت إذا أ(

A3 =0 ٨A+1+A-(A-1).( كانت إذا ب( ٦ أن فاثبت

 ؟ )أ(و)ب( الفقرتين تعميم تستطيع هل )ج(

AB وكانتn الدرجة من مصفوفةB وA من كل كانت إذا ا(٠) =BAأن فأثبت 
. (AB)4= A2B?

٣٨



 المصفوفات

AB وكانتn الدرجة من مصفوفةB وA من كل كانت إذا(١0) =BAأن فاثبت 
. (AB) = A2B?

 وكان معكوس منهما ولكلn الدرجة من مصفوفةB وA من كل كانت إذا ا(١)

. AB =BA %(AB) أن فأثبت = A3B

 معكوس. منهما ولكلn الدرجة من مصفوفةB وA من كل لتكن(1٢)

. A-ا +B=A'(A+B)B ( أن أثبت أ(
A للمصفوفة كان إذا )ب( +Bللمصفوفة معكوس يوجد أنه فأثبت أيضا معكوس 

. (A +B')'=B (A+ B)' A 'A-'+B وأن

. n B الدرجة من مصفوفة A و ( من كل لتكن(١٣

.A(+BA)=(+ AB) A ( أن أ(أثبت

.(I+ BA) B=B(1+ AB) ( أن أثبت ب(
+I للمصفوفة كان إذا )ج( ABللمصفوفة معكوس يوجد أنه فأثبت ، معكوس 

.(+BA)'1-B(+ AB)'A BA+ وأن1
. A"=1 ( يكون بحيث3 الدرجة من مصفوفات ثماني عين ا(٤

• ممكنة صورة بأبسط التالية المصفوفات من كلا أكتب(1٥)

. (A +B)(A-' B')(ب ) .A(8+A')BA')( ( أ

AB B و A و n من لكل وكان B الدرجة من A و ( من كل كانت إذا(١٦

A' يكون أن الضروري من فه ، معكوس +B)'= A-'+B)؟ 

: X ( لإيجاد التالية المصفوفية المعادلة (حل١٧

.A(X+B)A'=C

"A وAA من" لكل أن فأثبت ، معكوسA للمصفوفة كان إذا(١8) A.معكوسا 

٣٩



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 خاصة مصفوفات ا( )،،

Special Matrices

 خاصة طبيعة ذات مصفوفات على الفصل لهذا السابقة البنود في تعرفنا لقد

 الأولية المصفوفة ، القطرية المصفوفة ، المحايدة المصفوفة ، الصفرية المصفوفة مثل

 المصفوفات من مزيدا البند هذا في نقدم لمصفوفة. المختزلة الصفية الدرجية والصيغة
 الأساسية. خواصها وندرس( الخطي الجبر في خاصة اهمية لها )والتي الخاصة

(١ ، ا٦) تعريف

 علوية مثلثية مصفوفةA إن نقول.n الدرجة من مصفوفةA=[a[, لتكن

(upper triangular)الرئيسي القطر أسفل تقع التي عناصرها جميع كانت إذا 

a <i. =ر0 أن أي أصفارا.  ز لكل

ower) سفلية مثلثية مصفوفةA إن ونقول triangular)[عناصرها جميع كانت إذا 

a, >i =ر0 أن أي أصفارا. الرئيسي القطر اعلى تقع التي  ز لكل

 سفلية. ملية أو علوية مثلثية مصفوفةA كانت إذا مثلثية مصفوفةA إن ونقول

 ملحوظة

. واحد أن في وسفلية علوية مثلثية هي القطرية المصفوفة أن لاحظ

(١ ،1٧) تعريف

 مربعة. مصفوفةA لتكن

. A"=A (symmetrie) كانت إذا A متماثلة ( إن ا(نقول

. A"=-A skew) كانت إذا - symmetric) A تخالفيًا متماثلة ( إن ا(نقول

٤٠



 المصفوفات

 ملحوظة

 في ولكننا حقيقية أعدادا عناصرها كانت معنا مرت التي المصفوفات جميع
 هذه مثل نسمي مركبة، أعداد عناصرها مصفوفات لدراسة نحتاج الأحيان من كثير

 الحقيقية. المصفوفات عن لتفريقها وذلك المركبة المصفوفات ، المصفوفات

•
1

2i
2-i :.:

(١ ،1٨) مثال

 ز ماسانب:
 مملة ايست فتهاc }ا= ا'ي الصوفة اا متمة.

(١ ،١٩) مثال

: تخالفيًا متماثلة التاليين المصفوفتين من كل

0

٠٠٠ 0 2-i•  و
0 2  :ا. او:1-
1 -7 0

 ملحوظة

 .وبصورةi ز, لكلa ر,=-a, فإن تخالفيا متماثلةA كانت إذا أنه لاخظ

,a, خاصة =-aأن .أي a,, =  جميعها الرئيسي القطر عناصر فإن .لذا ز لكل0

 أصفارًا.

٤١



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 من( تخالفيا )متماثلة متماثلة مصفوفة على للحصول بطرق تزودنا التالية المبرهنة

. مربعة مصفوفة

(١،١٠) مبرهنة

k وليكن مربعة مصفوفةA لتكن € R.عندئذذ :
(١")A Aمتماثلة. مصفوفة 

A )؟(" +Aمتماثلة. مصفوفة 
")"(A- Aتخالفيا. متماثلة مصفوفة 

 متماثلة.kA فإن متماثلةA كانت إذا):(
 تخالفيا. متماثلةkA فإن تخالفيا متماثلةA كانت إذا(٥)

 بحيث تخالفيا متماثلةC و متماثلةP حيثC وB وحيدتان مصفوفتان يوجد(1)

.A=B+C  يكون

 البرهان

')'(AA')=(A' A"=AA).ان أي "A A.متماثلة 

+A إذن" A.متماثلة . (A+ Al"= A'(A"=A'١A-A+A"(٢)

(A-A')'=A' ١(A")=A"-A''=A'-A=-(A-A')(٣)
-A" فإن ولذا Aتخالفيا. متماثلة 

.(kA)"=kA'=kA . فإن ثم ومن A"=A A فإن متماثلة ( أن (بما٤
 متماثلة.kA فإن ولذا

: فإن ثم ومن.A"=-A فإن تخالفيا متماثلةA أن بما)°(

٤٢



 المصفوفات

kA)"=kA"=K(-A)--kفإن (.ولذا٨ kAتخالفيا. متماثلة 

 تخالفيا متماثلةc='(A-A)" وأن متماثلةB-'(A+A)" ان لاحظ(٦)
22-

. B+c-± ٨ ا+٨ \+ا٨\-٨-"٨ ون
2222

 حيث تخالفيا متماثلةE وأن متماثلةD أن نفرض الوحدانية ولإثبات

A=B+C=D+E)ا( 

: الآن

(٢)٨"=(D+E)=D'+E"=D-E
: ان نجد أخرى مرة وطرحهما )ا(مرة )ا(و بجمع فإننا ولذا

: فإن ولذا . 2E=A-A" "2D=A+A و

. E-'(٨-٨")=c
2

B=("٨+٨)±-D وان
2

 .م وحيدتانC وB ، إذن

(١ ،٢٠ مثال)

 هشة صرمه ة. مشعه نمة مد :ه ز اعتاز

+A=B حيثC تخالفيا Cهما :

1 4 0
B='(A+A")=/4 3  ±إ

2 0} 4

٤٣



.٠ ل١٠٠ لجبر ر لخطي تطقاته

:10
01 TC=-(A-A)=-12 .ت
3-1 2

(١،١٨) تعريف

=A [ر كانت إذا [aالمصفوفة فإن مركبة مصفوفة ,]A= [aالمصفوفة تسمى 
.a ,a المركب العدد مرافق هو A حيث (conjugate) للمصفوفة  المرافقة

• التالية المبرهنة لنا تقدمها المرافقة للمصفوفة الأساسية الخواص

(١ ،1١ مبرهنة)

. A=A( ( ا
kc FA=(A) حيث (")

(A+B)= A+B (r)حيث Aو Bنفسها الدرجة من .
. n xp B الدرجة من m و x n A الدرجة من ()AB=(AB) حيث

 نتركها ولذا المركب العدد مرافق خواص من تنتج المبرهنة فقرات جميع
 م للقارئ. كتمرين

٤٤



 المصفوفات

(١،١٩) تعريف

 المرافقة المنقول مصفوفة(A") المصفوفة .تسمى مركبة مصفوفةA لتكن

. A coniugate) بالرمز لها ويرمز transpose)

 ملحوظة

. ٨=(A)' =(A")  أن لاحظ

- 0 1-i
. A=

: لأ]٠0٠  فان
0 1+i

A =  ء] م-و

(١،٢١ مثال)

 واقاا,'
20

٠٨/-١-' ا: ده

(١،١2 ر مبرهنة

: التالية الخواص تحقق العملية

.(A +B)=٨'+B() .(A')-A()
.(AB)'=B'A(٤) .ke€ '(A) حيث = KA' (")

 البرهان
 ع¥٤- ن ب [ا

. (A) =IGA] =[A)]" =(٨١lT"=A ()
. ، د د (A+B)'=(A+B)' =(A +B)"=(A)' +@B'=A'+B' (٢)

٤٥



 وتطبيقاته الخطي الجبر

. (kA)"=(A)" =(FN)" =KA)" 'Aة=
·٠ (AB)'=(ABر " =(AB)" =(B'(8)" =B٨"

(٣)
(٤)

(١،٢٠) تعريف

(unitary) A واحدية مصفوفة A إن نقول معكوس. لها مركبة مصفوفة  لتكن
. A'=A'  كانت إذا

(١ ،22) مثال
343  از} نرً رزا-»-ه .ه«ا،بي يثء«دسين

٠ و. ا;ا}٠: إ-إ
.A'-A'

1 ه؟

 فإن ولذا

 ملحوظة

=A فإن حقيقية مصفوفةA كانت إذا Aفان" ولذا A'= A.فإن وبالتالي 
Aكانت إذا وفقط إذا واحدية "A-=A، المصفوفة على يطلق الأحيان من كثير في 

. (orthogonal)  المتعامدة بالمصفوفة الحقيقية الواحدية

٨'٨-١ مدان استق سن مد،دس فجواءم

٤٦

(١٠٢٣) مثال
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 المصفوفات

 .حA=A" ان أي

(١،١ تعريف)

(Hemmitian) A هيرميتية مصفوفة A إن نقول مربعة. مركبة مصفوفة  لتكن
. A'=-A . كانت إذا تخالفيا هيرميتية إنها ونقول A'=A  كانت إذا

(١ ،٢4) مثال

-2

 هه بب:-ه
1-i

0
3
 ماي

. تخالفيا هيرميتية فهي  إ.ء
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(١ ،4) تمارين
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: أن أثبت.n الدرجة من متماثلة مصفوفةB وA من كلر لتكن(١)

AB )أ( +BA.ب( متماثلة( AB- BAتخالفيا. متماثلة 

. AB =BA AB كانت إذا وفقط إذا متماثلة ( ج)

 متماثلةAB أن أثبت.n الدرجة من تخالفينا متماثلة مصفوفةB وA من كل )؟(لتكن

. AB=-BA  كانت إذا وفقط إذا تخالفيًا
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

-2A أن فأثبت متماثلة مصفوفةA كانت إذا(٢) 3A+1متماثلة. مصفوفة 

A'A= A . كانت إذا A'= A A كانت إذا القوى متساوية ( المصفوفة إن ؟(نقول
. القوى ومتساوية متماثلةA أن فاثبت

: أن أثبت.n الدرجة من مصفوفةB وA من كل لتكن )ه(

A'B )أ( +B'A.ب( متماثلة( A'B -B'Aتخالفيا. متماثلة 

. منها الواحدية معكوس وعين واحدية التالية المصفوفات من أيا بين(1)
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 واحدية.A' أن فاثبت واحدية مصفوفةA كانت إذا(٧)

 إذا(nommal) ناظميةA المركبة المربعة المصفوفة إن (نقول٨)

.AA'= A'A  كانت

 ،,',أنطية لدمةا" قيا0١
 ؟ صحيح العكس هل ناظمية.A أن فأثبت هيرميتيةA كانت إذا )ب(

 ؟ صحيح العكس هل ناظمية.A أن فأثبت واحديةA كانت إذا )ج(

 هيرميتية.A المصفوفة تكون بحيثc وb،a من كلا عين(1)
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 المصفوفات

.::
b 2+4i •  وأن كذلك معكوسA" للمصفوفة أن فأثبت معكوسA للمصفوفة كان إذا(١٠)

(.٨٦(=)٨ )ا-
 أيضا. متعامدةAB أن فأثبت متعامدةB وA من كل كانت إذا ا(١)

 هيرميتيةA-A وأن هيرميتيةA+A أن فاثبت مربعة مصفوفةA كانت إذا(١٢)
 تخالفيا.

 هيرميتية )أو هيرميتيةkA أن فأثبت تخالفيا( هيرميتية )أو هيرميتيةA كانت إذا(١٣)
. keC  حيث تخالفنا(

 حيثC,B وحيدتان مصفوفتان يوجد أنه فاثبت مربعة مصفوفةA (إذاكانت١٤)

A=B+Cوحيث Bو هيرميتية Cتخالفياً. هيرميتية 

 تخالفياً. هيرميتية منها وأي هيرميتية التالية المصفوفات من ا(أي٩)
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 كانت إذا»i عاm رetene القر متساوية٨ المربعة المصفوفة ل )"ا(قرل

.• ير:
٤٩

 ب ندبا +ث،



 وتطبيقاته الخطي الجبر

. A=I A أن فأثبت معكوس ولها القوى متساوية ( كانت إذا ب(

 وأن معكوس2A-1 للمصفوفة كان إذا وفقط إذا القوى متساويةA أن أثبت )ج(
.(1-2A)'=1-2A
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