
 المحددات
DETERMINANTS

 المحددات

 الثاني الفصل

 يطلق بعددA المصفوفة نقرن أن بالإمكان فإن مربعة مصفوفةA كانت إذا
 المربعة المصفوفات مجموعة مجالها دالة المحدد أن أي المصفوفة. محدد عليه

 الحقيقية. الأعداد مجموعة المقابل ومجالها

 تزويدنا في توظيفها نستطيع حيث جدا الهامة الدوال من المحدد دالة تعتبر

 نستطيع كذلك حسابه. وطريقة المعكوس وجود مثل المصفوفة، عن هامة بمعلومات
 الثالث. الفصل في سنرى كما الخطية المعادلات أنظمة لحل المحددات استخدام

 المحدد (تعريف٢ )ا،

Definition of Determinant.

 الإستقرائي التعريف سنختار مصفوفة محدد لتعريف طريقة من أكثر هناك

(inductive،) نعرف ثم أولا2 و1 الدرجة من مصفوفة محدد سنعرف أننا أي 
. n n من أقل الدرجة من المصفوفات محددات باستخدام  الدرجة من مصفوفة محدد

: التالي الترميز يلزمنا التعريف هذا تقديم قبل

 ترميز

 من الجزئية للمصفوفة ترمزA ز, فإنn الدرجة من مصفوفةA كانت إذا

 ز. والسمودi الصف بعنف٨ المصفوفة من عليها نحصل التي٨-1 الدرجة

 فن٨٦ ة ر إأ قد ماك+ .سد
-1 0 3

٥١



 وتطبيقاته الخطي الجبر

1  و أ-،م0
2  ،إه ء1

(٢ )ا، تعريف

A . المصفوفة محدد يعرف n A=[a,] الدرجة من مربعة مصفوفة  لتكن

det له ويرمز Aأو( ]A)/كالتالي استقرائيا :

.det A= a ١ فإن

. det A= a١١ a2- a12 a21  فإن

 فإن

n=1 ( كان إذا(١

n=2 ( كان إذا(٣

n>2 ( كان إذا(٣

detA =a, detA,, -aر detA,و+٠٠٠-(+١ )""a,, detA١٨

 -بز-١ هه,ه"٨

(٢ مثال)ا،

1 3

 به إأ.ه٤
3 1

 د}2-
0

١42-41ر١-21
0301ا13 عهA ;ا«= .أد-")(+"

= (0-4)-3(0-12)-2(-1-6)

D .det A=46

٥٢

 فإن ولذا



 المحددات

(٢ ،2 مثال)

1-312

 ا,"· المصفوفة هيA كانت إذا
0-3 -2

A =/
02 1

2101

• نحدأ· (٢،١ ) ١ باستخدا فانه لتعر نقا  لا.•- م٠٠

.det A = 2det A - رر det A3-5ر det A- det A١٨

- 3 0 -2 0

•، A2=51 ر 0 A1=0 ر١ 0  ولكن
1 1

-3 -2 -3 -2

2;2• A١٨= 21 1 A= 21 1
0 0

: فإن ولذا

.A0(=0-1)2(+0+2)0(-1+0)2١ -=ر

. A١5=-3(0+1)-0(4+1)+2(2-0)=1

. A3=-3(2+0)+2(4+1)+2(0-1)=2

. A١٨=-3(1-0)2(2-0)+0(0-1)=1

det إذن، A  ،ت8-=1-(2)1-3-(0)2=

 حساب فإن المصفوفة درجة ازدادت كلما أنه (نلاحظ٢ )ا، المثال من
 محددها فإن4 الدرجة منA كانت إذا المثال سبيل فعلى مزعجًا أمرًا يصبح محددها

٣



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 وإذا حدا720 على يحتوي محددها فإن6 الدرجة من كانت وإذا حدا24 على يحتوي
 المليون ونصف ملايين ثلاثة من أكثر على يحتوي محددها فإن10 الدرجة من كانت

 إلى اللجوء دون المحدد لإيجاد أخرى وسيلة عن البحث من لابد إذن الحدود. من
 القادمة. البنود في للقار سنوفره ما وهذا التعريف

 من الأول الصف مستخدمين استقرائيًا المحدد بتعريف قمنا أننا لاحظ

 ما وهذا أخر عمود أي وحتى أخر صف أي استخدام بإمكاننا كان ولكن المصفوفة
 التالية. المبرهنة توضحه

(2،2) تعريف

 مصغرdetA, المحدد يسمى.n الدرجة من مربعة مصفوفةA لتكن

(minor)ر, العنصر a، العدد أما ,C, =(-) det Aالمرافق المعامل يسمى فإنه 
. a, (cofactor) للعنصر

(2 ،٣) مثال

2 5 -2 1
1 -2 0 1 /=A ا كانت اذا•
3 3 4 0 •

4 1 -1 6

2 -2 1

٩\=,١deuA"١,=)-C0 .ه 1/=-10  ا فا·
3 4 0

١

 ملحوظة

 مجموع عن عبارة هو المحدد هذا أن نجدdetA تعريف من أنه لاحظ

 أن أي المرافقة. بمعاملاتها الأول الصف عناصر ضرب حواصل

٤٥



 المحددات

. det A =a\ C +a5 C5+٠٠٠+ a١٨ C٨

 المصفوفة. في عمود أي أو أخر صف أي باستخدام المحدد ايجاد نستطيع الحقيقة في
 الثالثة. الدرجة من للمصفوفة ذلك نبين دعنا

•• ب 8 ر2

822

a32
 ي:

det A = a,,C, +a,,C5 +a,,C,  و
=a, a,,a) ر ,,a,,)-a,, وو (a,,a,و a,,a, a,,(a+( ر ,a رر ( ر رد&ر,ة

a5,a53, ر8 و,-83,a١= ، د a5a58 a+ ور a/385,835+ رر8 رو8 رو a,  ر33,85 ر

: أن إلى نخلص الحدود هذه ترتيب وبإعادة

det A =a٨ C,١+a١ C>+a3ر C,

=a ٥ ر CA١+ aa> Ca+ a53 CA3

= aو١ Cو١ + a52 Cر ;+ a3 Cو 

= a١١ C+ a2١ C١+a5 C

= a١2 C>+ a22 Ca+ a9 Cn>

= a3ر C + و a5د C+ a5د C3  و

 من للمصفوفة صحيًا يبقى3 الدرجة من للمصفوفة بعمله قمنا ما إن الحقيقة في

. برهان دون نقدمها التي التالية المبرهنة عليه تنص ما وهذا.n>3 لأيn الدرجة

(٢ مبرهنة)ا،

: عندئذ.n الدرجة من مصفوفةA لتكن

.1i< n detA=a لكل C١+a٠ C٨٥+٠٠٠+ a٨٨C (٨ ا(

٥٥



 وتطبيقاته الخطي الجبر

j لكلdetA=a١;C١ +رa ,دC.+,>٠٠+a٨ رC م )ب( < n>1م. 

(٢ ،4) مثال

١5 -22

١ 00 كانت اذا
det A =A لحساب الثاني العمود نختار فإننا ' ا

0 '40
2-]04

: لدينا يكون وعندئذ كثيرة. أصفار على يحتوي لأنه وذلك

det A=an٥ C١٥+ aa Ca+ a3و Cs>+ a2 C

0 -+ 0 + 0= an5 C5+

1 0 1

4 ىs وا
4 -1

=5[1(8+0)-0(6-0)+1(3-16)]

 ت.detA=-55 ، إذن

 من مصفوفة محدد لحساب فقط تصلح سريعة طريقة بتقديم البند هذا نختم

 للحصو التالي الشكل نستخدم فإننا3 الدرجة من مصفوفةA كانت .فإذا3 الدرجة

det A  المحدد حدود على

: يلي كماA محدد نجد أن الأن نستطيع

٥٦



 المحددات

- a,3A» a383det ر8 ر١-8 وو A =a,,8 + ,ر8 و, a, a+ ر8 ور8 رو  و8\,8 رو-8 رو84 ر8 ور

 المصفوفة هيA كانت إذا فمثلا

 فإن
1 0 1
3 4  :أ0

det A=8+0+(-3)-16-0-0=-11 : فإن ولذا

(٢ ، )ا تمارين

 المصفوفة. محدد أحسب)( إلى )ا( من التمارين في

3a a ٢ 2 3 (١)3 »() 1 -2

1 0 4 1 1 0
0 -2 3 () -١ 2 3 (٢)
2 -2 2 3 -4 4

1 -2 1 0 0 0 1 0
-1 0 3 3 0 0 2 0
0 3 4 -1

(٦)
0 3 -1 / (٥)

2
0 0 -1 2 5 -2 3 - 3

٥٧



 وتطبيقاته الخطي الجبر

-1 4 5 -2 -1 1 0 1

3 -12 7 -3
(٨)

3 1 1 " ١»١2 - 8 8 4 0 1 2 -3
1 - 4 -1 2 1 2 -3 2

k-1 1  =ا0 يكون بحيثk عين(1)
k2

 -إباب؟ »نابدع١

k-4 0 0
0 k 2 =ا0 يكون بحيثk عين)'(
0 3 k-1

1 0 -3
7 -1 --6/ يكون بحيث« قيم (عين١) 2 7
3 1-٨

1 3

sin0 cos0
- cos0 sin0 0l ( عين(١٣

sin0-cos0 sin0+cos0 1

٠ إ زي0 ج-ه" «اند 0 c0 ٤

b a- ٩ ا٥ كان إذا وفقط إذا AB =BA  أن أثبت
e d-f

A كانت إذا(١٥) det أن فأثبت0= A=0.؟ صحيح العكس هل 

A كانت إذا(١٦) =Bأن فأثبت det A= det B.؟ صحيح العكس هل 

٥٨



 المحددات

. 4e045 ٨) و de A ٠2« 'ا از ذاكتA=0 بين العلاقة هي فما 4

 كانت إذا(18) اقي:.،

. det A=(x (5-x3)(x٥- ر (X3-x١)

 المحددات خواص(٢ ،٢)

Properties of Determinants

 ه استخدام كيفية ونرى للمحددات الأساسية الخواص نقدم البند هذا في
 م هامة علاقة نقدم كذلك التعريف، إلى اللجوء دون مصفوفة محدد لإيجاد الخواص

 لها. معكوس ووجود مصفوفة محدد قيمة بين

(٢ ،٢ مبرهنة)

 فإن صفري عمود( )أو صف على وتحتوي مربعة مصفوفةA كانت إذا

. detA=0

 البرهان

det حساب عند Aأصفا عناصره جميع الذي العمود( )أو الصف باستخدام 

det أن بسهولة نجد فإننا A  م.0=

٥٩



 وتطبيقاته الخطي الجبر

(٢ ،٣) مبرهنة

 عمودين( )أو صفين على وتحتويn الدرجة من مربعة مصفوفةA كانت إذا

. det A=0  فإن متساويين

 البرهان

 تساوي حالة ونترك متساويين صفين على المصفوفة تحتوي عندما المبرهنة نثبت

.٠ على الرياضي بالإسراء هان الجر قدم الاولرد العالة تتيه الها السويين

: ثمفان ومن.A 'ا= ا' ف -م2 باكان
a١2ة١١ 

det A = aر١ a١2- a١١ a0=5ر 

. n=k+1>3 =n عندما إثباتها ونريد k>2  عندما العبارة صحة الآن نفرض
 بحيث ز نختار ز.ثم والصف4 الصف هما المتساويين الصفين أن لنفرض

: على نحصل المحدد لحساب ز الصف باستخدام ،i أ= و#&i يكون

.det A =(1)'a, det A٨-(+١)"a det A+ ٠٠٠+(-1)""a٨ detAI

 متساويين صفين على تحتويA,, المصفوفات من مصفوفة كل أن لاحظ

.det A,=0 k. أن نجد الإستقراء فرضية باستخدام ولذا  هي منها كل ودرجة
det فإن وبالتالي A  م البرهان. وينهي الإستقراء خطوة يثبت مما ،0=

(٢ ،4) مبرهنة

 فإنn الدرجة من( سفلية )أو علوية مثلثية مصفوفةA كانت إذا

. det A = a١ a2 ... aa٨

٦٠



 المحددات

 البرهان

. n  على الرياضي الاستقراء نستخدم

aa
: فان ولذا.٨ ""ا- اينا/"" يكون =،2 عندما

a,,0

.det A =a,&,, -0a,, = a,84و 

n يكون عندما صحيحة العبارة فإن ثم ومن  صيحة العبارة أن الأن لنفرض.2=
. k  الدرجة من للمصفوفات

3٩٨١ ر()8١

 ا لتكن
38(٤+)a5ا= و" Aالدرجة من علوية مثلثية مصفوفة 

3(٤٠١Y٤)00

k+1
4 ي٤

.det A=(-1)""a,, det A,, =a, det A,,  عدد
 و

 ­ءرددي،
: أن الاستقراء فرضية باستخدام نجد وبالتالي

. det A =a,, a ( ور٠٠٠8(٤ لإ+

(٢ ، نتيجة)ه

A . كانت إذا det A=a١١ a2 ٠..a ٨٨ فإن قطرية مصفوفة

١



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 البرهان

 على نحصل فإننا وبالتالي مثلثية مصفوفةA فإن قطرية مصفوفةA كانت إذا
(.٢،٤) المبرهنة بتطبيق النتيجة

(٢ ،٦) نتيجة

. det l =1 I فإن المحايدة المصفوفة هي  كانت إذا

 البرهان

 فيها قطرية مصفوفة هي[ المحايدة المصفوفة

٠ a١١=a5=٠٠٠= a٨٨=1

=an2detA..a٨٨٠=1: فإن ولذا aم.١١ 

(٢ ،٧ مبرهنة)

 كانت إذا

a٠٠٠,١a١\a/٠٠٠١

8\٨A=١ aوكانت٩٠٠٠٨\٠٠٠ 

8٠٠٠,٩٠٠٠٨١,8 ر,

٦٢



 المحددات

,8a رر8٨ ca [.ة ر ,8 ر

ca, ca م ca,,B ر =8٨« ) لا.ca )أو B= ,,a ا

8 ر,,ca,88،8٨١8 م،

. det B= c det A  فإن ثابت عدد حيث

 المصفوفة محدد فإن بعدد المصفوفة )أعمدة( صفوف أحد ضربنا إذا أخرى، )وبعبارة
 العدد(. بذلك يضرب الناتجة

 م

 البرهان

det حسبنا إذا Bأن نجد ز العمود باستخدام :

detB = (-١)"ca,, detB, +(-١ ca, detB,, +..٠-(+١)ca, detB,,
n٠٠n

euء=2"«- ه,ه deB,لإ-٥"٤٥/- 
A,=B, • لأن وذلك .detB=c det ٨ إذن، ز. لكل

(٢ ،٥) مثال

0

 اه حث»٨ نصب
36

6
8. A= 4:

٦٣



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 الحل

١ 2 0 1 2 0
detA=3det 4 8 4 =(3)(4)det 1 2 1

24 12 36 24 12 36

1 2 0
= (3)(4)012)1 2 1 =144(5-2+0)=(144)(3)

2 1 3

D .detA=432 ،  إذن

(٢ ،٦ مثال)

-1431

6 • det احسب A302 ا كانت إذا
. A=/

8-72-١
-12- 60- 4

 الحل

1 3 4 -1
2 0 3 6

detA =(-2)det]  ت ،0=(0)(2-)=]
-1 2 -7 8
2 0 3 6

: كالتالي(٢ ،٦) المثال تعميم يمكن

٦٤



 المحددات

(2 ،٨) نتيجة

 أخر لصف مضاعفاA المصفوفة في )الأعمدة( الصفوف أحد كان إذا
. det A =0 ( فإن أخر( عمود أو

 البرهان

 .م المطلوب على لنحصل ،(٧) (و٢ ، )ا المبرهنتين نستخدم

(٢ ،٩ مبرهنة)

 فإن عمودين( )أو صفين بتبديلA مصفوفة منP مصفوفة على حصلنا إذا
det B =-det A.أي بين بدلنا إذا المصفوفة محدد إشارة تتغير أخرى، )وبعبارة 

 فيها(. عمودين( )أو صفين

 البرهان

 من صفين بتبديلA المصفوفة منB المصفوفة على حصلنا أننا لنفرض

. A  صفوف

 بن م"-،.["٨٠ لإآ- ا[ا" فهد،٠«- باعد
a5١ a52a  رa2 رر

det B = a2١a١2- A١١a2=-(a١١a22- a١a3)=-detA
i ( الصف أن افتراض على det B n لحساب ز الصف نستخدم فإننا > 2  كان إذا

: على لنحصل المبدلين( الصفين أحد ليس

a٨ det B,detB =(1)a, det ر B,+(-1)"a, det B,٥+٠٠٠+(-1)"
 صفين. بتبديلA من عليها نحصل التي المصفوفة هيB, أن لاحظ

 أن نجدn=2 الحالة وباستخدام2 الدرجة منB, فإنn=3 كان إذا

٦٥



 وتطبيقاته الخطي الجير

det B =-det A.كان إذا أما n >  إلى نصل حتى السابقة الخطوات نكرر فإننا3
 م. صفين تبديل حالة يشبه عمودين تبديل حالة برهان إن.n=2 الحالة

 أن تبين إنها إذا ، مصفوفة محدد حساب عند كبرى أهمية ذات الآتية المبرهنة

 إلى إضافته ثم بعدد( )الأعمدة الصفوف أحد ضرب عند يتغير لاA مصفوفة محدد
. المصفوفة محدد حساب كبير حد إلى يسهل الذي الأمر أخر( )عمود صف

(٢ ،١٠ مبرهنة)

 الصفوف أحد بضربA المصفوفة منP المصفوفة على حصلنا إذا
. det A= det B ( فإن أخر عمود( )أو صف إلى الناتج إضافة ثم بعدد الأعمدة( أو

 البرهان

. للقارئ كتمرين الأعمدة حالة ونترك الصفوف حالة سنبرهن

: هوB المصفوفة في ز الصف أن لنفرض

(b,١, ...,b٨) = (ca ١ ا a٨١,٠٠٠, caمر + aa)

det حسبنا إذا ثابت. عددc حيث Bعلى نحصل فإننا ز الصف باستخدام :

detB=(-n)''(caإ١ +a,)det B,, +...+(-)""(ca٤ +a,)det B,,

--١"(،-a,4erB,

,B،غ+٩ عه)-"" ,a  ،­2 "ا-إ٥ ه،6
= cdet D + detA

٦٦



 المحددات

.k D بالصف ز الصف باستبدال٨ من عليها نحصل التي المصفوفة هي  حيث
.detD =0، . إذن k D و هماز متساويين صفين على تحتوي  المصفوفة أن أي

. det B =det A :  فإن وبالتالي

 ملحوظة

 نستطيع الأولية الصفية والعمليات(٢ ،١٠ (و)٢ ،1 بالمبرهنتين) بالاستعانة
 حساب علينا يسهل ولذا مثلثية مصفوفة محدد صورة على مصفوفة محدد وضع

: التالي المثال في ذلك نوضح التعريف. إلى اللجوء دون المحدد

(٢ ،٧ مثال)

1 0 0 1

2 0 -1 3
A=\ det أحسب Aا حيث 

0 2 1 4
-2 -1 0 1

 الحل

 ب الأول الصف وضرب الثاني الصف إلى وإضافته-(2) الأول الصف )بضرب

: على نحصل الرابع( الصف إلى وإضافته(2)

٦٧



 وتطبيقاته الخطي الجبر

1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
0 0 -1 1 0 -1 0 3 0 -1 0 3

detA =/
0 2 1 4 0 2 1 4 0 0 1
0 -1 0 3 0 0 -1 1 0 0 -1 1

1 0 0 1
0 -1 0 3
- ا

0 0 1
0 0 0

.detA=-(1)(-1)1)11)=11 ،  إذن

(٢ ،٨) مثال
1 3 1 5 3

-2 -7 0 -4 2
. A=\ 0 0 1 0 det احسب A1/ كانت إذا

0 0 2 1 1

0 0 0 1 1

 الحل

 الثالث الصف ضرب ثم الثاني للصف الناتج وإضافة2 بالعدد الأول الصف بضرب

 على. نحصل الرابع للصف الناتج وإضافة-2 بالعدد
1 3 1 5 3
0 -1 2 6 8

. detA=10١00ا 
0 0 0 1 -1
0 0 0 1 1
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 المحددات

١ النا اضافة لى نحصل الخا الصف 1  مس نج. و، بع. بصر. ن ا الصف ب·٦ ا لر بالعدد ا

: على
35131

8620 -1

١010detA =/0
-11000
20000

detA=()(-1)(1)(1)2)=-2. ، إذن

 حيث لها معكوس ووجود مصفوفة محدد بين العلاقة دراسة إلى الآن ننتقل
. لذلك والكافي اللازم الشرط لنا تقدم التالية المبرهنة

(٢ ،١١ مبرهنة)

. det A 0 A كان إذا وفقط إذا ، معكوس  المربعة للمصفوفة يكون

 البرهان

.A B للمصفوفة المختزلة الصفية الدرجية الصيغة هي A حيث -B  أن لنفرض

: det (نجدان٢،١0 و)(٢،٩)٠(٢ ،٧) المبرهنات باستخدام B=cdetA

. det A #0 det كان إذا وفقط إذا B#0 . فإن ولذا cR  حيث

B المصفوفة تكون أن إما الآن  نخلص ثم ومن صفري. صف على تحتوي أنها أو1=

det أن إلى A # B كانت إذا وفقط إذا0 det أن أي.1= A #  كان إذا وفقط إذا0
 معكوس. م للمصفوفة
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

 أما وجوده. حالة في مصفوفة معكوس لإيجاد طريقة نقدم سوف القادم البند في

 المحددات. خواص دراسة نتابع فإننا الآن

(٢ ،١٢) مبرهنة

. det E"= det E E فإن أولية مصفوفة (') كانت إذا
: فإن أولية مصفوفةE وكانت مربعة مصفوفةA كانت إذا)'(

det(EA) = (det E)(det A)
. det A"= det A A فإن مربعة مصفوفة ( كانت إذا(٢

: فإنn الدرجة من مصفوفةB وA من كل كانت إذا):(

det@AB) = (det A)(det B)

 البرهان

 أو صفري غير بعدد صف بضرب المحايدة المصفوفة منP على حصلنا )ا(إذا

"E فإن صفين بتبديل =Eفإن ولذا det E" = det E.على حصلنا إذا أما Eمن 
 نحصل فإننا ز الصف إلى الناتج وإضافةc الثابت بالعدد ز الصف بضرب1

. i c الصف إلى الناتج وإضافة "E الثابت بالعدد ز بضرب  على
det بحساب الآن Eوحساب ز الصف باستخدام "det Eنجد ز الصف باستخدام 

. det E = deE"  أن

det فإن أولية مصفوفةE أن )ا(بما E =c detl=cحيث ceRوعندئذ. :

det@EA) = det(cA) =c det A = (det E)(det A)

 ؟( )لماذا كذلكA" فإن معكوسA للمصفوفة يكن لم إذا )؟(

det A=0=det A'

٧٠

: أن نجد لذا



 المحددات

. معكوساAً" لمنقولها فإن معكوسA للمصفوفة كان إذا أما

E,, E٨, ..., E,  أولية مصفوفات إيجاد (نستطيع١ ،9 المبرهنة) باستخدام الآن
,EE إ حيث ... E=8.فإن ولذا ، }A"= E? ...E!E.إذن ، 

detA =det(E,E ( رE... و =(detE,)(det E,) ...(detE,)

=(detE')(detE})...(detE})=(detE!)..(detE5»detE)

= det@E; ...Eلإ E?)=detA"

. det A =0 A فإن لذا ( للمصفوفة معكوس وجود عدم أولا ؟(لنفرض
,A=E ، كذلك E, ... E, Mحيث Mالمختزلة الصفية الدرجية الصيغة هي 

 ، إذن صفري(. صف على تحتويM أن )لاحظA للمصفوفة

. AB=E, E... E, MB
 ، فإن ولذا

det(AB) =(det E,) ... (det E) det@MB)
 فإن أصفارًا عناصره جميع صف على تحتوي مصفوفةMB أن وبما

det@MB)=0.إذن ، det(AB)=0.فإن ولذا ، 

(det A)(det B)=0det B =0=det(AB)

(١ ،٩) المبرهنة باستخدام ، عندنذ معكوسا.A للمصفوفة أن الأن نفرض

٨-٤٤٠٠٤ مث٤ ا.٠ وبة+ بجدمصرفت
٣٠

det(AB) = detGE, E...E; B)

= (det E,)(det E5)...(det El)(det B)

= (det A)(det B)

det(AB)) ويكون = (det A)@det Bم أيضا. الحالة هذه في 
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١ لخطي تطقه •• ق١ لجبر

(٢ ،٢) تمارين

 مستخدماً المصفوفات من لكل المحدد قيمة احسب ا(٠) إلى )ا( من التمارين في

 المحددات خواص
1 2 3

•
2 3

4 5 6 (٢) 6 2()
7 8 9 4 1

-1 2 6 4 2 1 -1 0
1 0 2 8

()
1 1 0 0"١ م١ 3 9 6 0 0 1 -2

2 7 5 6 1 0 1 1

1 2 3 4 -2 6 -4 1

5 -2 7 4 1 -2 3 4
(٦) \()

0 1 0 3 3 1 2 3
3 4 5 6 -2 1 -1 1
 ا

1 -1 1 -1 1 3 2 0 0 4
-1 1 1 -1 1 1 5 0 0 5

1 -1 -1 1 1 () 6 3 5 5 4/(")
1 ١ 1 1 1 0 2 0 0 0

-1 1 1 1 -1 1 3 7 0 1

3 0 0 0 0 0 1 4 0 0 5 7
1 1 -1 2 - 4 0 1 3 0 0 1 1
2 1 0 - 4 2 0 0 0 2 -1 0  رو("
3 1 -1 0 0 0

(١0)
0 0 2 2 0 0

4 2 2 -2 6 0 0 0 0 0 -1 2
0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -2 1
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 المحددات

 كانت ا(إذا١)

•b+2
c+2

. det A=0  أن فأثبت
a a+l٠ ::ا

a b 0 a

٠0 a a b،
A=ا ا إذاكانت(١٢ ).det A =B°(4a4- B ٩) أن فاثبت

b a a 0
a 0 b a

 كانت إذا(1٣)
a a C:.:ا •.
c b b

. detA=(a+b+ c)(a- c)(a +b)  أن فاثبت

 كانت إذا(١٤)

1

1 a a2 a  د
a a2 a  د

a1
A =،

a2 ،a  د

a3 a ا a3

. det A=(a"- 1)'  أن فأثبت

: يلي ما صحة فاثبتn الدرجة من مصفوفةA كانت (إذا١٥)

، det(A')=det(A) ' A فإن معكوس ( للمصفوفة كان إذا أ(
. m det(A") موجب صحيح عدد لكل = [det(A)]" ( ب)

"det(cA)=c) )ج( det(Aحيث cثابت. عدد 

AA=[ A أن بحيث مربعة مصفوفة .( كانت إذا ا(٦ detA-±  ا أن فأثبت

.det A =det B A أن فأثبت =S-'BS S وكان معكوس ( للمصفوفة كان إذا(١٧

. det(AB)= det@BA) ( أن أثبت(١8

det(5A4 A") det فاحسب A =3 ( كانت (إذاA١٩ أن بحيث4 الدرجة من مصفوفة
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

 يكون أن يجبn أن فأثبتn الدرجة من تخالفيًا متماثلة مصفوفةA كانت إذا(٢٠)

 زوجيًا. عددا

det(A)=3 n أن بحيث B الدرجة من A و ( المصفوفتين من كل كانت إذا(٢١

. deu4ABA! pAB") det@B)=-2 فاحسب  و

. det(A3 + 5A%+ 6A) det فاحسب A=0 ( كان إذا(٢٢

A .( كانت إذا(٢٣ det A A قيمة فاحسب  ]-لأ إن بحيث مربعة مصفوفة

det(A أن صحيح هل(٢٤) + B)=det A + det B؟ 

 معكوسا.A للمصفوفة أن فاثبتdet(A)=7 كان إذا(٢٥)

 المرافقة المصفوفة(٢ ،٣)

The Adjoint Matrix

 باستخدام وجد( )إن مصفوفة معكوس لحساب طريقة قدمنا وأن سبق لقد

 معكوس لإيجاد أخرى طريقة نقدم وعدنا، وكما البند، هذا في الأولية. الصفية العمليات
 بالمحددات. بالاستعانة المصفوفة

A[, كانت إذا =[aالدرجة من مربعة مصفوفة nفي وضحنا كما فإننا 

 عمود( أي )أو صف أي عناصر بضربA محدد إيجاد نستطيع (،٢ ، )ا المبرهنة

 الناتج. جمع ثم المرافقة بمعاملاتها

 لصف المرافقة بالمعاملات عمود( )او صف عناصر بضرب الآن قمنا إذا

 هو وهذا للصفر. مساويًا دائمًا يكون الناتج هذا فإن الناتج جمعنا ثم أخر عمود( )أو
• التالية المبرهنة مضمون

٧٤



 المحددات

(٢ ،١٣) مبرهنة

 عندئذ.n الدرجة من مصفوفةA لتكن

.i k ز +a٨Ck عندما anCw+ ..٠+ a\CL=0 (١)

+¢a/Cn+٠٠٠+C/a٨ =ا,0)"( a2,Caعندما k.ز# 

 البرهان

 )ا( الفقرة )ا(من الفقرة على الحصول نستطيع لأننا )ا( الفقرة سنبرهن
(.٢ ،١٢ والمبرهنة)

 باستبدالA المصفوفة من عليها نحصل التي المصفوفة هيB أن لنفرض

. det B =0 B فإن ولذا متساويين صفين على k تحتوي عندئذ،. ز بالصف  الصف
det لحسابk الصف نستخدم الآن Pأن فنجد :

det B = a, +Cd ر aaCر..٠+ +aCمر 
. a٨t ,ai2و٠ .., ai P هي k المصفوفة في  الصف عناصر لأن وذلك

a٨٨Cl=0+١+٠٠٠C¢ + a0C,٠aفإن لذلك م :

(٢ ،٩) مثال

 .-از::.
١-lI21 ،2١١ ء-

a5/C»١ +a50C»و +aور C»١-0ً]+ "1" و-)(=١ 2 I12 '١ 1

= (1)(4)+(1)(0)+ 2(-2)=0
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

(٢ ،٣) تعريف

A[, لتكن = [aالدرجة من مصفوفة nولتكن ,]C = [Cمصفوفة هي 
 للمصفوفة المرافقة المصفوفةc" المصفوفة تسمى.a, للعناصر المرافقة المعاملات

. adjA the) بالرمز لها ويرمز adjoint of A) A

(٢ ،١٠ مثال)

: فإن(٢ ،٩) المثال في الواردة المصفوفة هيA كانت إذا

C5ر=- C1ر=- C3و= 
C, =4 C,,=0 C,2=-ر 
C,1=-ر, C,1ي= C,1=ي 

: فان ولذا

C C» T 4C,5-و 
=adjA ر, C.ت C < لا C1=-0 وو

C, Cو C,32- و

. adjA  المصفوفة تحققها التي جذا الهامة بالخاصية تزودنا التالية المبرهنة

(٢ ،١4 مبرهنة)

 فإنn الدرجة من مصفوفةA كانت إذا

. A(adjA) =(adjA)A = (detA)l
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 المحددات

 البرهان
 م

8١٨

C٠C C,a٨٨ ,ر \1 C,

C ٨C و C»C ,ر  ء
١١8i
١١ C.Cز C,2C,

4٨n

aر١ a2
8٥١ 82

8٨١ 4٨2

A(adjA)=
' a ٨ ر a,5

: أن (نجد٢ ،١٢ المبرهنة) وباستخدام
0

= (det A)I
0

0
detA

detA
0

det A00

A(adjA) =

adjA)A أن إثبات يمكن وبالمثل = (detA)l).فإن ولذلك :
A(adjA) = (adjA)A=(detA)l.م 

: على نحصل معكوسA للمصفوفة يكون التي الحالة في

(٢ ،١٥ نتيجة)
.[-•. د=٠١٠٠• A"=(adjA) n فإن معكوس ولها A الدرجة من مصفوفة  كانت إذا
'detA

 البرهان

det ج0 فإن معكوساA للمصفوفة أن بما A.(٢ ،١٤ المبرهنة) وباستخدام

: أن نجد ،
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 وتطبيقاته الخطي الجير

1٠1٠1.A/adز A[=-AadjA=' (detA)L=IdetAdetAdetA
.1- ='A) ، إذن (adjAم. 

detA
 لإيجاد أخرى بطريقة تزودنا (،٢ ،١٥ النتيجة) حيث بوعدنا وفينا قد نحن وها

(. وجوده حالة في مصفوفة) معكوس

(٢ ،11) مثال

 نحسب أن نستطيع عندئذ(.٢ ،٩ المثال) في الواردة المصفوفة هيA لتكن
adjA A وجدنا ولقد معكوسًا. . للمصفوفة فإن ولذا detA=2 A ة0 أن لنجد  محدد

 ، إذن(.٢ ،١٠) المثال في

• ;أبج detA ذ_1

(٢،٣) تمارين

A(adjA) من كلا احسب )ا(، إلى )ا( من التمارين في ، A(adiA)و detAثم 
 وجد(. )إن المصفوفة معكوس احسب

2 -3 1l::
٧٨
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 المحددات

2 1 0 1
 ا-36

-1 0 -1 2
() 2 0 9 (٣)

0 0 ١ 3 4 8 7
2 -] 0 0

1 1 3 1 ١ ١ 2 0
2 1 4 2 (٦) 2 1 ١ ر" ٥
1 -1 5 7 1 3 0 1

-2 1 ١ 3 1 1 4 2

 عامة (تمارين2 ،4)

Review Exercises

 دسسرةاأ +ا
.A'  أحسب

sin 0
cos 0

0

cos 0

٥٠iم ه قم معكوسالل٨ -ا 
0

det إذاكان )؟( A=1عناصر جميع وكانت Aجميع أن فاثبت صحيحة أعداذا 
 أيضا. صحيحة أعدادA عناصر'

 كذلك معكوساadً زA للمصفوفة أن فاثبت معكوسA للمصفوفة كان إذا )؟(

. وأن (adjA)-'= A=adjA")
detA

 أن فاثبت معكوس ولهاn الدرجة من مصفوفةA (إذاكانت٤)

. det[adjA] = [det A]"-'
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 وتطبيقاته الخطي الجير

 أن المحدد فك بدون أثبت )ه(
s1na cosc sin(c+5)

.،sinP cos? sin(  =ا0(5+
sIn7 cosy sin(y+5)

 معكوسB للمصفوفة وكانn الدرجة من مصفوفةB وA من كل كانت إذا(1)

. m ="(B'AB) موجب صحيح عدد لكل B'A"B  أن فأثبت
(Y)لتكن Aالمصفوفة هي 

a32ه a0
a2a0٨ "رد
a000
0000

. B=A-4٨2  ام٨ ل±د٨4+... ولتكن
432

.B .( أ(أحسب A=B+ ( م±,°م3+.. أن أثبت ب(
2!3 إ

B A و متماثلة n حيث B الدرجة من مصفوفة A و ( من كلا أن لنفرض(٨
: تخالفيًا متماثلة وأيها متماثلة التالية المصفوفات من أيا بين تخالفيًا. متماثلة

. AB +BA, AB- BA, A2,B4, ٨"B'A"

.A=x٧"-yx' nx1 ولتكن Y الدرجة من مصفوفة X و ( من كل لتكن(9

A تخالفيا. متماثلة "Y=Y".( أن أثبت أ(  أن أثبت )ب(

 فاثنتx"Y-YX=[k[ وكانX"x-YY=٢١[ إذاكانت )ج(
. A3=(1ح- A:  أن

 حيث معكوسًاA للمصفوفة تجعل التيx قيم عين(٠)
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 المحددات

302X

3321
A=/

1١0١
3١1١

 المصفوفتان لدينا ا(ليكن١)

٠٠2a-2c
a+8b

b+8c 2c-2b

٨ »-ءما-٠»-
2b-2a 4a-4b

 و
0 1 1 ا، :،2 2 0

: من كلا احسب

B'( ( ا

: أن أثبت(1)

B' AB det( ب) A ( ج)

111
c (a)(x- b)(x- c)(a-c)(e-aام=)- 

€

1
bXa

a2 «2 8>
 ذه د»B ذe ف

 المعادلة حل(١4)
a a a

a X a a
= (

a a X a

a a a X

: أن فأثبتn الدرجة من مصفوفةB وA من كل كانت إذا(٤)
A B

(det(A +B) det(A- B٠ ، =ا
B A

 ، وكانdetAB")=-2 وكان معكوسA للمصفوفة كان إذا(١٩)
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

 ءه.n ر مب٨ نعن 'ا-» ام

: لتكن'(٦)

٠ إ:٠ إ
 أمكن(. )إنA" لإيجاد ذلك واستخدمA4-4A+4I المصفوفة احسب

٠aaء .de@A-A1)=٨3-t()+deuA:0أن فائت٨ ا"ا= كانتا"" بذا٧ )
a٥١ a>2

 حيثn الدرجة من مصفوفةB و٨ من كل كانت إذا(١٨)

. det(A4 B'A'B) det@B)=-det(A)=-2 فاحسب

: من كلا فاحسبdet(A)=2 وكان3 الدرجة من مصفوفةA كانت إذا(١٩)

, det@A"A')det@2A)-'و . det@2A')

A -A3 للمصفوفة وكان 6A4+11A- 6I=0 'A( كان إذا(٢٠  فعين معكوس

.A  بدلالة

 كان إذا فيما فبين معكوسB للمصفوفة يكن ولم معكوسA للمصفوفة كان إذا(٢١)
'BرA 

.c  نين ته عس ربا لإ""أ،معس ارا سسنرة

: فاحسب معكوسA للمصفوفة يكن ولم مصفوفات ثلاثA,B,C كانت (إذا٢٢)

. det(AB + A'C)

٨٢


