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VECTOR SPACES

 المتجهات فضاء (تعريف4 )ا،
Definition ofa Wector Space

 الحالات بعض بدراسة نقوم المتجهات لفضاء العام التعريف نقدم أن قبل
. المتجهات فضاء ماهية فهم على تساعدنا التي الخاصة

 السابع القرن في التحليلية الهندسة(Descartes) ديكارت أكتشف أن منذ
 نقاط لتمثيل الحقيقية الأعداد من المرتبة الأزواج استخدام الطبيعي من أصبح عشر

 مع ولكن. البعد ثلاثي الفضاء نقاط لتمثيل المرتبة والثلاثيات البعد ثنائي المستوى
-n النوع من للعديد أن الواضح من أصبح الرياضيات تطور tuple) n)الأعداد من 

 في استخداماتها بعض رأينا ولقد ، عنها التغاضي يمكننا لا كبرى أهمية الحقيقية

 حلول لوصف أو المصفوفات لتمثيل الاستخدام هذا كان سواء السابقة الثلاث الفصول
. الخطية الأنظمة

 العديدات فكرة يعمم جبري نظام دراسة على الفصل هذا في اهتمامنا سنركز

: التالي بالتعريف ولنبدا ،n النوع من

(٤ )ا، تعريف
n n النوع من الإقليدي بالفضاء . النوع من العديدات مجموعة تسمى n>1  ليكن

.R"={(a,,a,,0.,a,):a, eR",1sisn } "R. أن أي  بالرمز لها ونرمز

 ملحوظة
 ذلك يكون وعندماR عناصر" عن للتعبير العمود أو الصف رمز سنستخدم
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. تامة بحرية بذلك نقوم فإننا المحتوى من واضحا

 الجمع لعمليتي تعميم إلا هي ما حقيقي بعدد وضربهاR عناصر" جمع عمليتي أن

: كالتالي ونعرفهاR على بعدد والضرب

(4،2 تعريف)
aeR "R(,u,..٧ ,ر٠,,u)=u وكان٧(=٧,,٧٥,٠٠,.٧),٠  كان إذا

: نعرف فإننا
٧+٧=(u,+٧,,٧٨+٧٨,٠٠٠٠٧+,٧,)

cu=(au,,a u,,٠..@ u,)
0=(0,0,..,0)

- w =(- u,-٧,٠٠.,-u,)
. ٧-٧=٧-(+٧)=(u,-٧,u٥-٧٥٠٠٠٠,٧٨-٧,)

 يمكن والتيR" الإقليدي للفضاء الأساسية الخواص لنا تقدم التالية المبرهنة

 للقارئ. ونتركها(٤،٢ التعريف) باستخدام بسهولة برهانها

(4 مبرهنة)ا،
a ولكلw,٧,weR" نكل ,PeRRلدينا :

(1)٧٠-+٧=٧-+٥

(٢)٠٧(+٧-+w)=(٧٧+)٧

(٣).٧(+=٧

(٤).٧-(+٧)=0

(٥)c(٧+٧=)٧٥+a٧
().(a-+3)٧=٥٧+P ٧

(٧).a(8٧)=(a6)٧
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1.٧=٧ (8)

 علم مقصورة (ليست٤ المبرهنة)ا، عليها نصت التي الثمانية الخواص إن
"Rالدرجة من المصفوفات جميع لمجموعة رمزنا فإذا m xnممم بالرمز Mذ فإننا 

 الحقيقة في أيضا. الخواص هذه تحققM ي, (أن١ ،١ المبرهنة) باستخدام

 يعطى أن تستحق فإنها ولذا أعلاه المذكورة الخواص تحقق المجموعات من العديد

 تعرو بصدد فإننا ولذا. الفصل هذا في دراستنا موضوع بالفعل هو وهذا خاصا اسما
 تق إن مسلمات. اسم عليها يطلق والتي الهامة الخواص بعض يحقق رياضي نظام

 التعري إلى التوصل يتم حيث الرياضيات في متبع إجراء الصورة هذه على التعريف
 هد خواص في تشترك كثيرة أنظمة اكتشاف خلال من معين رياضي لنظام العام

 واد بوتقة في الأنظمة هذه جميع يضع رياضي نظام بتقديم التعميم يكون ولذا
. جديدة مجموعات إليها ويضيف

(4 ،٣) تعريف
vector) متجهات فضاء أنهV نظام عن يقال space)الحقين الأعداد مجموعة على 

Rعه والأخرى الجمع عملية إحداهما بعمليتين مزودة خالية غير مجموعة كان إذا 

: التالية الخواص العمليتين هاتين تحقق بحيث حقيقي بعدد الضرب
: الجمع لعملية الإغلاق خاصية )ا(

.٧ من كل كان u+٧e٧ فإن ,ن٧e  إذا

: للجمع التجميعية الخاصية )؟(
٠٧,٧,w eV w+(٧+٧)=(w+ لكل(+٧

: الجمعي المحايد خاصية )؟(

 يكون بحيث( الجمعي المحايد )يسمى0eV عنصر يوجد

.٧eV  لكل+0=0+٧=٧
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(٤) الجمعيv نظير ويسمى-٧ بالرمز له يرمز عنصر يوجد٧e٧ لكل
٧٠-(+٧-(=)٧+)٧=0 يكون بحيث

: للجمع الإبدالية الخاصية )د(

. ٧,٧e٧ لكل+٧=٧+u

: بعدد الضرب لعملية الإغلاق خاصية(٦)

.ave aeR فإن e وكان٧ ٧ كان إذا
٠(٧ aeR eV ولكل,٧ (a٧+a٧=( لكل(٧+٧

(8).a,8eR V ولكل٧ 8٧+a٧=٧(a+8) لكل
a,8.(٨٧)(٩)v=a(a8) لكل e R ey ولكل٧

.٧e٧(١٠=1.٧ لكل٧)

 ملحوظات
. المتجهات اسم عناصر على )'(يطلق

.u- (٧ كان (إذا٧e٢=٧-(+٧) كالتالي: بينهما الفرق نعرف فإننا,٧

(4 ، )ا مثال
C .n>1 "R لكل متجهات فضاء  أن (نجد٤ المبرهنة)ا، باستخدام

 ملحوظة
R° n=2 عناصر عن التعبير نستطيع اسلفنا وكما فإنه  عندما الخاصة الحالة في

 إلا هو ما «فإن(=a,b)eR كان' إذا فمثلا ، الإقليدي المستوى في كمتجهات
 ونهايتها(0,0) الأصل نقطة بدايتها الذي المستوى في المستقيمة الموجهة القطعة

: الشكل ذلك يوضح (كماa,B) النقطة
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!١

٧

٥

 كان إذا أنه أي. متجهات جمع عن عبارة فإنها الجمع عملية أما
"c,d)e٧(=٣(,a,b=)فإن (a+c,b+d=)مبدأه الذي المتجه هو+٧ 

 كما الأضلاع متوازي قطر يمله والذي(a+c,b+d) النقطة ونهايته الأصل نقطة

: الشكل في موضح هو
!١

(٤1 +٤٠1١+٥}

•
,a' كان إذا كذلك b)eR=)وكان aeRفإن (au=(aa,abالمتجه هو 
 يكونau فإنa>0 كان فإذا(.aa,ab) النقطة ونهايته الأصل نقطة بدايته الذي

 في مبين هو كما ى إتجاه بعكس يكونau فإنa<0 كان إذا أما ، ى إتجاه بنفس

: الشكلين

!١

٤
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(4 ،٢ مثال)
• متجهات فضاء تشكلM م, المصفوفات مجموعة أن لنا ا(تبين المبرهنة)ا،

(٤،٣) مثال
 عمليتي حيث متجهات فضاء تشكلV={(x,x,y):,yeR{ المجموعة

] .R'  على المعرفتان العمليتان هما والجمع بعدد الضرب

 الحل

 محققة فإنهاR في' محققة(١٠ (و)1) (،٨ (،)٧)٠(٣)٠ )ا( الخواص أن بما
 أن لنفرض. الباقية الخواص صحة من نتحقق أن يجب فإننا .ولذاV في أيضا

(u=(x,x,yو ,(x,,x,,y=)من عنصران٧ Vوأن eR.عندئذ :
+y)e٧+٧٧={+x,,X+X,,y

au=(ax,ax,ay)eV
.(1 )ا(و) الخاصيتين يحقق٧ فإن ولذا
e أن لاحظ V(0,0,0=)0وأن u=+0لكل eVالخاصية فإن .لذا ن )(

=(x,x,y)e e(x,-x,-y-)=٧-.٧ كان إذا .كذلك محققة ٧ فإن
1. أيضا محققة )ه( الخاصية فإن ولذا =)(+ن.o أن كما

 فإننا ولذا. الحدود كثيرات مجموعة هي المتجهات فضاء على الأمثلة أهم من

 من الحدود كثيرة تعرف. الحدود لكثيرات الأساسية بالخصائص القارىء نذكر

: الصيغة أنها علىx المتغير فيn الدرجة
p()=a ,a+a٢+ ج x+٠٠٠+a, x"

,a حيث ,a, ,0..,a, eRو الحدود كثيرة معاملات تسمى a,=0الحدود .كثيرة 

 فإن الحالة هذه وفي أصفارا معاملاتها جميع تكون التي الحدود كثيرة هي الصفرية

 من كل كانت إذا.P بالرمز الحدود كثيرات لمجموعة .سنرمز معرفة غير درجتها
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p(x)=a٨ +a, ٢+a, x'+٠٠٠٠

...+x)=b, +b, x+b, xو) 

 متساويتين تكونان فإنهما( مختلفتان درجتاهما تكون أن الجائز )من حدود كثيرة
,a, كان إذا وفقط إذاp)( (و=x) ونكتب =bز. لكل 

: كالتاليP على بعدد والضرب الجمع عمليتا وتعرف
p(x)+q(x)=(a +b٨)+(a, +b,)x+(a,+b,)x'+..٠

. ap()=aaج +(aa,)x+(aa,)x' +...

.p()+ eP(x) و ae فإن K ,p(x) وكان 4(x)eP  كانت إذا أنه الواضح من
p أن كما (x)eP.أن من التحقق السهولة من كذلك Pفضاء خواص بجميع تتمتع 

: التالي المثال لدينا يكون ولذا المتجهات

(4،4) مثال
][. متجهات فضاء ر المتغير فيP الحدود كثيرات مجموعة تشكل

 ، متجهات فضاءات تشكل والتي الحدود كثيرات من مهمة أخرى مجموعات توجد
 منها كل درجة التي الحدود كثيرات جميع من تتكون التيP, المجموعة هي إحداها

: لدينا يكون إذن. الصفرية الحدود كثيرة إليها مضافاn الأكثر على

(٤،٥ مثال)
Pلكل متجهات فضاء n>0لا. 

(4 ،٦ مثال)
 المغلقة الفترة مجالها التي الحقيقية الدوال جميع مجموعة هيF[a,b[ لتكن

]b[ن .أي ,ه }R,ا] F[a,b]={f:f:[a.أن من التحقق السهل من 
]F[a,bكالتالي معرفتان بعدد والضرب الجمع عمليتي حيث متجهات فضاء :
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(f+g)()=f (x)+g()

(af)()=a[ftx)]
٢٦٠ w [a,b] aR ولكك eF[a,6] ولكل ؟٤  لكل

(4 ،٧ مثال)
 متجهات فضاءV فإن0 هو فقط واحد عنصر من تتكون مجموعة٧ كانت إذا

 بعدد والضرب الجمع عمليتي حيث(0 بالرمز ويرمزمه الصفري الفضاء )يسمى
[].aeR  لكل0=0 و0+0=0 كالتالي معرفتان

 متوقعة المتجهات فضاءات على قدمناها التي الأمثلة جميع أن القول الممكن من
. ما نوعا الغريب المثال هذا إليك وطبيعية.

(4 ،٨ مثال)

 كتتالى معرفين بعدد والضرب لجمع لا وكانب٧ &ء»}-٠x>0 كانت{ اذا

 أشن، ملد»٠ م- دلقك٠٣ ء٧ لى
. x6yeV ( فإن موجب عددا موجبين عددين أي ضرب حاصل أن ا(بما

. x4(y6z)=x6(yz)=x(yz)=(xa y)z=(x6y)ez ( ( ا
.1ex=1=x : ( لأن1 العدد هو الجمعي المحايد ؟(

. x6{=.4=6ا لأن:3إ هو« العنصر (نظير )

. x6y=xy=y٦=yax (٩)

. a@xeV ( فإن موجبا يبقى قوة أي إلى الموجب العدد رفع أن بما(٦
a6(xey)=a8(xy)=(xy)" ٦4٧4 =(a @x)6(a 0y) ()

. (a+8)6x=٨%% =4 x4=(aox)6([ax)(٨)
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. (a6) ox=x°4=(«"}=a 8(8 sx) (٩)

. 16x=x'=x ( ا0)
]. متحققة(٤،٢ التعريف) خواص جميع فإن ولذا

 الأن نقدم. متجهات فضاء تشكل لمجموعات البند هذا في أمثلتنا جميع كانت لقد
. متجهات فضاء ليست مجموعات على الأمثلة بعض

(4 ،٩ مثال)

: كالتاليR على' بعدد والضرب الجمع عمليتي عرفنا إذا
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)و (a,b)=(aa,b)°فإن Rمع يشكل لا 

 غير( المثال سبيل )على)«( الخاصية لأن وذلك متجهات فضاء العمليتين هاتين
 .كماa(a,b)+P(a,b)=(aa,b)+({a,b)=((a+3)a,2b) لأن متحققة

(a+6))=(a,b)(a+8) أن a,b.)يكون لكي ولذا :
(a,b)+8(a,b)=(a+8)(a,b)يكون وأن لابد فإنه b=2bليس وهذا 

. b=0  كان إذا إلا صحيحا

(4 ،١٠) مثال
: كالتاليR على? بعدد والضرب الجمع عمليتي عرفنا إذا

a(a,b)=(\a\a,/a/b) (a+c,b+d)=(c,d)+(a,b) و
)( الخاصية لأن وذلك متجهات فضاء العمليتين هاتين مع يشكل لاR2 فإن

e=1  و8-=1٠(2,3)=(a,b)( أخذنا لو لأننا متحققة غير( المثال سبيل على

 ولكن0(2,3)=(0,0.)=(2,3)(1-1)=(a,b)(a+8) أن نجد فإننا

a(a,b)+P( a,b)=1(2,3)+(-1)(2,3)=(2,3)+(2,3)
=(4,6)#(0,0)
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 ل]. متحققة غير)«( الخاصية فإن ولذا

. المتجهات لفضاء الأساسية الخواص بعض بتقديم البند هذا ننهي

(4 ،٢ مبرهنة)
weV,٧,u حيث V وكان متجهات فضاء . كان إذا ٧=w u+w= قإن +ى٧

 البرهان
: أن (نجد٤ ،٢ التعريف) باستخدام

٧+٧=٧+w=(-٧(+)٧+٧-(=)٧(+)٧+٣)
 -(جب٧+٧+)7-(=٧+٧+)٣

٣+=)y0-و 

 ج٧=٣

 .م برهانه نود ما وهو

(٤،٣ مبرهنة)
: عندئذeR و٧eV وليكن متجهات فضاءV ليكن

.0٧=0 ()
.a0=0 (١)

.٧=0 أوa=0 فإنa٧=0 كان إذا)"(
.(-1)٧-=٧(٤)

.(-a)٧=-(av)=a(-٩)(٧)

 هان البر

: أن نجد -للطرفين0٧ وبإضافة.0٧(=0+0)٧=0v+0٧ أن لاحظ )ا(

.0٧+(-0٧)=(0٧+0٧)+(-0٧)
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 فإن .وبالتالي0=0v=0+0٧ فإن ولذا.0=0٧(+0٧-(+0٧)) أن يقتضي وهذا

.0v=0
 على نحصل -للطرفين0 .فبإضافةa(0+0)=a0+c0=0 أن )ا(بما

(٠a0+(-a0)=(a0+a0)+(-a0فإن ولذا :

.a0=0 a0+(a0+(-a0)=a0+0= فإن وبالتالي.0

 فإنa٧=0 أن بما .الآنv=0 سنبرهن.a ة0 وأنa٧=0 أن لنفرض )؟(

0=".a٧=0 أن أي.1٧=0 فان وبالتالي.."٧.
CC

: فإن0v=(1+(-1=0))٧=٧-(+1)٧ أن )؟(بما

-٧+0-=٧(+٧-(+1)٧-(=)٧+٧-(+)1)٧=0 )ا-(+٧)[-(=٧
-.٧-(=1)٧ فإن وبالتالي.-٧+0-=٧ ولكن
)-(٧ وبإضافة-(.a)٧(+a+a-)=(av)٧=0٧=0 أن لاحظ )ه(

(-a)٧ =-(v) 4 أن نجد ٠a(- ٧-=)٥٧ وبالمثل

(4 )ا، تمارين
 المعرفتين العمليتين مع المجموعات من أيا '(بين٠) إلى( )ا من التمارين في

.R  على متجهات فضاء تشكل عليها
 و(y)+(,x,,x (=)ور,,y,+x,+y٥٠), ،٧=R' )ا(

. a(x,,x,)=(ax,,ax,)
(a(x,,0,x,)=(ax,0,x,)0V={(x,,0,x,):x,,x, eR}(1و 

. (x,٠0,x,)+(y,,0 , ,x)=( و +y,,0,8,+y,)
0 b· ٠

• بعد المصفوفات وضرب جمع مع يا/=\'٩٠٥٠٤٤٤"(/١

. بعدد المصفوفات وضرب جمع معv أ/=" ا,"٠ +ه0 (ا١ c d
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(٩})2a,,=0و ,,V={A:AeMبعدد المصفوفات وضرب جمع مع .

(٦})peR,:p(1)+p(6)-p(2)=0={الحدود كثيرات وضرب جمع مع٧ 

 بعدد

(٧})peR,:p(1)+p(6)-p(2)1={الحدود كثيرات وضرب جمع مع٧ 

 بعدد

(2,+z,) ،V=R3(A,yلا,,+,٥+ x,,Y,,z,)+(x5,y,,z,)=(x)و 
.a(x,y,z)=(0,0,0)

(٩')R=٧، ,(x,,y)+(x,,y,)=(x +x,,Y +y)و 
. a(x,y)=(2ax,2ay)

:V={(x,0) ا({0) xeRعلى الاعتياديتين بعدد والضرب الجمع عمليتي مع 

. R°
 على الاعتياديتين بعدد والضرب الجمع عمليتي مع٧(}=x>0:(x,y )ا({

. R
(١٢')R=٧، (x,y)+(x,,y,)=(x+x,+1,y+y,+1و) 

 ،ءس.. "أ٠-
(١٤})feF[0,2]:f(1)=0={في كما بعدد والضرب الجمع وعمليتي٧ 

(.٤،٦) المثال
(١٩})a,a,-a):aeR={)الاعتياديتين بعدد والضرب الجمع عمليتي مع٧ 

. R'  على
 الاعتياديتين بعدد والضرب الجمع عمليتي معV={(a,1,-a):aeR ا({٦)

. R'  على
 بعدد. الحدود كثيرات وضرب جمع مع٧}=a,(x+1):aa,€R+a٥ ا({٧)

»(١})x+1:aeR+aبعدد الحدود كثيرات وضرب جمع مع٧}=٨ .
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(١٩"})V=/AeM,,:A=Aبعدد المصفوفات وضرب جمع مع .

(٢٠})V={(a,b,c)eR':a+b+c=4بعدد والضرب الجمع عمليتي مع 

.R  على الاعتياديتين

,a تبد التى قم، ند ا/=؟ 'م
b,

.a  و
,b ا٠٥١+٥٠٤٥ اء- »اكن١١

Wبعدد المصفوفات وضرب جمع عمليتي مع متجهات فضاء .
 أن فأثبتeR وكان٧,٧٥٠٠٠٠,٧,eV وكان متجهات فضاءV كان إذا(٢٣)

. c(٧+,٧+,٠٠٠+٧=),٥٧+,٥٧,+٠٠٠+c٧,
V a,8eR.( ليكن(٢٢ ٧e,u و ٧ وليكن ، متجهات فضاء

. a=p ( أن فأثبت٧ و0 حيث٧=8٧ إذاكان أ(

. ٧=u v=au أن فأثبت و0 حيث ( إذاكان ب(
 غير عدد على يحتويV أن فأثبت صفري غير متجهات فضاءV كان (إذا٢٤)

. المتجهات من منته
AX{,, وليكنAeM, لتكن(٢٥) :XeM={أن أثبت٧ Vمتجهات فضاء 

. بعدد المصفوفات وضرب جمع عمليتي مع

 الجزئية الفضاءات(٢،4)

Subspaces
 من جزئية كمجموعات الهامة المتجهات فضاءات تظهر الأحيان أغلب في

 دراسة على مقصورا إهتمامنا سيكون البند هذا .في أكبر متجهات فضاءات

 فضاء تشكل نفسه الوقت في هي التيV المتجهات فضاء من الجزئية المجموعات

. V  على المعرفتين العمليتين لنفس بالنسبة متجهات
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

(٤ ،4 تعريف)
 نقول.V من خالية غير جزئية مجموعةW ولتكنR على متجهات فضاءV ليكن

W ونكتبV من(subspace) جزني فضاءW إن <Vكان إذا Wمتجهات فضاء 
. V R على المعرفتين العمليتين لنفس بالنسبة وذلك  على

 وفق يلزمنا جزني فضاء هي متجهات فضاء من جزئية مجموعة أن لإثبات

 الذي (الأمر٤ ،٢ التعريف) في الواردة الخواص من التحقق(٤،٤ التعريف)
 المبرهنة به تزودنا ذلك لعمل أسهل طريقة لدينا الحظ لحسن ولكن مرهقا يبدو

: التالية

 ،(٤ مبرهنة)
W فإنV المتجهات فضاء من جزئية مجموعةW كانت إذا <Vإذا وفقط إذا 

: التالية الشروط تحققت
.0eW( ( ا

w,w كان إذا )ا( e W٣ فإنeW+ن 

. awew eR فإن w وكان e W ( كان إذا(٢
 البرهان

. عليها المنصوص الثلاثة الشروط يحققW أن الواضح من فإنهwsV كان إذا

 جزئي فضاءW أن لإثبات. الثلاثة الشروط يحققW أن نفرض العكس ولبرهان

 (.من٤ ،٢) التعريف في المبينة الخواص يحققW أن من نتأكد أن يلزمنا فإنه

. متحققة(٢) فإن0ew أن وبما. فرضا متحققة(1 )ا(و) من كلا أن الواضح
ue أن الشرط)؟(نجد باستخدام ولكن w=)-٧ لكل )اew.( فان)؟ ولذا

 ا(فهي٠ (و)٩)٠(٨)٠(٧)٠(٥)٠(٢)٠(٢ الخواص) أما. متحققة
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 المتجهات فضاءات

(٤،٢ التعريف) خواص جميع فإن وبالتالي.Wgv لأن وذلك تلقائيا متحققة

٠٩ WsV  أن .أي متحققة

 ملحوظات

 أن إفترضنا إذا(٤ ،٤ المبرهنة) في( الشرط)ا عن الإستغناء الممكن )ا(من

. W4و 

 (بشرط٤،٤ المبرهنة) (في )ا(و)؟ الشرطين استبدال الممكن (من٢١

٧e لكل٧+P٧eW وهو مكافىء واحد w,uولكل a,8eR؟(. )لماذا 

(4 ،١١ مثال)

 فضاء أكبر هوV فإن ولذا.VsV أن الواضح من فإنه متجهات فضاءV كان إذا

. كذلك V D].V من جزئي s7{ من جزني فضاء أصغر وهو}0

(4 ،١٢ مثال)

: لأن وذلكx<R .عندئذ'X={(x,0):xeR}¢R' لتكن

.(0,0)eX( ( ا

.(x,0),(x,,0)eX (٢)ex(x+,,0)=(x,,0)+(w,0) لكل

.eR eX(x,0) ولكل )eX(ax,0)=(x,0) لكل ( ؟
. R' Y={(0,y):y من جزئي فضاء eR}  أن إثبات يمكن وبالمثل

 والمحور السيني المحور على النقاط مجموعة إلا هي ماY وX كلامن أن لاحظ

D1 .R'  الديكارتي المستوى في الصادي
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

(4 ،١٣) مثال
: لأن وذلكw<R' فإنw={(x,y)eR':ax+by=0}cR° كان إذا

. (0,0)e W . فإن ولذا a0+b0=0 ( ( ا
w,y),(x,,y,)e كان (إذا2) W)فإن ax+by=0وأن ax, +by,  ولذا.0=

.a(x+x)+b(y +y,)=(ax +by) +(ax, +by,)=0+0=0  فإن

.(x,x,)+(y,y,)=(x+x,٠y+y,)eW ،  إذن

.a(ax+by)=0 ax. فإن ولذا +by =0 aeR فإن eW(x,y) و ( كان إذا(٣
.a (x,y)ew  فإن ومنه

 المستوى في الأصل بنقطة المار المستقيم نقاط مجموعة إلا هو ماW أن لاحظ

D٦ . R  الديكارتي

 ملحوظة
 أن لاحقا (.سنثبت٤ ،١٣ المثال) من خاصة (حالة٤ ،١٢ المثال) أن أولا لاحظ

?R{) فقط هي٢' من الجزئية الفضاءات ،  المثال في الوارد والفضاء0,0)}

.(٤٠١٣)

(4 ،١٤ مثال)
W={(,y,z)eR':ax+by{ كان إذا +cz=0فإن 'w< Rلأن وذلك :

. (0,0,0)eW a0+b0+c0=0. فإن ولذا ( ( ا

,x,,y كان (إذا٢) ,z,) e W(,)٦,x,y)فإن ax +by +cz=0وأن 
ax, +by, +cz, : فإن ولذا.0=

a(x+x,)+b(y+y,)+c(2+z,)=(ax+by +cz)+(ax, +by, +Cz,)=0

٠(٠y,2)+(x, ,y, ,z,)eW  فإن ثم ومن
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 المتجهات فضاءات

 فإن ولذا.a(ax+by+cz)=0 فإنaeR وax+by+cz=0 )؟(إذاكان
x,y,z)eW)أن .لاحظ wالثلاثي القضاء في الأصل بنقطة مارا مستو يمثل 

R3

 ملحوظة
 المستقيمات ،R(}، 0,0,0{) هيR' من الجزئية الفضاءات أن لاحقا سنبرهن

. الأصل بنقطة المارة المستويات وكذلك الأصل بنقطة المارة

 ·ن(4،١٥ مثال)

 اي٩٠٥٤«=/٠ أن لفرضن

0 0 0 "ا -ا'٧»١ 0

c0-a-0 ين;" ;أ}»] ضاعا١
b+da+cc da b

Wع =+·  ا:/إ::ا• أم
٠٠a b·

: فبن »ءء وكان "ا ا٤w )(اكات 0-a

٠٠٨-٩/[٥٧\ eW=.c
-ca00-a

(4 ،١٦) مثال
. W={XeM, :AX=0}cM, mxn ولتكن A الدرجة من مصفوفة  لتكن

>W, عندئذ Mالتالية لسبأب وذلك :

. 0ew A0=0 فإن ( أن ا(بما

١٣٧
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,X,,X كان إذا(٢) ewفان :
. X, +X, eW . فإن ولذا A(X,+X,)=AX,+AX,=0+0=0

 فان .ولذاA(aX)=a(AX)=a0=0 فإنaeR وXeW إذاكان )؟(

aXeWت٠ 

 ملحوظة

 جزئي كفضاء(٤،1٦) المثال في المقدمW الجزئي الفضاء إعتبار يمكن أنه لاحظ

 الصفري الفضاء أوA=0 المتجانس للنظام الحل فضاء الفضاء هذا يسمى.R من"
. المقبلة دراستنا في كبرى أهمية له وسيكونA للمصفوفة

(4 ،١٧ مثال)

.W={AX:XeM,}cM,, m ولتكن «n A الدرجة من مصفوفة  لتكن
• التالية للأسباب وذلكw<M, عندئذر

.0eW A0=0 فإن ( أن بما ا(
AX, +AX, =A(X, +X,). ,AX,,AX فإن ew () كان إذا

.AX, +AX, eW  فإن ولذا

AXe كان إذا(1) wو aeRفان (X)ه a (AX)=A.فإن ولذا a(AX)e w.ت 

 ملحوظة

 هذا .يسمىR من" جزئيا فضاء(٤،١٧) المثال في المقدمw اعتبار يمكن أنه لاحظ

.A  المصفوفة صورة فضاء الفضاء

(٤،١٨) مثال

.w={p(x)eP: P (م3=)0 ج{ P وليكن الحدود كثيرات فضاء  ليكن
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• التالية للأسباب وذلكP من جزئي فضاءW عندئذ
. 0ew ( فإن0(3=)0 أن ا(بما

p(x),9(x) أن (لنفرض٢) e W.،و=)03)=0 عندئذ p03.فإن ولذا :

. p(x)+ 4(x)eW p(3)+q(3)=0+0=0=( ()وp+3). فإن ومنه
p(x)e كان إذا(٢) wو Rفإن ولذا (م.3=)0 <فان :

٠ apfx)eW . فإن وبالتالي (ap)(3)=ap(3)=a.0=0

(٤،١٩) مثال
[a,8] ا ,a] المغلقة الفترة على للإشتقاق القابلة الدوال جميع مجموعة2  لتكن[

: لأن وذلكn[a,b]sF[a .عندنذذ[ا,
. 0eD[a,ا فإن ولذا للاشتقاق قابلة الصفرية الدالة(١] )

 وأن كذلك +؟g فإن]a [ط, على للاشتقاق قابلةg وf من كل كانت إذا)(

. f+ge m [a,b] '(٤+f)='g+' فإن ولذا.٢
 للاشتقاق قابلة£ فإنaeR وكان]a,b[ على للاشتقاق قابلةF كانت إذا(٢)

-٠afe n [a,b] . وبالتالي (af)=af' . أن كما [a,  [ا على

(4 ،٢٠) مثال
 تحقق والتي]a,b[ على مرتين للاشتقاق القابلة الدوال مجموعةw لتكن

f=0"+عندئذ.٢ ]wsF[a,Bلأن وذلك :

. 0ew ( فإن ولذا0"+0=0+0=0 ا(
: فان ,؟gew كانت (إذا٢)

. (٤+g)"+ (٤+g) =f"+g"+٢+g=(٢٦+٢)+(g"+g)=0+0=0

. ٢+gew  فإن ولذا

: فإنaeR وfeW كانت إذا(4)

١٣٩



 وتطبيقاته الخطي الجبر

٠afew a.0=0=(f+"٢)af=a+"a٤=£+( أن أي ؟(.

(٤،٢١ مثال)
 وذلكR? من جزئيا فضاء ليستW={(x,x+1):xeR{ الجزئية المجموعة

e لأن w(0,0).ل 

(٤،٢2 مثال)
 فضاء ليستW=/{a,+a,x+a,x صحيح: عددa م{ الجزئية المجموعة

4<R3+2و x+2ew، ,P المثال سبيل على ، لأنه وذلك  من جزنيا

1 1 2 1 .l.-(2+3x+-x')=-++-x44w  ولكن
3 3 3 9

(٤ ،2٣) مثال
 ليستW={(a,b)eR:a=b=0 أوa=0,b ة0{ الجزئية المجموعة

 ولكنew(5,2(,)-2,3) ، المثال سبيل على ، لأنه مر من جزئيا فضاء
٠ (2,3)+(-2,5)=(0,8)ew

(4 ،٢ تمارين)

 فضاء هي الجزئية المجموعات من أيا ؟(بين٠ إلى) )ا( من التمارين في

: المعطى المتجهات فضاء من جزني
( w.( ا = {(a,b,a-2b):a;beR}cR'

a 0
w-/; b ا٠٠٠٠٤٤٤ ء/٢١٨٠' c

(٢). w={AeM,, :det A =0}c M,,
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 المتجهات فضاءات

. w={AeM,,:A°=A}cM٨,(٤)
.W={a a,x+ ج +a,4eR,:a٨ +a, +a, =0}gP, (°)

.w-{feF[o,2]:f 0)=0} cF[0,2] (٦)

.w={(x,y)eR':2x+3y=0}cR' (٧)
.w= {(x,y)eR':x+y=1}cR' (٨)

. w={a ,a,x+a,xeR,:a,=1,a=a,}gR+ ر (9)
. w={(a,b,)eR':a+b=c=0}cR' (١٠)

w=/(a,b,c)eR':a-b-c=0}٤R' (١١)
w={(a,b,0)eR:a+b=1,e=0}R' (١٢)

.w-{(a,b,e)eR' :ab=0}cR' (١٣)
3 a 3w-/} a أ٠٠٤/»٤٨٠»١6١' b a

.w-{٢eF\0,1]٠٢0٤)}٥=)٢ F[0,1] (١٥)
.w-{٢٠ f(0)=١{٤F[0 ٥,١[(١٦ ر

.w-{٨eM,٤"}٠٨-=٨M, (١٧)
(١٨),٠٨x-x٨/٤M,w-(xeM٨ "اد ا' حيث. 0 0

. w-{xp(x):p(x)eR,}cR (١٩)
.W={xp@)+(1-x) ,()p:() و 46)eP,}cR (٢٠)

.w=/AeM,,:A=A}cM, (١)
(٢٢),,W={AeM,:AB=0}eMحيث B2 الدرجة من مصفوفة.
(٢٣),,W={AeM,,:BAC=CAB}eM.حيث Bو Cمصفوفتان 

.2 الدرجة من
.w-{٢eF[0,1]:f@)=f6)«x,ye[0,1]}٤F[0,1] (٢٤)
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

.w-/ (١[٢٢٥.x-0}eFlo أ٤»٥.o.l]F ء

.w={(a,b,0,d):a2 +b'0}cR' (٢٦)
(٢٧).w={(a +2b,a,2a -b,b):a,beR}GR'

. w- {(a,b,c,d):a,b,0,deZ}R' (٢8)
A)eM, (٢٩).w={AeM,  :ر علوية متلية

.w ={AeM,,:tr(A)=0}٤M٥(٢٠)

 فضاءUAw أن فاثبتV من جزئيا فضاءU وW من كل كان إذا(٣١)
.V  من جزئي

. V U من جزئيا فضاء W و V من وكل متجهات فضاء ( ليكن(٣٢

.٧ من جزئياً فضاء يكون لا قدUw أن )أ(بين
U أن أثبت( )ب wمن جزني فضاء Vكان إذا وفقط إذا Wب Uأو 

. wE  ا
. V U من جزئيا فضاء W و ( من كل ليكن(٣٣

w{ أن أثبت )أ( :ue U,w e W+٧={U + W٧ من جزني فضاء.

.U + Wc W, UcW,,Wc أن فبت W, >,W حيث (٧ كان إذا ب(
٧,,٧, e ٧ وليكن متجهين من أكثر على يحتوي متجهات فضاء Vليكن(٢٤ )

W={٧,+kv,:keR} ,v، أن ثبت =av, aeR يكون بحيث  يوجد لا حيث

 من منته غير عدد على يحتويV أن استنتج ثم ومن لا من جزني فضاء
 الجزئية. الفضاءات
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 المتجهات فضاءات

 المولدة المجموعات و الخطية التركيبات(٤ ،٣)

Linear Combination and Spanning Sets
 مفهوم أولهما ، أساسيين مفهومين على مجمله في الخطي الجبر موضوع يعتمد

 فهو الثاني المفهوم أما الفضاء. هذا تولد التي المتجهات فضاء من الجزئية المجموعة

 هذا ونقصر التالي البند في سنقدمه والذي العناصر من لمجموعة الخطي الاستقلال
 لاستيعاب مضاعفا جهدا يبذل أن القارى نحث فإننا ولذا ، الأول المفهوم على البند

 هذا موضوعات من تبقى ما فهم له يتسنى كي وذلك جيدا إستيعابا المفهومين هذين

. الكتاب
 المصفوفات من لمجموعة الخطي التركيب مفهوم الثالث الفصل في قدمنا لقد

: التالي التعريف من خاصة حالة إلا هو ما المفهوم وهذا الصفية أو العمودية

(4 تعريف)ه،
 تركيبweV إن .نقول٧,,٧٥,٠٠٠,٧,eV ولتكن متجهات فضاءV ليكن

,a أعداد وجدت إذا٧,,٠,.v, للمتجهات خطي eR,٠٠٠,a,,0يكون بحيث 

. w=٥,٧+0,0,٧ +و٠٠٠+٧,

(4 ،٢٤) مثال
 للمتجهات خطي تركيبeR(2,2,-7=)٧ المتجه' أن أثبت

٧٠, =(1,-1,0),٧, =(0,1,1),7,=(2,0,1)

 الحل
,a,,a,,a أعداد إيجاد نريد eRإن بحيث :

.(7,-2,2)=a,(1,-1,0)+a,(0,1,1)+a,(2,0,1)

: يكون أن يقتضي وهذا
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

a, +2a, =7
-C+0, =-2
4, +a,=2

. a,=l,a,=- ,a, ا =3 :  أن نجد النظام هذا وبحل

1٠(7-,2,2(=)1-,٥,1(-)١٠١,0+)3(2,0,1): فإن ولذا

(4 ،٢٥) مثال
 للمتجهات خطي كتركيبeR3(1,4,-3=)٧ المتجه كتابة بالإمكان كان إذا ما بين

٠٧,=(1,-1,0),٧, =(0,1,1),٧,=(3,-5,-2)

 الحل

,a,,a,,a أن لنفرض eRأن: بحيث ,a, v,+٧,+4 ر٧,a=عندئذ.٧ ، 

: أن نجد٧,٧,,٧ ,ر٧, قيم عن بالتعويض

.(3,-1,4)=a(١,-1,0)+a, (0,1,1)+a,(3,-5,-2)

: المعادلات نظام عل نحصل فإننا ولذا
a, +3a,=3

-c+@, -5a,=-١

4, -2a, =4

 للمصفوفة الصفية الدرجية الصيغة أن نجد النظام هذا لحل جاوس طريقة وباستخدام
 هو الموسعة

1 0 3 3
١٥-2 2f

 يكون أن يمكن لا(3-,1,4 المتجه) فإن ، وبالتالي. متسق غير النظام فإن ، ولذا

٠٧,٧,٧2٠, للمتجهات خطيا تركيبا
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(٤٠٢٦) مثال
fTx)=x'+x,g()=x+2,h? الدوال لدينا لتكن (x)=3x' +2x-2,k(x)=xفي 
)F, )ه المتجهات فضاء -a.أن نرى أن السهل من )(hللدالتين خطي تركيب 

(h(xو (g (xلأن وذلك (h(x)=3fx)-g(x.(ولكن K(xخطياً تركيبًا ليست 

 للدالتين خطي تركيب بالفعل هيK(x) ن نفرض ذلك ولإثباتg)( وfx) للدالتين

(f(xو (g(x.يوجد عندئذ a,,a,eR:حيث (k (x)=a, f(x)+a, g(xأن .أي 
,x'= a, (x'+x)+a,(x+2)=a,x+(a,+ a,)x+a.وبمقارنة 

 خطيا تركيبا ليستk(x فإن) وبالتالي مستحيل وهذا1=0: أن نجد المعادلات

 .تg(x) وfx) للدالتين

(4 ،٢٧ مثال)

cos(3+x)=cos3 المثلثية المتطابقة باستخدام cosx-sin 3sin xأن تجد 

(cos(3+xمن لكل خطي تركيب cosxو sinxولكن. sin' xتركيبا ليست 

'sin أن نفرض ذلك ولإثبات.sin وcosx من لكل خطيا xخطي تركيب .

. xeR ,,, لكل وذلك eR sin حيث x=a, sinx+a, cosx  عندئذ

0=a, .0+a,.1 . أن أي sin'0=a, sin 0+a, cos0 :  الخصوص وجه وعلى

,a فإن وبالتالي 'sin فإن ولذا.0= x=a, sinx.ة0 كانت وإذا sin xنجد فإننا 

 خطيا تركيبا ليستsin'x فإن وعليه. مستحيل وهذاxeR لكلsinx=a, أن

sin من لكل xو cosx.ا 

 يكون التي ، الخاصة الحالة في أنه(٤ ،٢٥ (و)٤ ،٢٤) المثالين في وجدنا لقد

 أن معطاة لمتجهات خطيا تركيبا ما متجه كان إذا ما نبين لكي يلزمناV=R" فيها

 وبذلك ، الآن برهانه بصدد نحن ما بالفعل هو وهذا ، الخطية المعادلات من نظام نحل

١٤٥



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 واللازم الكافي الشرط إيجاد في(٢ ،٢ المبرهنة) قبل به وعدنا ما أوفينا قد نكون

 قبل ولكن.mxn الدرجة من مصفوفةA ،حيث متسقاAX=B النظام يكون لكي

 وضرب الخطي التركيب بين العلاقة التالية المبرهنة في نبين ، بذاك القيام

. المصفوفات

(4 )ه، مبرهنة
,x=[x"[, ولتكنmxn الدرجة من مصفوفةA لتكن ,x,,...,x.كانت إذا 

,A,٠٠٠,A,,Aالمصفوفة أعمدة هي Aفإن :

.AX=x, A, +x, 8, +٠٠٠+x, A,

 لا•١ لبر ها·
-a/, a,٨X, +٠٠٠a\2م ,x,a ,٨a م ,a ر  ر

a٨٨7ر+٠٠٠+٨ X, +a,5Xررة X =a5,a,3٩٥AX ر

[٩٨١K٨ +8٨٥٤٥+٠٠٠+a٨٨«٨3.JL. 3 ام،8٨3 ل
٢

a/٨a a٨١, ر

a٥,
+٠٠٠+Xم,

85
+K ٠/-١,a ر

a/3,23١ ر

4 AX=٦A +x A +٠٠٠+٦ A ، • ا٠٨n22١ ر· دن

(4 ،٦ نتيجة)
=AX النظام يكون عندئذ.mxn الدرجة من مصفوفةA لتكن Bوفقط إذا متسقا 

. A B المصفوفة لأعمدة خطيا تركيبا  كان إذا

١٤٦



 المتجهات فضاءات

 البرهان
 كان وفقط إذا متسقا يكونAX-B النظام أن (،نجد٤،٥ المبرهنة) باستخدام

4٠ B=x,8, +٣٨8, +٠٠٠+x ٨٨ م,

(4 ،٢٨) مثال
,B=[b'[, المتجهات جميع عين b, b bيكون بحيث Bخطيا تركيبا 

.٧]=32١4 و"[٧]=,423١"[ للمتجهين

 الحل
 وباستخدام. متسقاAX=Bً النظام كان إذا٧ و,٧, للمتجهين خطياً تركيباB يكون

: أن نجد النظام هذا لحل جاوس طريقة
4 b,1

3 ;،ا {أبي 2 b,
4 1 b,

: هي الصفية الدرجية الصيغة فإن ولذا
b,4١
b,-2b,0 : إيأ:ر.5-

0 0 b-4b,

,b فإن متسقا النظام يكون لكي فإنه ولذا -4b, ,b, أن أي.0= =4b.وبالتالي 

 الصيغة منB كان إذا متسقاAX=B فإن
b,
bا٤ 
4b,

١٤٧



 وتطبيقاته الخطي الجبر

(٤،٦ تعريف)
 تولدS إن .نقولv متجهات فضاء من جزئية مجموعةS}=٧,,٧٨,٠٠٠,٧{, لتكن

. S V لعناصر خطي تركيب هو (span) من عنصر كل كان إذا7

(4 ،٢٩ ر مثال
,S={e{, أن الواضح من ,eحيث (e,=(1,0(و e,=(0,1لأنه وذلك °م تولد 

. (,y)=x(1,0)+y (0,1)=xe, +ye, : ?eR(x,y) لدينا يكون  لكل

=e,..S{, فإن عامة وبصفة {e, ,eتولد٥,٠ "Rحيث 

(0), ..,e, =(0,0,..,1,..٠,e,=(1,0,0,...,0),e,=(0,1,0.لكل لأنه وذلك 

"x,)eR,٠.0,x, ,xلدينا يكون(٥ :

] .(x, ,X,٠٠٠٠x ,x/e=( م +٢٨e٨+٠٠٠+x,e,

(4 ،٣٠) مثال
. R2 v,=(1,2 يولدان٧(=,1-,1 و) )  المتجهين أن أثبت

 الحل

,a إيجاد نريد.٧(=x,y)eR أن' لنفرض ,a, eRيكون بحيث :

,a,v, : أن يقتضي وهذا.a,(1,2)+a,(1,-1)=(x,y) الآن.٧=0,7+
a, +0,=

2d,-4,=y

a لا,4-ال أن نجد النظام هذا وبحل -t222١٠١ يولدان٧. و٧ فإن .ولذا-

D.R%

١٤٨



 المتجهات فضاءات

(٤،٣١) مثال
٧(=,3,-5-,2 و)٧(=,0,1,1 ،)٧(=,1-,1,0) المتجهات كانت إذا ما بين
 ؟ لا امR3 تولد

 الحل
 للمتجهات خطي كتركيب المتجه هذا كتابة ولنحاول٧(=x,y,z)eR' أن لنفرض

(x,y,2)=a,(1,-1,0)+a,(0,1,1)+a,(3,-5,-2) , عندئذ.٧,,٧,٧5

: أن يقتضي هذا .إنa,,4,,a,eR حيث
+3a,=xC,

- 0,0, -5a,=y
4, -2a,=2

 للمصفوفة الصفية الدرجية الصيغة أن نجد النظام هذا لحل جاوس طريقة وباستخدام

: هي الموسعة
I 0 3

y0  ا.:."ا2-١
-y كان إذا ، الآن  المتجه أن إلى نخلص ولذا للنظام حل يوجد لا فإنه0-2=

(y,z),لا المتجهات هذه فإن ثم ومن٧,,٧,,٧, للمتجهات خطيا تركيبا ليس 

 تR٠ تولد?

 بين العلاقة لنا تقدم التالية المبرهنة فإنR هو" المتجهات فضاء كان إذا

. AX=B  النظام حل ومجموعة المولدة المجموعات

(4 ،٧) مبرهنة
 أعمدتهاn رk الدرجة من مصفوفةA ولتكن.S={v,,٧,,٠٠٠,٧{R٤" لتكن

١٤٩



 وتطبيقاته الخطي الجبر

AX=B "R النظام كان إذا وفقط إذا S تولد  عندنذ٧٠,,٧ ,و٠٠٠,٧, المتجهات

. BeR'  لكل متسقا

 البرهان
,X=[x[, أن لنفرض x,،..x.أن (نجد٤،1 النتيجة) باستخدام 

8٧+,٠٠٠+٤٧٤+,,B=x,vكان إذا وفقط إذا AX=B.متجه أي يكون وبالتالي 

 لكل متسقاAX=B النظام كان إذا وفقط إذا$ لمتجهات خطيا تركيباR" في

4.BeR"

(٤،٣2 مثال)
 أن بما.S={(1,2,3),44,5,6),07,8,9)}cR لتكن

1 4 7'
det A=]2 5 8/=1(45-48)-4(18-24)+7(12-15)=0

3 6 9

 لاs فهد .رذا مقى هر ه-م فضام بديون ع=م تجهد

 الخاصة الحالة (في٤،٧ المبرهنة) من مباشرة عليها نحصل التالية النتيجة

. مربعة مصفوفةA فيها تكون التي

(4 ،٨) نتيجة
 أعمدتها التيn الدرجة من المصفوفةA ولتكنS={v,,٧,,٠٠٠,v,}GR" لتكن

٠ det A =0 "R كان إذا وفقط إذا S تولد . عندذ S  متجهات

١٥٠



 المتجهات فضاءات

(4٠٣٢) مثال
. أن أثبت P, x'+1,q(x)=x-2,r(x)=x+3=(x) المتجهات فضاء تولد م

 الحل
m حدود, كثيرة اي نختار (x)=ax+bx+cePأعداد يوجد أنه نثبت م 

.m (x)=a, p(x)+a,0(x)+a, r() ,a يكون بحيث ,0,,a, R

: المعادلات نظام على نحصل المعاملات ومقارنة وبالتعويض
=aC,

«,+a, =b

a, -2, +3a,=c
1 0 0

det ة0 أن وبما A=/0 1  كانت مهما متسق أعلاه النظام فإن5=(3+2)1=/1

 نم ومن .م.٩,٢ الحدود كثرت خطي تركب ر(، فن .ولذا ,ه0 ء. الأعدد
 .تP, تولد فإنها

 متجهات فضاء من الجزئية المجموعات بعض أن السابقة الأمثلة في وجدنا

Vكانت .فإذا كذلك ليس الأخر البعض بينما الفضاء ذلك تولد Sتولد Vنستطيع فإننا 
 بعض فإنV تولد لا$ كانت إذا أماs لمتجهات خطي كتركيبV من متجه أي كتابة

 أنه لنا تبين التالية المبرهنة.S لمتجهات خطي كتركيب كتابتها يمكن لاV متجهات

 فضاء تشكلS من الخطية التركيبات مجموعة فإنV تولد لاS أن من الرغم على

. V  من جزئيا

(٤،٩) مبرهنة
: عندئذ.V متجهات فضاء من جزئية مجموعةS}=٧,,٧,٠٠٠,٧{, لتكن

١٥١



 وتطبيقاته الخطي الجبر

. V S من جزئيا فضاء تشكل W لمتجهات ( الخطية التركيبات جميع ا(مجموعة

 جزئيا فضاءU كان إذا أنه أي.S يحتوي من جزني فضاء أصغر هوw )ا(

. w U ب S فإن V ويحتوي  من

 البرهان
 أن الآن .لنفرض0ew فإن ولذا0=0٧,+0٧,+٠٠٠+0v, أن الواضح من )ا(

a, , ,ث,3,,0,.0٠,,4, ,...,/, eR . يوجد عندئذ aeR ,u وأن w eW

,a+٧,+٧,٥,٧ يكون, . بحيث w=,٧,,/+٧,+٠٠٠+[,7,,٧=a٠٠٠+
,a, فإن وبالتالي +8,)v+)٧+,٠٠٠,(a, +3+),٢),٧+,w=(a.فإن ولذا +ن 
weW+كذلك. ,aa,)v+)٧,+٠٠٠,(ca+),٧,(u=(aa.فإن ومنه 

. V W من جزئي فضاء . فإن وعليه au eW
Sc حيثV من جزني فضاءU أن )ا(لنفرض U، أن بما Uبالنسبة مغلق 

 أي على يحتوي أن يجب فإنهv,,٧.٧٨,٠٠ م ويحتوي بعدد والضرب الجمع لعمليتي

 .مW يحتوي فإنه ثم ومن المتجهات لهذه خطي تركيب

(٤،٧ تعريف)
 المولد الجزئي الفضاء(٤ ،٩ المبرهنة) في الواردW الجزئي الفضاء يسمى

. (S) S بالرمز له وسنرمز  بالمجموعة

 ملحوظات
. (S)-y V الحالة هذه في يكون فإنه S المتجهات فضاء تولد ( (إذاكانت١

. (S)={0} S={0} فإن ( ه كانت (إذا٢=S أو
. (S)=S V فإن S من جزئيا فضاء] ( كانت (إذا٢

١٥٢



 المتجهات فضاءات

(4 ،٣٤) مثال
=S كانت إذا {(-1,0,1),(1,-1,0)}cR3أن الواضح من فانه 

,(٠a-@a,(-1,0,1)+a,(1,-1,0)=(a,-aفإن .ولذا٨٠ :
[٠(S)={(a,-a,,-a,,4ه,(: ,,a,eR}

. معلوم جزئي فضاء مولدات إيجاد كيفية يوضح التالي المثال

(4 ،٣٥) مثال
 حيثR' منW الجزئي للفضاء المولدة المتجهات عين

.W=/(x,y,z)eR':x+y+z=0}

 الحل
 فإن(x,y,2)eW كان إذا ،ولذاz=--y فإنx+y+z=0 أن بما

(x,y,z)=(x,y,-x-y)=(x,0,-x)+(0,y,-y)
=x(1,0,-1)+y(0,1,-1)

 لw٠ تولدS={(1,0,-1),(0,1,-1{) فإن وعليه

(٤،٣٦) مثال
x)=a" أن بما +a, +a,x2 +..+a,xلأي (م ,x)Pأن نجد فإننا (م 

1٠٢(=,١٠x٠x,٠٠.,x")

(٤،٣) تمارين
 (و1,0,1) (،1-,1,1) للمتجهات خطي كتركيب(1-,7,5) أكتب )ا(

.(1,1,0)

١٥٣



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 (و1-,1,3 (،)2,1,4) للمتجهات خطي -(كتركيب9-,7-,15) (أكتب٢)
. (3,2,5)

 و(1-,1,3)0(2,1,4) للمتجهات خطي كتركيب(0,0,0) (أكتب٢)
(3,2,5)

 ،(2,1,0,3) للمتجهات خطي (كتركيب3,2-,7,3) (أكتب٤)
-(.1,0,2,1 و)(3-,1,5,2)

. 3x4+x+2 x+1- و ( للمتجهين خطي كتركيب٦3+1 ه(أكتب
.( (أكتب٦ x'+2 ،x'+x و x+1 x-3x+1 للمتجهات خطي كتركيب2

3x%-x+1 ، 4x2+x+2 ( (أكتبx+8x+7٧ للمتجهات خطي كتركيب9

: -ا••. بي
 -[ء،".٠. [ء

 :-م. سرما[ة مي "-]م ا=[ع.
 -ه و٨ ز- ا

 فهلS}=٧(=,v,=(3,0,1)}cR3,(1,2,8 كانت (إذا١٠)
(w=(-1,4,15)e(S؟ 

S={٧,=(1,2,3),v,=(3,1,2),v,=(4,1,0)}cR3 ( (إذاكانت١١
 ؟w=(4,5,10)e(S) فهل

 كانت (إذا١٢)
S={٧,٦(2,1٠0,3),٧,=(3,-1,5,2), v,=(-1,0,2,1)}cR'

: (S)  إلى ينتمي التالية المتجهات من أيا فبين
w,=(-4,6,-13,4)( ٠( أ w=(1,١,1, (١ ب()

١٥٤



 المتجهات فضاءات

 كانت إذا(١٣)
S={p,(x)=x%+x+1,p,(x)=3x+2x-2,p,(x)=6x'+5x+1{cP,

 ؟ (مS)6x3+4xe=(x) فهل

 كانت إذا(١٤)
S={ -4x2+x+2,p,(x)=3x2=(x), م x+1,p,(x)=5x'+2x+3}cP,

 ؟ (مS)6x4+11x+6e=(x) فهل

'x)=sin[ كانت (إذا١٥) x}cF[a,8)٤,S={f(x)=cos% xمن أيا فبين 
: (S)  إلى ينتمي التالية المتجهات

1 )ج(x+3 )ب(cos2x )أ(
،3 12 1- :ا.«ا ا'٠.« »اعك١ 10

٨"-:٤«s  ا مد
. R3 'R تولد ( من التالية الجزئية المجموعات من أيا (بين١٧

.S,={(2,0,2),(3,1٠1),(-3,5,5)} ( ( أ
.S,={(1,5,1),(2,6,1 ),(3,3,0),(4,6,2)} ( ( ب

(}=,$3,1,4(,)3,4,1(,)4,3,1(,)3,3,1 )ج({)
: P, ,P تولد ( من التالية الجزئية المجموعات من أيا (بين١٨

٠ S,={-x2+1,x+1,6x'+5x+2}( ( أ
.S, ={-8x'+15x+3,-5x2+3x, 3x'+5x+2,-x'+4x+1 ( ب)

. S,={3x,x+1,2x'+1 ( ( ج
: M,, ,,M تولد ( من التالية الجزئية المجموعات من أيا (بين١

٠ إإ- ;ا·"١/:٠ إ٧ /إ٠١٠
-٢/٠٩٨''l'5.٠ ا

1٥٥
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

. S={٧,=(1,2,1),v,=(2,1,1),v,=(3,3,2)}cR3 ( (لتكن٢0

 -(؟1,1,0)e(s) )ب(هل (؟1,0,0)S)e) )أ(هل
 (؟R3=(S )ج(هل

٧(=1,2,0) ، -(=رن1-,1,0) ، (=رس1,0٠1) (لتكن٢١)
.٧(=,0,0,1 و)

. a,٧٨ +0,٧,/=,٧, +[,7, ،, يكون بحيث,] و3 a,،a, ( قيم عين أ(
 ,رت}(.u){٦}(٧,,v){, أن أثبت )ب(

. p,(x)=-٣+x+1,p,(x)=-x+2eP, ( (لتكن٢٢
. (,مx),3x++4e({p,(x),p-=(x){) أن )أ(أثبت

.({p,(),p,(x), ,R=({(), م ( أن أثبت ب(

p,(x)=x'+2+5،p,(x)=-x+2،p,(x)=x+١ (لتكن٢٣)

. p,(x)=x+2  و
. (مx العامة) الصيغة فاكتب (مx),p,(x),p})(x){) )أ(إذاكان

 كان إذا وفقط إذاap,(x)+a,p,()e (,م}p,(x),(x){) أن أثبت( )ب

 ، يقن «بيد٨ ;ممهة
. 8, p,()+8, p٠(٣)e({p,(), ({(x), م

• التالية الجزئية الفضاءات مولدات عين(٢٤)
. W={(a,b,-a,a+b)}<R' ( ( أ

. W={(a,b,c,d):a+b+c=0}<R' ( ( ب
. W={a,x +a,x +a,x+a:a, +a, +a,+a٥=0/<R, ( ( ج

a b. w-/ c ا' ا',٥ إ-هء+++٤ ،« د( d

 أن فأثبت٧eV وكانV المتجهات فضاء تولد}٧,,٧,,٠٠٠,٧{, كانت إذا(٢٥)

١٥٦



 المتجهات فضاءات

. أيضاVً تولد}٧,,٧٥٠٠٠٧,,٧{
 أن الضروري من فهلV المتجهات فضاء تولد}٧,,٧,٠٠,٧{, كانت إذا(٢٦)

. إجابتك فسر ؟ الفضاء هذا٧,,٧ ,و٠٠,.v, المجموعة تولد

 لكلAX=BX كان إذا.mxn الدرجة من مصفوفةB وA من كل (لتكن٢٧)
"XeRأن فأثبت A=B(والمتجهات٤،٩ المبرهنة) :استخدم [إرشاد 

e,eا.٥٠٠٠٠٩٠ 
 فأثبتXR" لكلAX=0 حيثmxn الدرجة من مصفوفةA إذاكانت ا(٨)

٠ فال٠٠.٠ ء».٧ روبين:ميت.
. ,ت}(٧(=){٧+٧,٧-٧){ )أ(
}(.٧ و٧,w}(=){٧-٧٠٧+w,w){ )ب(

. 0=a eR a})=({ ب}(لكل ( ){ن ج(

 الخطي والاستقلال (الارتباط4،4)

Linear Dependence and Linear Independence
,S{) الجزئيتين المجموعتين لدينا أن لنفرض  و0,1),(1,0)}=

(}S,={(1,1),(1,-1),(2,4المتجهات فضاء من R.منهما كلا أن الواضح من 
 من هذا.S, متجهات من أقل عددها متجهات على تحتويS, أن بيد ،R° تولد

 كتركيب وحيدة بطريقة كتابته يمكنR% من متجه كل فإن ، أخرى ناحية ومن ، ناحية
 أي كتابة يمكن إذS, لمتجهات بالنسبة كذلك ليست الحال بينماS, لمتجهات خطي

 المتجه فمثلا ،S, لمتجهات خطي كتركيب طريقة من بأكثرR' من متجه

: التالي النحو علىS, لمتجهات خطي كتركيب كتابته (يمكن3,2)

(.3,2--)("1,١+)2-,(1(+)2,4) (أو3,2,(-)1-,(+)١("+)2,4)
222
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

 مولدة مجموعة أصغرS, أن وهيS, في متوفرة غير بخاصية تمتعS, فإن ولهذا

 أهم أحد على تعتمد متجهات لفضاء مولدة مجموعة أصغر إيجاد إن.R' للفضاء

 موضوع هو وهذا الخطي الاستقلال مفهوم وهو ألا الخطي الجبر في مفهومين
. البند هذا في دراستنا

(٤ )«، تعريف
 مستقلة أنهاV متجهات فضاء في٧,,٧ ,و٧,٠.٠, المتجهات عن يقال

linearly) خطيا independent)للمعادلة الوحيد الحل كان إذا •

0=,٠٠٠,@+٧+,a,v,  أي.,&,٠,eR,4,..05 لكل الصفري الحل هو0,7+

٠4, =a,=٠٠.=a, =0  هو الوحيد الحل أن

(٤،٣٧) مثال
@,٠a, eR 'R كان إذا لأنه وذلك خطيا مستقلان  في(1,1 و)(1-,1 المتجهين) إن

: فإنa(1,1)+a,(1,-1)=(0,0) حيث

a, +0, =0

 ا٥-٥-٨ ن بى سري رد اسنر ند ا«صد هد ن صك اد رمن

(٤،٩) تعريف
 خطيا مرتبطة أنهاV متجهات فضاء في٧,,٧ ,ر٠..,v, المتجهات عن يقال

4, ,43,٠..,a, eR inearly]) وجد إذا أي. خطيا مستقلة تكن لم إذا dependent)

.a,٧ +0,7, +٠٠٠,@+٧,=0 :  يكون بحيث أصفارا جميعها ليست
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 المتجهات فضاءات

(4 ،٣٨) مثال
 خطيا مرتبطةR' في(1,2,4) و(3,2,1 ،)(4-,1,1) المتجهات أن أثبت

 الحل
,a أن لنفرض ,a,,a, eRوأن 

٠ a(1,2,4)+a,(2,1,3)+a, (4,-1,1)=(0,0,0)
: عندئذ

a, +2a, +4a,=0
2a, +a,-4, =0
4a, +3a,+a, =0

: أن نجد المتجانس المعادلات لنظام المعاملات مصفوفة محدد وبإيجاد
1 2 4'

detA=١2 1 -1/=١(1+3)-2(2+4)+4(6-4)= 4-12+8=0
4 3 1,

(a,=1 ،a,=-2 و a, =2،  )أحدها الحلول من منته غير عدد للنظام فإن ولذا
·[ خطياً. مرتبطة المتجهات فإن ثم ومن

(٤٠٣٩) مثال

. R'  في خطيا مستقلة(1,1.1 (و)0,1,1) ،(0,0,1) المتجهات أن اثبت

 الحل

,a أن نفرض ,a,,a, eRوأن 

(a,(1,1,1)+a,(0,1,1)+a,(0,0,1)=(0,0,0.عندئذ :
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

C, =0
C,+0, =0
0, +0,+a, =0

 المتجهات فإن .ولذاa,=a,=a,=0 هو النظام لهذا الوحيد الحل ان الواضح ومن

 .٦] خطياً مستقلة

 معادلات نظام نحل أن علينا لزاما (كان٤ ،٢٨ (و)٤،٢٧) المثالين في

 .بصفة لا أم خطيا مستقلةR في" المتجهات من مجموعة كانت إذا فيما لمعرفة خطية

 من لمجموعة الخطي الاستقلال بين العلاقة لنا تبين التالية المبرهنة فإن عامة

. AX=0 "R المتجانس النظام حل وبين  فى المتجهات

(4 ،١٠) مبرهنة

 أعمدتهاmxn الدرجة من مصفوفةA ولتكن.S}=٧,,٧,,٠..v{,R٤" لتكن

 للنظام الوحيد الحل كان إذا وفقط إذا خطيا مستقلةS عندئذتكون.$ متجهات

=m فيها تكون التي الخاصة الحالة وفي. التافه الحل هوAX=0 المتجانس nفإن 

Sللمصفوفة كان إذا وفقط إذا خطيا مستقلة Aمعكوس .

 البرهان

,X=[x[, أن لنفرض x,...x(لدينا٤ المبرهنة)ه، .باستخدام 
,٧,x+٠٠٠+x,75+,٧,AX=xإذا وفقط إذا خطيا مستقلة فإن .ولذا 

,x=,٠٠=.x,=0 كان =x، أن أي Sالوحيد الحل كان إذا وفقط إذا خطيا مستقلة 

=m عندما .وأخيرا التافه الحل هوAX=0 المتجانس للنظام nأن يكافئ هذا فإن 

. معكوسA للمصفوفة
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 المتجهات فضاءات

 ملحوظة

m حيثmxn الدرجة من مصفوفةA إذاكانت <nمن منته غير عدد يوجد فإنه 

: التالية النتيجة على نحصل فإننا ولذاAX=0 للنظام الحلول

 .م خطيا مرتبطةS فإن

(٤ ،11 نتيجة)

m <n . كان إذا S={٤,}٧,٠٧٠٠٠٠٠٠٧R"  لتكن

(4 ،40) مثال

 المجموعة أن الواضح من

S-{(7,-9,6,0),(5,-4,3,2),(1,13,7,-3),(3,5,17,-18),(1,0,0,0)}R'

]. n=5 m=4 و  لأن وذلك خطياً مرتبطة

(4 ،4 مثال)ا

،3x+x4 للمتجهات الخطي الاستقلال ابحث 2+x-x3و x+1المتجهات فضاء في 

.P,

 الحل

a أن لنفرض (+x)+a, (3x+x)+a(2+x-x)=0.عندئذ :

4, +2a, =0
c, +30, +a,=0

C,-C, =0

: هي النظام لهذاA المعاملات مصفوفة محدد إن
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

1 0 2
detA=0=3=-1+0+4/=-131ا 

0 1-1

,a الوحيد الحل للنظام فإن ولذا معكوس. لها٨ فإن ومنه =a,=a,=0أن أي 

][. خطيا مستقلة المتجهات

: الجزئية المجموعة أن(٤ ،٢٧) المثال في بينا لقد

'S={(1,2,4),(2,1,3),(4,-1,1)}cRيكون وأن لابد أنه أي خطيا. مرتبطة 

 متجهات من متجه أي نكتب أن نستطيع أننا الحقيقة في. متجهاتها بين ما علاقة هناك

: لأن وذلك المنال سهل أمر وهذا. المتجهات لباقي خطي كتركيب$

(1,2 =)ه,3(2,1,3(!-)٩-,١٠١)
22

(2,1,3) =4(1,2,4)+'(٩-,١٠١)
33

(4,-١,١)=-2(1,2,4)+3(2,1,3)
 صحيحة تبقى خطياً المرتبطة المتجهات بين العلاقة هذه أن لنا تبين التالية المبرهنة

 عامة بصفة

(4 ،١٢ مبرهنة)

V {,v,.. متجهات فضاء في المتجهات من }=$مجموعة٧,,٧,,٠  لتكن

 خطياً تركيبا متجهاتها أحد كان إذا وفقط إذا خطيا مرتبطةS تكون عندئذ.n>2 حيث

. المتجهات لبقية

 البرهان

,a توجد عندئذ. خطيا مرتبطةS أن أولا لنفرض eR,..٠,,a,جميعها ,»ليست 

. a, =0 . وليكن a,٧, +0٧+,٠٠٠+0٤٧٤+٠٠٠+٣,٧,=0  يكون بحيث أصفارا
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 المتجهات قضاءات

 كان ولما ه.Y٤-=٥,٧-,4٨٧-,٠٠٠-٣٤-١٧٤-١-٣٤٠١٧٤٠١-٠٠٠-٣,v, عندئذ

a : على نحصل فإننا0+

d4٤-4١, ا+إa,C •=] إk2-k١+n١ ثلا ثرد ه ثلا د٠٠ ه لا لا د٠.٠ لا
a٤a ٣٤a٤a٤ إ

. المتجهات لبقية خطي تركيبv أن يعني وهذا

: أن نفرض العكس ولبرهان

• ٧٤=a,7 +٠٠٠+a ,a+٨١٧٤٠١+a٠٠٠+٤-١٧٤ ر- ٧ م

: على نحصل للطرفين-v بإضافة

0,=٧,a+٧+٠٠٠(1+)-٠٠٠+,0,٧,4٠ +ر٧

 .م خطيا مرتبطةS أن إلى نخلص فإننا صفرا يساوي لاv معامل كان ولما

(٤ ،4) تمارين

 فضاء في المتجهات مجموعة كانت إذا ما بين ا(٠) إلى( )ا من التمارين في

. خطياً مرتبطة ام خطياً مستقلة المعطى المتجهات

. S={(٧، (}2,0(,)1ا,- =R?( ( ا

. $={(,2),(-1,1)} ، ٧-R?(2)

. S={(١,-1,0)٠(0,-12),02,1,1)} ، ٧-R(٣)

. $={(1,1,2),(1,4,5),(١,2,7),(-1,8,3)} ، ٧=R(4)

. s={(0,1(,)1,0,1(,)2,3ا, ,)} ، v=R(٥)

. S={(1,1,0,0),(1,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,1)} ، ٧=R'(1)

. S={(0,3,1,-1),(6,0,5,1),(4,7,1,3)} ، ٧=R'(٧)
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

، V=R (٨)
S={(1,1,4,2),(1,2,1,0),(-1,11,-١),(1,4٠6,1),(1,3,9,3)}

. S={4x2-x+2,2x'+6x+3,-4٣'+10x+2} ، V=P, (9)

. S={x,x+1,1-x-x',x+1} ،٧-P,(١٠)
. S=/1+x-2x2,1-x+x,2-x2}،٧=P, ( ا١)

 إ+ }ي٤ إ٩ إ٠٢١٠٠

٠٠ ا-;ا ا:٠٦"٩/٠ إ;٠٠٠٠-٠
 ء٠٤ إ'';"٠٠-٧٠

s-ل!،لي!±إ٧٠-٤} H١2/ ١٥١
X X X

.S={cos2x,sinx,cosx} ،٧-F[0,2-] (١٦)

. S={e,xe',xe'}، ٧-F(-ه,ه١٧() )
. S={sinx,cosx,xsin x,xcosx}، V-F(ه,ه١٨() )

. S={6,3sin'x,2cos"x}، ٧-F(-٥,٥()١٩)

. S={1,sin x,sin2x}، ٧-F[0,2r] (٢٠)

. R' x في خطيا مستقلة التالية المجموعات تجعل التي ( قيم عين(٢١

S-{(1,-1,0),(x,1,0),(0,2,3)} ( ( ا

(}=$.2,,1(,)1,0,1(,)0,1,3{) )ب(

S={(1,x,1),(x,0,0),(0,0,3)} ( ( ج

 المتجهات تجعل التيb وa من كل قيمة (عين٢٢)
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 المتجهات فضاءات

. R (a,2,b, في خطيا مرتبطة(1,2,1,3 (و)1-,1,2,0)٠(1

 أن يجب خطيا مستقلة مجموعة من خالية غير جزئية مجموعة أي أن أثبت(٢٣)

. خطياً مستقلة تكون

 حيثV متجهات فضاء من جزئية مجموعةS, وS, من كل لتكن(٢٤)

,S, gSكانت .إذا ,Sخطياً مرتبطة,$ أن فاثبت خطيا مرتبطة .

: أن أثبت. خطياً مستقلة مجموعة}٧,u (لتكن{٢٥)

. خطيا مستقلة}٧,٧+٧ )أ({

. خطياً مستقلة}٧,u+٧ )ب({

. خطياً مرتبطة}u,٧,u+٧ )ج({

 متجهات فضاء من خطياً مستقلة جزئية مجموعةS}=٧,,٧٥,٠..,٧{, (لتكن٢٦)

<S>٧٤)V. وليكن ( أن أي S eV لمتجهات خطيا تركيبا ليس٧

 خطيا. مستقلة مجموعةS}٧{ أن أثبت

 معكوس. لهاn الدرجة من مصفوفةA ولتكن٧,,٧,٠٠٠٠٠٧,eR" (لتكن٢٧)

 كانت إذا وفقط إذا خطياً مستقلة}٧,,٧,,٠..,v{, المجموعة أن أثبت

. خطياً مستقلة}A٧,,A,...,A٧{, المجموعة

 إذا.V متجهات فضاء من جزئية مجموعةS}=٧,٧,,٠٠٠,٧ {م (لتكن٢)

. خطياً مرتبطةS أن فاثبت الصفري المتجه هوS عناصر أحد كان

,u, ولا,,u{, (لتكن٢٩) ,u{متجهات فضاء من خطيا مستقلة مجموعة V.بين 

. خطياً مرتبطة وأيها خطياً مستقلة التالية المجموعات من أي

. {u,- ( ولا ولا, ولا- أ({,ن-رن,

. {u, {,u+,٧ ,ر٧,+٧,,٧+ ( ب)

- u,} .( ج) {u,-  ولا,٧ -و٧ ر,٧ و-٧ ر,٧ ر
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

. {u, +٧, ,u, ){,u+٧ ر,٧ ر+٧٠٠٧+ ( د

 من كل درجة كانت إذا.P, من خطيا مستقلة مجموعة}p(x,)٩(x{) (لتكن2٠)

(p(x(و x)المجموعة أن فأثبت1 تساوي أو من وأكبر 

(}xو) )(x),p)٩(,x{م) خطيا مستقلة .

 والبعد الأساس(4 )ه،
Basis and Dimension

 المجموعتين لدينا أن لنفرض

S,={(١,-1)٠(1,)}
$,={(2,1),(1,-1),(3,-2)}

 تولدان المجموعتين أن من قليل وبجهد التأكد يمكن.R الفضاء في المتجهات من
%Rالمجموعة أن غير ,Sالمجموعة عن تميزها بصفة تتصف ,Sأن ذلك ,Sمستقلة 

 أساسا ليستS, بينماR2 للفضاء أساساS, تسمى .لذا خطيا ر$مرتبطة بينما خطيا
 من يعتبر والذي المتجهات فضاء أساس مفهوم نناقش البند هذا في ،R? للفضاء

 المتجهات فضاء أساسات جميع أن كذلك وسنبين. الخطي الجبر في الأساسية المفاهيم

 عدد أن. المتجهات فضاء بعد يسمى العدد هذا العناصر من العدد نفس على تحتوي

 هذا اختيار طريقة على وليسV على فقط يعتمدV المتجهات فضاء أساس متجهات

. الأساس

(٤،١٠ تعريف)

S . إن نقول V }=S متجهات فضاء من جزئية مجموعة ٧,,٧,٠٠٠,٧{, لتكن

: الشرطين حققت إذاV للفضاء(basis) أساس
. خطياً مستقلةS)(٧ تولدS )ا(
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 المتجهات فضاءات

 من متجه أي كتابة وحدانية على نؤكد أن نود الأساس على أمثلة نقدم أن قبل

• التالية المبرهنة فحوى هو وهذا أساسه لعناصر خطي كتركيب متجهات فضاء

(4 ،١٣ مبرهنة)

 نستطيع فإننا٧eV وكانV المتجهات لفضاء أساساS}=٧,,٧,,٠..,v{, كانت إذا

,v,.٧١٠٧٥٠٠٠٠ للمتجهات خطي كتركيب وحيدة بطريقة ر كتابة

 البرهان
 الوحدانية ولبرهان.$ لعناصر خطي تركيبv أن الواضح من فإنهV تولدS أن بما

,٠3 يوجد أنه نفرض ,8, ,0.,0,,eR,0,٠٠٠,,a  أن بحيث4,

٧=0,٧\ +0٨٧٨+٠٠٠+0,٧

٧=0,٧, +8٧,+٠٠٠+3,٧,

٠(a-8,)٧,+(a,-6,)٧+,٠٠٠+(a, -8,)٧,=0  فإن ولذا

,a فإن وبالتالي.i=1,2,٠..,n لكل -6, =0 S أن نجد فإننا خطياً مستقلة  أن وبما

4٠a,=0,

(4 ،٤٢ مثال)

S={e,=(0,1),e, =( . ,ا0{) أن أثبت R°  للفضاء أساس

 الحل

 ان الواضح .من٧(=a,b)eR' أن لنفرض(١)

.٧=(a,b)=a(1,0)+b(0,1)=ae, +be,

. R2 S تولد  فإن ولذا
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

,a=,٥ أن )؟(لنفرض e,+a,eحيث a,,a,eR.فإن ولذا :

(a,(1,0)+a,(0,1)=(a,,0)+(0,a,)=(a,,a)=(0,0.فإن ومنه 

a=a,=0.فإن وبالتالي Sخطياً مستقلة .

 ملحوظة
 حيثR" الفضاء من جزئية مجموعة}=e,,e,,،..,e كانت{, إذا

(1,0,....0,..٠,e=(0,0نثبت أن(٤،٤١) للمثال مماثلة بطريقة نستطيع فإننا 

 القياسي الأساس أو المعتاد الأساس الأساس هذا يسمى.R" للفضاء أساسS أن

.R" standard) للفضاء basis)

(4 ،٤٣) مثال

. P, "S={1,x,x,...,x المتجهات لفضاء أساس }  أن أثبت

 الحل

,a يوجد فإنهp(x)eP, لكل أنه الواضح من )ا( eR,ر٠٠, a,aحيث٨ 

. P, S تولد . فإن ولذا p(x)=a٥ +a,x+ a,x5 +٠0٠+a,"

",a+٠٠٠+0x" إذاكان(٢) =0=0+0x +0x2+٠٠٠+a,x+a,x+aفإنه٨ 

,a أن نجد المعاملات بمقارنة  خطياً. مستقلةs فإن =ز.ولذا٠٠,n.,0,1 لكل0=

Cل٠ P,  للفضاء المعتاد الأساس ، الأساس هذا على يطلق
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 المتجهات فضاءات

(4 ،٤٤ مثال)

٠ إ»رس ي؟ "إ، /؟2 ام د
 الحل

 :ا-/:٩ -٢ا:٠٤ -إ٧٠ إا"٠ بم٠
. M,, S تولد  فإن ولذا

٠ ا"٠;/ ;-أو -ا:٠٢; إ٩٢إ يل٣٣ 0١00000 ا00

 يسمى خطها مسنة8 ل اي -ه.٨-»-٨ م- ?أ.ولذائد "أ-أ{ ا} ند

 المعتاد الأساس فإن عامة وبصورة.M,, للفضاء المعتاد الأساس الأساس، هذا

 يكون بحيثA=/a المصفوفات(,, منmn من المكونة المجموعة هوM ,م, للفضاء

:{ أصفارا.A عناصر باقي وجميعa ا=ر,

(4،4٥ مثال)

.R S={(1,2,1),(2,3,1),(-1,2,-3)} للفضاء أساس  المجموعة أن أثبت

 :إ
 الحل

2 ن/ أي.s متجمت أعصتها التي المصونة هيA ن لفرض
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det-)١(0=6=(3-2 أن بما A=1(-9-2)-2(-6-2النتيجة باستخدام نجد فإننا 

 أساسS فإن .لذا خطياً ومستقلةR3 تولدS أن(٤ ا،٠ والمبرهنة)(٤،٨)

D. R'  للفضاء

(٤،٤٦) مثال
. P, {S=/x+1,x-2,x+3 للفضاء أساس  المجموعة أن أثبت

 الحل
a وأنP, في عنصرa,x+a,x+p(x)=a٨ أن لنفرض ,4,,a, eRحيث 

(p()=a,(x'+1)+a,(x-2)+a,(x+3.نحصل المعاملات وبمقارنة 

: المعادلات نظام على
a, = a  ر

0, +a, =a,

a, +2a, +3c, =a
: أن نجدA المعاملات مصفوفة محدد وبإيجاد

1 0 0
.detA=l0 1 1/=1(3+2)=5#0

1-23,

. P, S تولد  فإن ثم ومن متسق النظام فإن ولذا
 أن .وبماA المصفوفة محدد هو المقابل المتجانس النظام مصفوفة محدد أن بما

 الحل هو المتجانس للنظام الوحيد الحل فإن ولذا معكوس لهاA فإنdetA=5 ة0

,a فإن ولذا التافه =a,=a,=0أن .أي Sفإن وبالتالي خطيا. مستقلة Sأساس 

 .تP, للنظام
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 المتجهات فضاءات

 فإنmxn الدرجة من مصفوفةA كانت إذا أنه(٤ ،١٦) المثال في بينا لقد
M,, AX=0 الفضاء من جزئياً فضاء تشكل  المتجانس النظام حل مجموعة

 الجزئي الفضاء لهذا أساسا نعين كيف نبين التالي المثال (.فيR" الفضاء )أو
 الصفري. الفضاء أوAX=0 المتجانس للنظام الحل فضاء عليه أطلقنا والذي

(4 ،٤٧ مثال)

: المتجانس للنظام الحل فضاء أساس عين
X,-x,+2x,  +ر0=

=0X,+٢,-X٨
3x, +4,-2x,+5x,=0

 الحل

 الصفية الدرجية الصيغة أن نجد النظام لحل -جوردان جاوس طريقة باستخدام

01- م مي' الموسعة للمصفوفة المختزلة

0 1 1-1  ا•. اذ:0
 ء مجإيز الفام هعمء التضام ولذااك

X, +X,-X, =0

 هو للنظام العام الحل أن نجدx,=s و =,؟t بوضع
8١١2s-3٢٦2٢٦-3-

1-1
=S\ /-t

S-+t-\اولا 

 'ا·"١
 ومن العد فضاء توددs إ-٥.-.0.٥٢٠٢ .ذ-١.a.١١ فبسرعة{ دنةائن

D . S الحل لفضاء أساس  فإن ولذا خطيا مستقلة أنها ترى أن السهل
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(4،4٨) مثال

M ٨ ، من w . الجزني لنضاه أسا عين w-/  ا ا"٥٠٥٤١{ حيث

 الحل

 ;أ إ[: إم%!ا" إإ-ا" مد،
 ء.أ.:،:ز::ا

 فهما وبالتالي خطيا مستقلان انهما نرى أن السهل من أنه كما

[. W  الجزئي للفضاء أساس

 من عدد أقل على يحتوي متجهات فضاء أساس أن لنا تبين التالية المبرهنة

. للفضاء والمولدة خطياً المستقلة المتجهات

(4 ،١٤) مبرهنة
 ولتكنV المتجهات لفضاء أساساS}=٧,,٧,,..,v{, لتكن

 مرتبطةB فإن

(1)

m>n . كان إذا V ,B={u من جزنية مجموعة {,u,.٠٧ ر٠٠٠

. خطياً

 البرهان
,a,,a0,0..,a أن لنفرض eRوأن :

C,٧, +a0+ر٧,+٠٠٠ ,L, =٧

 لمتجهات خطي تركيب هوB متجهات من متجه كل فإنV للفضاء أساساS كانت لما

Sيوجد فإنه لذا :

€ RC,  ر,0١3«٠٠٠,@4٥١,١@,53 د٠٠٠٠34٨2٠٠٠٠0٨١,٠٠٠,0,5 م,@و
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: يكون بحيث

(٢)

١٧٨,a+٧,+0,,٧ و+٠٠٠,a=٧ ر
٧ و=٧,0,+٧0,3 +ر٠٠٠+0٨٨٧ م

,4٠٠٠+٨٨٧+,4,5Y+,4,٧ و=٧

: على نحصل والتبسيط( )ا في )ا( من بالتعويض
(a,,0, , ر4,+٠٠٠+١4,4)٧,4+ + (a,,4, +454, +٠٠٠+4٨,4,)٧,+٠٠٠
+ (a,4, +40,4, +٠٠٠+4٨٨4)٧, =0

 ولذلك أصفارا جميعها٧,٧,,٠٠,٧, معاملات فإن خطيا مستقلةS ولماكانت

(٣)

: 4,,0٥,٠..,a,  ج المجاهيل في التالي المتجانس النظام على نحصل
d٨١4, 4 ر,4+45 ر0,+٠٠٠+0=

4,54,+44,4 ر+٠٠٠+4٨ ر4 =ج0

4,,4,+4,0,+٠٠٠+4٨ م4,=0

 منته غير عدد للنظام فإنm>n كان ولماn هو(٢) النظام معادلات عدد أن وبما
,a, حل إيجاد نستطيع أننا أي. الحلول من ,a,0..,aفإن وبالتالي. صفري غير 

Bم خطيا مرتبطة. 

(.٤ ،١٤ للمبرهنة) مكافئة أخرى صورة هي التالية النتيجة

(٤،١٥) نتيجة
 وكانتV المتجهات لفضاء أساساS}=٧,,٧٥,٠٠,.٧ {م كانت إذا

 فإنV من خطيا المستقلة المتجهات من جزئية مجموعةB={u,,٧ م,٠..,٧ )م

msnم. 

. المتجهات فضاء بعد لتعريف اللازمة بالمعلومات التالية النتيجة تزودنا
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

,S,,٧ و,٠..,w و{ ={uلفضاء أساسا 
(4 ،١٦) نتيجة

S={ ٧,,٧,,٠٠,٧{ من كل كانت إذا

. m=n V فإن  المتجهات

 البرهان
 النتيجة باستخدام فإنه خطيا مستقلةS, كانت ولماV للفضاء أساسS أن بما

S V كانت ولما ,S للفضاء أساسا . كانت لما وبالمثل msn ( أن (نجد٤،١٥

٠ m=n . فان وبالتالي n <m  فإن خطياً مستقلة

(٤ ا،١ تعريف)
 يسمىS فيn المتجهات عدد فإنV للفضاء أساساS}=٧,,٧,,٠٠٠,٧{, كانت إذا

. dim V =n V ونكتب (dimension) الفضاء  بعد

 ملحوظة
V V={0} اساس كان إذا أو V كان إذا البعد منتهي أنه  متجهات فضاء عن يقال

 منتهية غير الفضاءات أن إلى القارئ نظر ونلفت. المتجهات من منته عدد من يتكون

 على فقط مقصورة دراستنا وتكون الكتاب هذا في إليها نتطرق لن ولكننا موجودة البعد
. البعد منتهية الفضاءات

: أن (نجد٤،٤٣ (و)٤،٤٢)٠(٤،٤١ الأمثلة) من
. dim R"=n dimR,=n+1 و ، dim Mم, =m n

 بعد أن كما2 هو(٤،٤٦ المثال) في المتجانس النظام حل فضاء بعد فإن كذلك

.2 (هو٤،٤٧ المثال) فيW الجزئي الفضاء
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 المتجهات من خطيا مستقلة مجموعة بأنهاV المتجهات فضاء أساس عرفنا لقد

 المكونةS المجموعة أن وعلمناn وليكن الفضاء بعد مسبقا علمنا إذا ولكن.V وتولد
 ما وهذاV للفضاء أساسا تكونS فإن(V تولد أو) خطيا مستقلة المتجهات منn من

• التالية المبرهنة لنا تؤكده

(4 ،١٧ مبرهنة)
dim حيث البعد منتهي متجهات فضاءV ليكن V =nولتكن 

g٧,٠٧٥,٠.٠٧{٧={S.عندئذذ 
. V S للفضاء أساس s فإن خطيا مستقلة ( كانت إذا ا(

. كذلكv للفضاء أساسS فإنV $تولد كانت إذا(٢)

 البرهان
,,v يوجد عندئذ.V تولد لا ولكنها خطيا مستقلةS أن لنفرض(١) cYأن بحيث 

,,,vتركيباخطيالمتجهات ليس Sالمجموعة فإن ولذا 

,_}٧,,٧٨,٠٠٠٠٧٥٠٧=/,Sوحينئذ خطيا مستقلة. dim V >n+1يناقض مما 
dimV كون =n.تكون وأن بد لا ولذلك Sتولد Vللفضاء أساس فهي وبالتالي 

. ٧
S . كانت إذا V S تولد v( أن لنفرض(٢ ٨ وليكن متجهاتها أحد فإن خطيا مرتبطة

S, ={ ٧,,٧ و٠٠٠,٧,{ المجموعة فإن .لذا المتجهات لبقية خطي تركيب هو

 على نحصل متجهاتها أحد بحذف فإنه خطياً مرتبطةS, كانت إذا. أيضاV تولد

 إلى النهاية في نصل المنوال هذا على وبالاستمرار .،V تولدS جديدة, مجموعة
 حيث المتجهات منk من وتتكون خطيا ومستقلةV للفضاء مولدة مجموعة

k<nكون يناقض هذا ولكن dimV =n.فإن وعليه Sوبالتالي خطياً مستقلة 
 .مV للفضاء أساس فهي
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(4 ،٤٩ مثال)
. R3 S={(1,2,3),(-2,1,0),(1,0,1)} للفضاء أساس  أن أثبت

 الحل

dim أن بما R'  خطياً مستقلةS أن إثبات يكفي فإنه3 هوS عناصر عدد وأن3=

 أن نجدA محدد وبصاب ؟. عناصر أعمدتها التي المصفوفة هيA أن نفرض ونذا

detA=/2 1 0/=1(1-٥)+2(2-0)+1(0-3)=2=0
3 0 1,

S D فإن ولذا . R'  للفضاء أساس فهي ثم ومن. خطيا مستقلة
. الجزئية فضاءاته وبعد متجهات فضاء بعد بين بالعلاقة التالية المبرهنة تزودنا

 ،(١٨ مبرهنة)
dim حيث البعد منتهي متجهات فضاءV ليكن V =n، وليكن WsV.فإن عندئذ 

. dim W <n W أن كما البعد منتهي (')

. w ٧ كان إذا وفقط إذا dim W=n()

 البرهان
 ولذا واضح ذلك فإنW={0 كان{ إذا. البعد منتهيw أن أولا سنبرهن )ا(

W <,W=<w فإن ,w كان إذا.0 ة e W . وليكن W  }ة0{ أن نفرض
 فإنناW ة<w> كان إذا أما. البرهان من إنتهينا قد نكون وبالتالي البعد منتهي

 كان إذا خطيا. مستقلة}w,,w فإن{, .ولذاw,٤<w>, نختار

,}<W=<{w,,wهذه في البرهان من إنتهينا قد نكون وعليه البعد منتهي فإنه 

 لابد المنوال هذا على بالاستمرار فإنناw+<{w,,w>{, كان إذا أما. الحالة

dim لأن وذلك معينة مرحلة عند التوقف من Vنحصل فإننا وبالتالي منتهي 
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 البعد.ليكن منتهيW فإن .وعليهW تولد خطيا مستقلة مجموعة على
V W المتجهات فضاء من خطيا مستقلة مجموعة dim أساس أن بما W =m

. msn m فإن العناصر من  من وتتكون

dim فإنW=٧ كان إذا أنه الواضح )ا(من W =dim V =n.العكس ولبرهان 
dim أن نفرض W =n.٣,,٠.٠,٣{, أساس أي عندئذ={Sللفضاء Wمن يتكون 

 (،٤،١٧ مبرهنة) باستخدام ، فإنها ولذاn عددهاV في خطيا مستقلة عناصر

 مW=<S>=V٠ .وعندئذV للفضاء أساسا تكون

 هيR من الجزئية الفضاءات أن نبرهن أن(٤،٢) البند في وعدنا لقد

(}R، . الآن الوعد بهذا وسنفي الأصل بنقطة المارة والمستقيمات0,0)}

(4 ،٥٠) مثال

dim أن بما R°=2من جزئي فضاء أي بعد فإن 'Rليكن2 أو1 أو0 إما هو. 
°w<Rكان .إذا dim w dim كان .إذاw={(0,0{) فإن0= w=2فإن 

w=R2كان إذا .أما dim W=1فإن Wعنصر من يتكون أساس على يحتوي 
.w={a(x,y):aeR}={(ax,ay):aeR} . وبالتالي {(x,y)}  واحد

C .(x,y)  والنقطة الأصل بنقطة المار المستقيم نقاط مجموعة إلا المجموعة هذه وما

 على البراهين نقدم لم ولكننا المتجهات فضاء وبعد لأساس البند هذا في تطرقنا لقد

 أي أن سنثبت حيث الأن البراهين هذه .سنقدمV متجهات لفضاء أساس وجود

 ، الفضاء لهذا أساس على تحتوي أن يجب متجهات لفضاء ومولدة منتهية مجموعة

 توسيعها يمكن متجهات فضاء من خطيا مستقلة جزئية مجموعة أي أن سنثبت كذلك

. الفضاء لهذا أساس إلى
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(4 ،١٩ ر مبرهنة
V {,v,.٧٨,٠٠,,v}=B متجهات فضاء من صفرية غير جزئية مجموعة  كانت إذا

. V B للفضاء أساس على تحتوي V فإن B تولد  وكانت

 البرهان
 من انتهينا قد نكون الحالة هذه وفيV للفضاء أساسB فإن خطيا مستقلةB كانت إذا

 خطيا تركيباv, وليكن متجهاتها أحد فإن خطيا مرتبطةB كانت إذا أما. البرهان

. B, ={ gB{_٧,,٧,٠٠٠٠٠٧ م B على نحصل ,v من . بحذف B  متجهات لبقية
 يوجد فإنهV تولدB أن .بما٧e٧ أن إذن .لنفرضV تولدB, أن الآن سنبرهن

a,,٠٠.,a,€R. ٧=a,٧, +0,٧+,٠٠٠+0 ,a+ -ج١٧٠ ٠- ٧ م يكون بحيث

,P يوجد فإنهB, لمتجهات خطي تركيبv, أن بما كذلك ,3, ....,P,, eRبحيث 

: على نحصل وبالتالي.v,=8,٧,+٧,3,+٠٠٠+١٧,0 ر, يكون
.٧=(a,+a,٢),٧, +(a, +a,8,)٧,+٠٠+(a,+a,P,)v,

.٧ تولدB ر فإن ولذا

 خطيا مرتبطة كانت إذا أما.V للفضاء أساس فإنها خطيا مستقلةB, كانت إذا الآن
 نحصلv م_, وبحذف. المتجهات لبقية خطيا تركيباvً,, وليكن متجهاتها أحد فإن

,B, جB جديدة مجموعة على gBللفضاء مولدة V.هذا على وبالاستمرار 

 مستقلةS مجموعة على النهاية في نحصل فإننا منتهية مجموعةB أن وبما المنوال

 .مV للفضاء أساس هي المجموعة وهذهV وتولد خطيا

 متجهات لفضاء أساس لإيجاد(٤ ،١٩ المبرهنة) برهان إتباع الممكن من
: التالي المثال يبينه ما وهذا الفضاء لهذا مولدة مجموعة من جزئية كمجموعة
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(4 ه،١ مثال)
: حيثB={v,,٧,,٧,,٧,v,}gR' أن لنفرض

v, =(1,1,2)٧٠,=(1,0,1),٧,=(1,1,0),v,=(-1,1,-2),v٠=(1,2,1),

 باستخدام فإنهP متجهات أعمدتها التي3x5 الدرجة من المصفوفة هيA كانت إذا

 النظام هذا أن نجدCeR حيثC متجه لأيAX=C النظام لحل جاوس طريقة

. R' B تولد  أن (نجد٤،٧) المبرهنة باستخدام فإنه ولذا متسق
 فإن ولذا خطيا. مرتبطةB فإن٧+,٧-,٧٠+٧=0 أن بما

 المجموعة على نحصلB منv بحذف ولذا٧-=٧-,٧+,٧,
,}v,,٧,,٧,٧={,B.أن إثبات نستطيع أخرى (مرة٤ المبرهنة)لا، باستخدام 

,B'تولد R2-,٧+,٧=,0 أن .وبماvفإن ,Bفإن ولذا خطيا. مرتبطة 

B, ={v,, {,v,٧ ر ,B المجموعة على نحصل ,v من , باستبعاد.٧-=2٧+٧

dim أن وبما.R تولد' تزال لا والتي R'=3فإن ,Bفإنها ولذا خطيا مستقلة 

[ .R'  للفضاء أساس

 ملحوظة
 الجزني للفضاء بأساس تزودنا التاليتين الخوارزميتين من كلا فإنBcR" كانت إذا

(.٤،٢٦) المبرهنة في لصحتها تبريرا نقدم والتيB بالمجموعة المولد٣" من

 ،(١) خوارزمية
 نفذ(B) للفضاء اساس على للحصول.R" من جزئية مجموعةB لتكن )ا(

: التالية الخطوات

. B A متجهات صفوفها ( مصفوفة ا(عين
 صفية درجية أو صفية درجية صيغة علىA لوضع جاوس طريقة )ا(استخدم

. C  ولتكن مختزلة
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. (B) C الجزئي للفضاء أساساً تشكل الصفرية غير ( صفوف عندئذ(٣

. BcR" ScB( (لتكن ب (B) حيث  الجزئي للفضاء أساس على للحصول

• التالية الخطوات نفذ

. B A متجهات أعمدتها ( مصفوفة ا(عين
 مختزلة صفية أو صفية درجية صيغة علىA لوضع جاوس طريقة استخدم(٢)

.C  ولتكن
. C ( في المتقدمة العناصر ذات الأعمدة (عين٣

 في المتقدمة العناصر ذات الأعمدة من المكونة المتجهات مجموعة هيS, (لتكن٤)

.S, A لعناصر المقابلة S في المتجهات مجموعة هي C ولتكن
. (B) ScB الجزئي للفضاء أساس هي ( عندئذ ه(

(4 ه،2 مثال)

B 'R بالمجموعة المولد  للفضاء أساس لإيجاد ()ب(٤ الخوارزمية)ا، اتبعنا إذا

: على نحصل فإننا(٤ ،٥0 المثال) في المقدمة

٠:/٠]
 لخترلةسونة الية لرهبة سيمة ين ير.ن جاوس رة وسندم

Aهي :
1 0-20 00 ب:ابا،١ 0 1 1

 الأعمدة وهذه والرابع والثاني الأول هيC في المتقدمة العناصر ذات الأعمدة إن

: وهو المطلوب الأساس تشكل التيA في الأعمدة تقابل
S-{(1,0,1),(1,1,0),(1,2,1)}
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 المتجهات فضاءات

[٠(٤،٥0) المثال في وجدناه ما مع يتفق وهذا

(4 ،٢٠) مبرهنة
 المنتهيV المتجهات فضاء في خطيا المستقلة المتجهات من مجموعةS كانت إذا

.S V يحتوي T للفضاء  أساس يوجد فإنه التوليد

 البرهان
 هذه في انتهى قد يكون البرهان فإنV تولدS كانت إذا.S}=٧,,٠٠,٧,٧{, لتكن

 المبرهنة باستخدام.v٤ إ٤(S) نختار فإنناV تولد لاS كانت إذا أما. الحالة

V ,S تولد (٧,,٧٥,٠٠٠٠٧٤,٧٤{,, أن (نجد٤،١٢}=,S كانت إذا. خطيا مستقلة
 فإنناV تولد لاS, كانت إذا أما. ايضا الحالة هذه في انتهى قد يكون البرهان فإن

,،v), نختار €(S.مجموعة على نحصل ولذا ,,}S, =S, {vخطيا مستقلة .

,ScS... على نحصل المنوال هذا على وبالإستمرار GS,gأن .وبما Vمنتهي 

 أساس على نحصل وبالتالي الخطوات من منته عدد بعد نتوقف أن بد فلا التوليد

 .م٧ للفضاء

(4 ،٥٣) مثال
.٧(=0,1,1) يحتويR3 للفضاء أساسا عين

 الحل
 ،٧(=1,0,0 أن) لنفرض. خطياً مستقلة$ أن الواضح من.S={(0,1,1{) لتكن

 الآن .نستطيع خطيا مستقلةS,={(0,1,1),(1,0,0{) فإن ولذا.٧,e(S) عندئذ،

: فإن وبالتالي.v,=(0,1,0)e(S), أن وبسهولة ، نرى أن
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

(}S,={(0,1,1),(1,0,0),(0,1,0بعد' أن وبما. خطيا مستقلة Rفإن3 هو 

L].S ,S يحتوي دم للفضاء اساس

(4 ه،٤) مثال

. (مx)=x'-x+1 يحتويP, للفضاء أساساً عين

 الحل

 (وS)x+24=(x) أن و خطياً مستقلةS أن الواضح من.S (م}=x ان{) نفرض

,S (و,)x{) فإن لذا ={p(xأن نثبت أن ، وبسهولة ، نستطيع الآن. خطيا مستقلة 

,(r( x)=x +3e(S.وبالتالي (}فإن x),r(x)٩(,x,={م) sخطياً مستقلة .

1٠ P, ,S للفضاء اساس ,P فإن3 هو  بعد أن وبما

(٤ بالخوارزمية)ا، الإستعانة نستطيع فإنناR" هو المتجهات فضاء كان إذا

: كالتالي له اساس إلىR" في متجهات من مستقلة مجموعة لتوسيع

(4،2) خوارزمية

 .للحصولR" في متجهات من خطيا مستقلة مجموعةS}=٧,,٧٥,٠٠٠,٧{ لتكن

: التالية الخطوات نفذS يحتويB أساس على

: عندئذ.R" }للفضاء,,u ر,•..u{, أساساً اختر )ا(

. R" {,u,..٠,٠٧٨٧,٠٠٠٠٠٧٤}=,S تولد

 حيثB أساس على للحصول ()ب(٤ الخوارزمية)ا، خطوات )ا(طبق

. B=S,
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(4 ،٥٥ مثال)

. S={(1,0,2),(1,1,1)} 'R المجموعة يحتوي  للفضاء أساسا عين

 الحل

 المعتاد الأساس خطيا.نختار مستقلةS المجموعة أن نرى أن السهل من

 أن نفرض .الآنR' للفضاء(}1,0,0(,)0,1,0(,)0,0,1{)

(}S,={(1,0,2),(1,1,1),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1المصفوفة نضع .الآن 

Aهذه أن فنجد المختزلة الصفية الدرجية الصيغة على, متجهات أعمدتها التي 

: هي الصيغة

1 1

2 ة
1 1

1 0 0

0 1 0

١l0 0١  د د

2 2
A  أعمدة فإن لذا والثالث، والثاني الأول هي المتقدمة العناصر ذات الأعمدة أن وبما

 هو الأساس أن أي. والثالث والثاني الأول هي المطلوب الأساس تكون التي
].B={(1,0,2),(1, 1,1),(1,0,0)}

(٤،٩) تمارين
 لقضاء أساسا تشكلR2 من التالية الجزئية المجموعات من أيا )ا(بين

: R?  المتجهات
{(1,3),(3,s)} ( ( ا

{(7,1),(21,3)}()
(}7,1(,)10,1 )ب({)

 /)ج; ي;0٠
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

 لفضاء اساسا تشكلR' من التالية الجزئية المجموعات من أيا )ا(بين

: R?  لمتجهات

٠(}٥٠17,8(,)1٠7,5(,)2-,3.2 )أ({)

(}٠2,0٠٧٦(.)٠5,0٠٠6)٠\٥٠-٠3,٠6) )ب(
٠(}1,2,1(,)1,3,1(,)2,3,1 )ج({)

٠(}2,1٠3-(,)1,2,1(,)3,0,0{) )د(
 لفضاء أساساً تشكلR' من التالية الجزئية المجموعات من أيا )؟(بين

: R  المتجهات
٠(}1,1,0,0(,)0,١,1,0(,)0,1,0,1(,)١,0,0,1{) )أ(

٠(}1٠1٠3٠-١)٠(1٠١٠-١٠-١(,)2,2٠2-,2(,)3,3,1,3{) )ب(
٠(}3,8,7-,3(,)1,5,3-,1(,)2-,1,2,6(,)1,4,0,3 )ج({)

٠(}3,0-,3,6(,)0,2,3,1(,)0-,2-,2,0-(,)2,1,2,1) )د(
 لفضاء أساساً تشكلP, من التالية الجزئية المجموعات من أيا )؟(بين

: P,  المتجهات
٠}١٠٤+١,x- (٤ ا({

.{x+1,x'-1,x+1,x-1 ( ( ب
. {x2+3x+5,5x213x1,x'+x1}( ( ج

. {x+5,-x-x+1,2x'+x+3 ( ( د
 لقضاء أساسا تشكلM,, من التالية الجزئية المجموعات من أيا )د(بين

: M,,  المتجهات

!/! !/.؟٠٩ أ٤/٩٤.:٠٠
1 70 00 50 1

 م.إ::.ا:]: اذ٠- لا
١٨٤



 المتجهات فضاءات

١ا٠٠١٠٠٠٩٠٠٢٠-///١

 ا٧١٠/٠٠٠-٠٠٠
: المبينة الجزئية الفضاءات من كل وبعد أساس (عين1)

. W={(a,b,٥):a+b+c=0}sR'( ( أ
.W={(a,b,c):a+b=b+ =0}<R'( ( ب

.W={(a-b,b+c,b,b-c):a,b,ceR}<R( ( ج
.W={(a,b,c,d):a +2b+3c+d=0}sR ( ( د

.W={(a,b,c,d):a+b=0, b+٥+d=0}<R"( ( ه
.w=/{AeM,,:A'+A=0}sM, ( ( و

w-/ ٨ /د.«- إء! إ٨ +إ٠ ا» -1 0 -1 0

.w={AeM,:2a, +a ٨ ي =a٨+a, =0}<M ( ه ح(
. w={a(x+1)+b(+x2):a,beR}sP,( ( ط

.W={ ax'+b+c:a+b+c=0<P, ( ( ى
: حيث جحم0 المتجانس للنظام الحل فضاء وبعد أساس عين )لا(

3٠12 ا١٠١ د A لبا
2 إ:ا". ا-5-43 -4 3

١٢//١A =
5-1 ١-1

 )د(

5 -3 5 -4
1 1 ١
3 2-2
4 3 -1
6 5 1

A =
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

1 0 0 3
١ 0 -3 2

1 0 1 4 \=A )ه( )و( A= 0 1 -5 4
1 0 -1 2 3 -2 1-2
١ 1 2 7

2 2 1 1 2

١ ١ ١ ا ا-
.A=/1 ١ 0 0 ١  )ز(

3 3 2 2 3

5 5 3 3 5

 المجموعات من كل على يحتوي الذي المعطى المتجهات لفضاء أساسا عين(٨)

: يأتي فيما الواردة
. S={(1,0,1,0),(0,1,1,1)} ،v=R'( ( أ

. S=/1+x,1-x+x-x ),V=P،{ د ( ب
١ 11 0 0 'ااءء إ· ا/ا'٠٧«-٠ ر( 11 1

. S={(0,0,1,1),(1,1,1,1)} ،v=R'( ( د
. S=/x4+1,x+x}، ٧=P( ( ه

 فيما الواردة المتجهات مجموعة بين من معطى متجهات فضاء لكل أساسا (عين٩)
: يأتي

.$={(2,1,4),(1,3,-2),(0,1,-1),(3,-6,18),(-2,1,-6)}،v=R3()
. S={2+x,3+x4,x-2x-1,x-x}،٧-P,( ( ب

،V=M,, ()

:;"}"·}/'٠ ا/٤/٧
. $={(1,2),(1,3),(-2,3),(4,1)} ، ٧=R'( ( د

.$={(-1,1,0),(1,0,-1),(-3,2,1),(0,1,1)}،٧=R3( ( ه
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، v=R( ( و
. $={(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,01٠1)٠(1,0,0,1),(1,0,1,0)}

. S=/x2+x-1,2x4-3,3x+1,x-x-2}،٧-P,( ( ز
،'R{) هيR من الجزئية الفضاءات أن أثبت(١٠)  المارة المستقيمات ،0,0)}

. الأصل بنقطة المارة المستويات ، الأصل بنقطة
 كانت إذا وفقط إذاR4 للفضاء أساس(}a,,b),(a,b أن{), أثبت ا(١)

. P a+bx,a} للفضاء أساساً +b,}

,,M يكون بحيث S المتجهات لفضاء .( أساسا ا(عين٢ ٨eS A= لكل٨2
 معاملات مجموع يكون بحيثP, المتجهات لفضاء أساس إيجاد تستطيع (هل١٣)

 ؟ صفرا يساوي عناصره من كل
 المجموعات من أي فبينV المتجهات لفضاء أساسا}u,٧,w{ كان (إذا١٤)

: V  للفضاء أساساً تكون التالية
{u+٧,٧+w,٧+w}( +2u}( أ ٧+3w,3u+٧-w,٧-4w}( ( ب

. {٧,٧+٣٠٧-w,٧+w}(٧,٧+٧{د( +w}( ( ج
 أن يمكن هل ؟R3 تولد أن متجهات أربعة من مكونة لمجموعة يمكن (هل١٩)

 ؟ خطيا مستقلة تكون
w-=({إذا١٦) (٧,٧٠٧٥٠٠٠٠٠٧٤){ وكان٧}(=٧,٠٧٠٠٠٠٠٠٧){, كان

. dimW = dimU +1 dimW أن أو =dimU  أن فاثبت
 و (و2=)p(1)=0، 0 حيث (مx (و,)x)eP كانت (إذا١٧)

.( أن فأثبت (م2=)0=٩(1 P, {(x)٩,(x) للفضاء أساس م}

: أن فاثبتV من جزنيا فضاء]W وU من كل كان (إذا١٨)
dim( U + W)<dimU + dimW.٥{ كان وإذا={U٨wأن فأثبت :

. dim( U +W)=dimU +dimW
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

 الأساس وتغيير الإحداثيات(٤،٦)

Coordinates and Change of Basis
 التعبير نستطيع فإنناV المتجهات لفضاء أساساS}=٧,,٧ ,ر٠.٠v{, كانت إذا

 توجد أنه أي.S لعناصر خطي كتركيب وحيدة بطريقة٧eV عنصر أي عن

٧٠=٥,٧, +a,٧+,٠٠٠+a,٠.05,&,٧ م يكون بحيث.,a, eR  وحيدة أعداد

: التالي التعريف نقدم ولهذا

(4 ،١٢ تعريف)
 حيث٧e٧ وكانV المتجهات لفضاء أساساS}=٧,,٧٥,٠٠,.v{, كانت إذا

,٧,a+٧,+٠٠,0+,٧,a=الوحيدة الأعداد فإن٧ ,a, ,0, ,0..,aإحداثيات تسمى 

coordinates الأساس إلى بالنسبة٧ of v relative to S) Sالمتجه يسمى (.كما 
c

S ،" للأساس بالنسبة٧ للمتجه الإخدائي المتجه]٧ ا=[

a,

.( coordinate vector of v relative toS)

(4 ،٥٦ ر مثال
 هوB وR3 للفضاء المعتاد الأساس هوS حيث]٧ وم[]v[ أحسب

، B={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} (1,3,2-)=٧٠ الأساس

 الحل
 -(فإن1,3,2-=)1(1,0,0+)3(0,1,0+)2(0,0,1) أن بما

 اكل لأذه(01. دهمه ا01 د. او
2
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 المتجهات فضاءات

.(-1,3,2)=,(1,1,0)+a,(1,0,1)+a,(0,1,1)

: ,a+6 المعادلات نظام على نحصل فإننا

+a, =3C,
4, +0, =2

2

 ].نvl -ا=.5 ا فن ولذا-».2--.5 ا-ه. ان اتطدمند هذا ويعف

(4 ،٥٧) مثال
 أساساB={1+x,x+x,1+x ولتكن{P, للفضاء المعتاد الأساسS ليكن
. (مx)=2+3x+4x% حيث (م]x[) و (م]x,[) من كلا عين. أخر

 الحل

 ن نفرض ا٣(3 ,لا4 .دلا اsNl)n اذا-, من«ح

a,,0,,0,€Rحيث :
p(x)=2+3x+4x=a,(1+x)+a,(x+x)+a,(1+x%)

 ء المعلإلإي نظام عطى نصد فبتا لذا

C,+0, =3
0, +0,=4

: أن نجد النظام هذا وبحل
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٠ (م]٢-[)

1

 ة
5 .: - 1 5  ا- فا وبالتالي.a ,إ=a ==,ه.==,3
2 2 2 2
3

 ة

. الأساس بتغير الإحداثيات متجه تغير قد السابقين المثالين من كل في أنه لاحظ

 الإنتقال عند الإحداثيات متجهي بين علاقة توجد هل: هنا نفسه يطرح الذي والسؤال

 نستطيع هل العلاقة هذه وجدت وإذا ؟ متجهات لفضاء آخر أساس إلى أساس من
: السؤالين هذين على تجيبنا التالية المبرهنة ؟ ماهيتها تحديد

(٤،٢١) مبرهنة
 لفضاء أساساC={u,,u,,٠..,u{, وB}=٧,٧,,٠٠٠,٧ من{, كل ليكن

.[v,]....،[v,] R أعمدتها م الدرجة من مصفوفة . ولتكن V  المتجهات
 أن .كما معكوس لها مصفوفةR فإن عندئذ

[v]=R[v] ٧e ه ٧ لكل

 البرهان
,0 أن لنفرض ,03 ,٠٠0,a, eR V يوجد فإنه B للفضاء أساس V أن .بما٧

a,
٠٠C ء
.]٧ ا=[ اي فإن ولذا.٧=٧a+a,٧+٠٠٠+a,٧, يكون بحيث

a,

 كترتيبB عناصر من كل نكتب أن نستطيع فإنناV للفضاء أساسC أن بما الآن

: على نحصل فإننا ولذا.C لعناصر خطي
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٧, =4,٧, +a,  ر٧ و+٠٠٠+4,٧ م

٧ =a,لام , + a,3٧,+٠٠٠+0,55لا 

٧=,٣ م,٧+4,,٧,+٠٠٠+4 م,٧,

 فإن ومنه
4,,

45a..٠]٧.l-
4,,

C,  و

C,و 

@,5

[vA]-
C,

a,  ر

d,  ر

[vl-

: المصفوفة هيR فإن ولذا
d0,,4 و٨٠٠٠
d5,&,ر,ه Rو =

4,١ 4٨٥0٠٠ 4,،

 لدينا الآن
٧=a,Y, +0,7, +٠٠٠+0,٧٠

=a, (d\١٧٨ +0,١٧5 +٠٠٠+a, ,a+( ر٧ م (a,,٧ +a,,٧ ر+٠٠٠+a,م٧ ,)
+٠٠٠+a,( a,٧, +45,٧٥+٠٠٠+4,, (, لا

=(a, 6, +a٨, a, +٠٠٠+a,a)٧, +(a, 0 ,,a+ ر 45 +٠٠٠+45, a,)u,
+٠٠٠+(a,,4, +0,٠4, +٠٠٠+4,, a,)٧,

 فإن ولذا
C\0, +0,4, +٠٠٠+a,٨ 4,

[«]- C90, , +ر٠٠٠+04,4,4٨+

4,4, +4,30, +٠٠٠+0,4,

0 ر, 43 4, a,
0 ر .a و,@ a,

،R٠\٧1ب رب٠ 

4٨ a, ,a و a,

١٩١



 وتطبيقاته الخطي الجبر

،Pج x =D ,P النظام أن نبرهن أن يكفي فانه معكوس  للمصفوفة أن لبرهان وأخيرا

--d. p  ا"٩ لكل/ متسق

d،
+d,u,+.٠.+d, =D=[v]. ,ه أن إذن لنفرض R, ,٧,d=٧ ج[ عندئذ،.٧]

,R للنظام حل]٧[ فإن ولذا X=Dلكل Dم. 

(٤،١٣ تعريف)
(transition matrix) ,P الانتقال مصفوفة(٤،٢١ المبرهنة) في  المصفوفة تسمى

. C B الأساس إلى  الأساس من

(٤،٢2 نتيجة)
 مصفوفة هيR وكانتV المتجهات لفضاء أساساC وB من كل كانت إذا

: فإنB إلىC من الانتقال مصفوفة هي مR وC إلىB من الانتقال

. ٠R- R"
 البرهان

)(٨P]),٧,[=R]٧]=[٧\ لدينا٧ev لكل R).فان ولذا 

١(=٥R)( Pاو أن (.اي P=م.·٤ 

(4 ،٥٨) مثال
,C={u ر {رن, وv}=B,,٧,v{, من كل ليكن ,uللفضاء أساس Rحيث 

٧, =(1,0,0),v, =(0,1,0) ٧,=(0,0,1)
(u,=(1,-1,0(,0,1,1=)(,2-,1,3 ,ن=).ن, 

'٥R و من كلا عين R\، ٧(=2,3,5) حيث ر[«] و]٧.
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 الحل

 د درء هبد ن ا1 او-. «سم من

 فإن ولذا

1 3
,2u-+٧--=,٧ م-+٧ و

2 2
1 3

7,-=٧, ولا-++٧ و
2 2

1 1 ٧%=,٥ «ا-/+-(+١,) 2 2
1 1 1
2 2 2

1
 ة

3
2

3
. aP,= 2- إ

--112

02 0 1

-٠٠٩ :ً-يو.- ا اإ٠ د٨١-٠٠٨٠ أبا-.
23 1 0

(4 ،٥٩) مثال
 حيثR2 للفضاء أساساC ,رن}=u, وB={v,,v}{, من كل ليكن

(coso ,sino) ، u=(-sino,cos6)، v, =(1,0),v,=(0,1=)حيث 

 الإحداثيات بدورانB من عليه نحصل الذى الأساس هوc أن أي.0"<

[ ٠l  عين. الساعة عقارب عكس باتجاه ه بزاوية الأصل نقطة حول الديكارتية

. ٧eR  لكل

١٩٣



 الآن.

 وتطبيقاته الخطي الجبر

 الحل

[v] ف أن R ا-و اً أن الواضح من.٧(-8,٧ ء)  لنفر
 لا

v, =(1,0)=a,u, +a,u,=a, (cos6,sin 6)+a,(-sin 6,cose)
: فإن ولذا

a, cos @-0, sin  ا=6
0 =a, sin 6+a, cos6

: لدينا .كذلكa,=cos6,a,=-sino: أن نجد النظام هذا وبحل

٧,=(0,1)=٢,u, +P, u, =P,(cos 6,sin e)+8,(-sin6,coso)
0 =[, cos 6-[, sin 6
1= [, sin e-[, cos6

,p: أن نجد النظام هذا وبحل =sin 6, P,=cose.فإن وبالتالي :

 فإن ولذا

coso sino

Pإ.،!= و 
X C0S 6+y sin 6

٠١٠٠-٠٥٠-
- XSin6+y c0sO

 فإن ولذا

(٤،٦٠) مثال
P, x),(1-x)- ا١(,c=1 للفضاء أساسا B={1,x,x وا ٩{ من كل كانت إذا

R  فاحسب

 الحل

 أن بما
1 =1+0(1-x)+0(1-x)
x=1-(1-x)+0(1-x)"
x=1-2(1-x)+1(١-x)
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 المتجهات فضاءات

0 ء إا، «ا. 0 1

(4 ،٦) تمارين
: يلي مما لكل,[] (عين١)

. ٧=2x4+x-1 , B=/x,x+1,x+2}, V=P, ( ( ا
.٧=(1,2,3), B={(1,-1,2),(1,1,-1),(0,0,1)},٧=R' ( ب)

٠ /إ:ا-٤٠ إ إ٦٩٦:٢ إ"٠٠٠ ا.
.٧=ax'+bx+٥ ،B=/x,x+1,x+2}،V=P,( ( د

.٧=(a,b,٥) ،B={(1,-1,2),(1,1,-1),(0,0,1)}، v=R'( ( ه
، ٧=M,, ( ( و

 ذ·٤/٠٠١٠';:٠٤٤٠٦١
٥R كلامن احسب(١١ إلى)(٢ من) التمارين في ، R٧[٥ ]د٧[٠.[

٧=(3,-5)٠ C={(1,2),(2.1)}،B={(1,1),(-1,1)}0v=R(')
.٧=(5,7)، C={(1,-1),(١,1)}٠ B={(1,0),(1,1)} ،v=R?(3)

، B={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}0v=R()
. ٧=(3,0,-7)٠C={(-1,1,0),(1,1,1)(1,1,0)}
، B={(-3,0,-3),(-3,2,1),(1,6,-1)} ،=R(°)

.٧=(-5,8,-5)، C={(-6,-6,0),(-2,-6,4),(-2,-3,7)}
٧٠=-3x+4،C={2+x,1+2}،B={1+x,1-x}٧-P(1)
٠٧=x-4،C={2,2x+3}، B={3x+6,2x+10}،V=P,(Y)

١٩٥



 وتطبيقاته الخطي الجبر

، c=1ا ,x,x +x+1}، B=1ا +x',x,x+x3}، ٧=P,(٨)

٧=4x'+2x-1
. ٧=x+x+1،C={2,x+3,x-1}، B={x,x,x+1}٠٧=P,(٩)

 //":ء٠3: إ:٩٧٧٩/
٠.٤ إ!٠١ ا٤٠٠ إ/٠٠١٠ إ

٠٤٠ 'ا/:.'٠٠/٠٩/٠٠٠٠:٤
;·٦٧//٤ /ا٠٤١٠٠ ا

: أن أثبت.V المتجهات لفضاء اساساB (لتكن1٢)
+[u] .( ا(ج ٥,٧ev  ]=و٧[٥[u+ لكل]٧

.aeR vev ولكل a] لكل ]a=٧ م[ (٧[٨ ب(
.٧=٥ فان]٧ و[ن]=و[ كان إذا )ج(

 [س]}],v{[ كانت إذا وفقط إذا خطياً مستقلة مجموعة ,ن}v{ أن )د(اثبت
. خطيا مستقلة مجموعة

.( P)( P,)= R, D أن أثبت.٧ للفضاء اساسا C0B و ( من كل لتكن(١٣
، B-{(1,1,1),(1,-2,1),(1,0,-1)}كانت إذا(١٤ )

D={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,)} C={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} و
.(١٢) التمرين في المتطابقة صحة من فتحققR للفضاء أساسات

، B=/1,x,x°} ,P والأساسات ( (للفضاء٤) التمرين (أعد١٥
. D={x,x+1,x} {C=/x3+x+1,-x+1,x%-1 و

: أن .أثبتv-({sinx,cosx){ (ليكن1٦)
. V C={2sinx+cosx,3 للفضاء أساس cosx}( ( أ

. C B={sin إلى x,cosx} ( من الانتقال مصفوفة (أحسب ب

١٩٦



 المتجهات فضاءات

. B C إلى ( من الانتقال مصفوفة أحسب ج(
v=2sinx-5 =[٧].( د(إذاكان R, [ ٧,[ أن من فتحقق

 وB={3e-«e,2e{' من كل (لتكن١٧)

.V=({e,xe" }) C={4e'-2xe,-e+3xe'} للفضاء أساسا
.٣ وR )أ(احسب

'٧e+xe[ أن من فتحقق٧=5]R=[٧].( كان إذا ب(

 المصفوفة (رتبة٧،4)
Rank of a Matrix

 هذه ، جدا هامة متجهات فضاءات ثلاث على البند هذا في سنتعرف
 حلول بين للعلاقة فهمنا تعمق فإنها ولذا مصفوفة أي من عليها نحصل الفضاءات

 تقديم قبل ولكن. الأنظمة لتلك المعاملات مصفوفة وبين الخطية المعادلات أنظمة

 المربعة للمصفوفة العكس قابلية بين العلاقة ندرس عامة بصورة الفضاءات هذه

. الخطي والإستقلال والتوليد

(٤،٢٣ مبرهنة)
• متكافئة التالية العبارات جميع فإنn الدرجة من مصفوفةA كانت إذا

. R" A من خطيا مستقلة جزئية مجموعة ( ا(صفوف

. R" A تولد ( ا(صفوف
. A ( للمصفوفة معكوس ا(يوجد

 البرهان
n dim عددها خطيا مستقلة مجموعة والصفوف R"=n ( أن ا(:بما e( ( ا

(.٤،١٧ المبرهنة) إلى استنادا وذلكR" تولد فإنها

١٩٧



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 وجود على سنبرهن.A صفوف هي٢,r,٠•.r, أن )؟(:لنفرضe )ا(
 وأنR" تولد٢,٢,,0.٠٠٢, أن بما الآن.BA= حيثB مصفوفة

"e, =(0,0,...,1,0,...,0)eRيوجد فإنه ,@,,..a,  يكون بحيث0,,4,

.e, =4,٢١ +C, ٢;+٠٠٠+0,٨٢,

 أن الآن لنفرض

 أ,ه ,ه٠٠٠5 ,ه٨

.0C ,ر,0٨ BA=I . أن الواضح من B= '? ا

 ,ه٠٠٠4,2١ ,,ه

. معكوس لهاA فإن ولذا
 بحيثA صفوف هي٢٠٢,٠٠٠٠٢, وأن معكوس لهاA أن )ا(لنفرض< )ا(

 أن نجد فإنناK=[k,,k,,٠..,k[, أن فرضنا .إذاk,٢+k,٢+٠٠٠+k,٢,=0 أن

0=,k٠٠٠+٨٢+k٢+٠٦,KA=k.ولذافان K=KAA-'=0A'=0.إذن 
k,=k,=...=k,=0.صفوف فإن ومنه Aم خطيا مستقلة. 

det' أن بما A=det Aفإن Aكانت إذا وفقط إذا معكوس لها "Aمعكوس لها .
 النتيجة (على٤،٢٣ المبرهنة) من نحصل فإنناA' أعمدة هيA صفوف أن وبما

: التالية

 ،(٢٤ نتيجة)
• متكافئة جميعها التالية العبارات فإنn الدرجة من مصفوفةA كانت إذا

. R" A في خطياً مستقلة ( (أعمدة١

. R" A تولد ( (أعمدة٢

4. معكوس لها يوجدA المصفوفة(٢)

. mxn A الدرجة من مصفوفة  حيث العامة الحالة إلى الآن ننتقل

١٩٨



 المتجهات فضاءات

(٤،١٤ تعريف)
mxn A الدرجة من مصفوفة  لتكن

 الصفي الفضاءA بصفوف المولدR" من الجزئي الفضاء )ا(يسمى
. row( A) A بالرمز له ويرمز row) للمصفوفة space)

 العمودي الفضاءA بأعمدة المولدR من" الجزئي الفضاء )ا(يسمى
A column) للمصفوفة space).co](A)  بالرمز له ويرمز

(null space) AX=0 الصفري الفضاء ( المتجانس النظام حل فضاء ا(يسمى
 يسمى.R" من جزئي فضاءN(A) أن لاحظ.N(A) بالرمز له ويرمزA للمصفوفة

. nullity( A) A بالرمز له ويرمز  بصفرية الصفري الفضاء بعد

 بعد. فيما سنحتاجها والتي الفضاءات هذه خواص ببعض التالية المبرهنة تزودنا

(٤،٢٥ مبرهنة)
B الدرجة من مصفوفةA لتكن ، mxnالدرجة من مصفوفة mو Cمن مصفوفة 

: عندئذ.n الدرجة
.row@B A)g row@A)( ( ا

. row@B A)=row(A) B فإن معكوس ( للمصفوفة كان (إذا٢

. col(A C)ccoltA) (٣)

. col(A C)=col@A) C فإن معكوس ( للمصفوفة (إذاكان٤

,b ر,... =[b, bرقم الصف هو iمن B٠٠٠٠٦,5٠6, ولتكن

 البرهان

b،] ( ا(ليكن

: هوBA المصفوفة منi رقم الصف يكون .عندئذA صفوف هي

١٩٩



 وتطبيقاته الخطي الجبر

r
r.b,A =[b, b, b٢٠+٨٢+٠٠٠,b+ "/[م١=٥٢,b... ر

٢,

 .إذنA لصفوف خطي تركيب هوBA صفوف من صف كل فإن ولذا

. row (BA)G rOw@A)

A) فإن معكوسB للمصفوفة كان (إذا٢) =B-@BA.ا(نجد الفقرة وباستخدام( 

.row@BA)= row@A) row(A). فإن وبالتالي =row@B-'@BA))c row (BA)  أن

 وذلك )ا(و)ا( الفقرتين من عليهما نحصل فإننا )؟( )؟(و الفقرتين برهان أما

٩٠(Ac)'C"A"  أن بملاحظة

(٤٠٢٦) مبرهنة
 للمصفوفة الصفية الدرجية الصيغةR ولتكنmxn الدرجة من مصفوفة٨ لتكن

A.عندئذ :

row) للفضاء أساساً تشكلR للمصفوفة الصفرية غير الصفوف )ا( (Rثم ومن 

. row (A)  للفضاء أساس فهي

 على تحتوي التيR أعمدة مجموعة هي}=$R,,R,,٠..,R{ كانت إذا(٢)

 أعمدة مجموعةT={A,,A,٠..,A{ كانت وإذاR لصفوف المتقدمة العناصر

Aلعناصر المقابلة Sفإن :

.col(R) )S للفضاء أساس col(A).( ا )T للفضاء أساس ( ب

 البرهان

 الصفرية غير الصفوف من صف أي كتابة يمكن لا أنه الواضح )ا(من

 تعريف ومن. خطيا مستقلة فهي ولذا الصفوف لبقية خطي كتركيبR للمصفوفة

٢٠٠



 المتجهات فضاءات

(row (Rللفضاء أساساً تشكل أنها نجد (row(R.أن لاحظ الآن R=BAحيث 

Bأن (نجد٤،٢٥ المبرهنة) باستخدام. معكوس لها مصفوفة :

. row(R)= row@BA)= row(A)

4,45,٠٠.,a eR S أن لنفرض. خطيا مستقلة ( أن أولا ()أ(سنبرهن٢

a,R, +a,R, +...+aR=0 (١) وأن

a أن أولا سنبرهن : أن .لنفرض0=

a١٤8,2a١
a5٤a2a  رر

4 ا,
,٠..,R=,R,R,=\

a,3a  ر

4a٨a58٨١

: أن )ا(نجد المعادلة من عندئذ

 »اد ثلةاشد ثز ،:: «+ا،
 إثبات يمكن وبالمثل.a,=4a,=0 فإن وبالتالي.a,=a٨ =ر٠٠٠=a,٤ =ر0

 تحتويS أن بما الآن. خطياً مستقلةS فإن ثم ومن.a,=a=,٠٠=a-=0 أن

 فقط واحد متقدم عنصر على يحتوي الأعمدة هذه من وكلk عددها أعمدة على

 تكون أن يجبm-k عددها والتي السفلية العناصر أن نجد فإنناB صفوف لأحد
col العمودي) الفضاء أن إلى نخلص .ولذلك أصفارا جميعها @Rالفضاء هو 

 أصفارا منها كل من الأخيرة العناصر حيث المتجهات منm من المكون الجزني
: col(R)  للفضاء أساسا تكون التالية المتجهات فإن ولذا

1 0.٠٧'[٠٠٥,=[ 0 0.٠0]',٧\=٥ 1 0٠٠٥,"[٠٠٠٠٧٤]=٥٠٠٥

٢٠١



 وتطبيقاته الخطي الجبر

dim فإن وبالتالي col (R)=k.أن وبما Sوأن خطياً مستقلة S/=k/فإن Sأن يجب 

. col@R)  للفضاء أساساً تكون

 لكل إذن. معكوس لها مصفوفةP حيثR=BA فإنAR )ب(بماأن
eR".A٧=0 < BA٧=B0=0 Bv=0 جب : [,x,,x,,..,x]= لدينا٧

: أن (نجد٤،٥ المبرهنة) إلى واستنادا
٠٢8٨ +7٥A,+٠٠٠+X,80م= x,R, +x,R,+...+x,R, =0

 كانت إذا وفقط إذا خطيا مستقلة تكونA أعمدة من جزنية مجموعة أي فإن وبالتالي
 للفضاء أساسS أن .بما خطيا مستقلة المقابلةR أعمدة من الجزئية المجموعة

(col(Rإلى عمود أي إضافة عند فإنه Sولذا خطياً. مرتبطة مجموعة على نحصل 

col) للفضاء أساسS فإن ولذلك. أيضاً خطياً مرتبطة المقابلة المجموعة فإن @Rإذا 

4. col(A) T للفضاء أساسا  كانت إذا وفقط

: التالية الهامة النتيجة على الآن نحصل

(٤،٢٧ نتيجة)
. dim col(A)=dim row(A) mxn فإن A الدرجة من مصفوفة  كانت إذا

 البرهان

(٤،٢٦ المبرهنة) وفقا.A للمصفوفة الصفية الدرجية الصيغة هيR أن لنفرض
. dim(row(A))=k=dim (col(A))  أن نجد

(٤،١٥ تعريف)

 (ويرمز العمودي فضاءها أو) الصفي فضاءها بعد بانهاA المصفوفة رتبة تعرف
. rank (A)  بالرمز لها

٢٠٢



 المتجهات فضاءات

(4 ،٦١ مثال)

 المصفوفة رتبة أحسب

١ 1 ١ 2 2 ١
3 3 1 4 4 3٠،

 من لكل أساسا عين ثمA م/=1-2١١

3 3 0 3 3 3

. والعمودي الصفي الفضاء

 الحل

. R=

: هي٨ للمصفوفة الصيفية الدرجية الصدفة أن نجد الصفية العليات باستخدام

0 0 ١ 1 1 0
0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 0 0

 أن (نجد٤ ،٢٦ المبرهنة) إلى واستنادا

 }أساس111122].[0١١١00],[2٥٥0١٥{[
. row( A)  للفضاء

 للفضاء ]}أساس٥٥٥1],"[٥٥١١],"[o١12 فإن{[ كذلك
(R)3١3١],'[0١١1],'\34١2{'[ فان ولذا».١{[

D. rank ( A)=3 . فإن وبالتالي col ( A)  للفضاء أساس

 ملحوظات
 وrank(A)<m فإنmxn الدرجة من مصفوفةA )ا(إذاكانت

. rank(A)sn
. rank(A)= rank(A")( ( ا

 إذا وفقط إذاrank(A)=n فإنn الدرجة من مربعة مصفوفةA (إذاكانت٢)

. معكوسA للمصفوفة كان

٢٠٣



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 أساس إيجاد (كيفية٤ )ا، الخوارزمية في بينا وأنا .سبقS<R (لتكن"٤)
 للفضاء أساس هو الأساس هذا أن لنا (تبين٤،٢٦ المبرهنة)(.S الجزئي) للفضاء

. S A عناصر هي( أعمدتها )أو صفوفها التي  للمصفوفة العمودي أو الصفي

(٤،٦٢) مثال
 بالمجموعة المولدR من الجزئي للفضاء أساسا عين
(}S={(1,1,2,3,),(2,3,1,0),(1,3,-4,-9كمجموعة آخر أساساً عين .ثم 

.S  من جزنية

 الحل
 للمصفوفة الصفي الفضاء إلا هو ما المطلوب الأساس أن لاحظ

 ارمة البعة ان اصعبةادهةد الدت بسند،.•٨ ايإب?ا

: هيA للمصفوفة الصفية

 إ، يهر
0 0 0 0

(}.1,1,2,3(.)0,1-,3-,6{) هو المطلوب الأساس فإن وبالتالي

 للفضاء أساس عن نبحث فإنناS من جزئية كمجموعة الأساس ايجاد أردنا إذا إما

 ا«ينه هه لسمدك بسنام إ-'» ا:: سمونا رن

٢٠٤



 المتجهات فضاءات

1 21

0 فا· لذلك= 1 2 T 1 ،ف.R الصفة حة المد الصبغة أ· للمصفو فة 0 هىA- ر،. ا 0 0 -
0 0 0

 ل

)col) الفضاء أساس A(}1,1,2,3(,)2,3,1,0{) هو

. وصفريتها٨ المصفوفة رتبة بين جدا الهامة العلاقة دراسة إلى الآن ننتقل

: التالي بالمثال أولا ذلك سنوضح

 إ
(٤،٦٣ )ر مثال

 عديد.سر:دة[ًإ:'
 الحل

 المختزلة الصفية الدرجية الصيغة أن نجد الأولية الصفية العمليات باستخدام

: هيA للمصفوفة
1 0-2 0 ا:ب!،3 0 0 0

)rank فإن وبالتالي A)=2لفضاء اساسا نجد أن يجب٨ صفرية .ولإيجاد 

 يكافئ هذاالنظام أن نجد المختزلة الصفية الدرجية الصيغة من.AX=0 الحل

: النظام
K2-ر x+3x,=0

K, +X,-K,=0
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 وتطبيقاته الخطي الجبير

 هو للنظام العام الحل أن نجدx,=s وX =رt بوضع
٢٣٦2٢٦-3

1

0

1

+ tهو: الحل فضاء اساس فان ولذا ا ا او 
0X,

8 و1

[ .nullity (A)=2 {"[ فإن ]}.ولذلك2-٥١١-]'[١٥١3

 ملحوظات
nullity أن لاحظ )ا( (A)+rank (A)=4أعمدة عدد هو وهذا A.إن 

 المبرهنة فحوى هو وهذا عامة بصفة صحيحة ولكنها مصادفة ليست أعلاه العلاقة

. التالية

 أن(٤،٦ النتيجة) من نعلم فإنناmxn الدرجة من مصفوفةA (إذاكانت٢)

=AX النظام Bكان إذا فقط و إذا متسق Bللمصفوفة العمودي الفضاء إلى ينتمي 

Aللمصفوفة العمودي الفضاء فإن .وبالتالي Aهو 
C,={BeR":AX=B,XeR"}

( للمصفوفات البعد ()مبرهنة4 ،٢٨) مبرهنة
. nullity(A)+rank(A)=n mxn فإن A الدرجة من مصفوفة  كانت إذا

 البرهان
 المبرهنة باستخدام. الصفري للفضاء أساساT}=٧,,٠٠٠,٧,٧5{ ليكن

 لفضاءM}=٧,,٠٠٠٠٧٤٠٧٤٠٠٠٠٠,٧,{ أساس إلىT توسيع (نستطيع٤،٢٠)
 العمودي للفضاء أساسAv,...,,S={A٧{, أن على .سنبرهنR" المتجهات

M . أن بما AX=B "XeR حيث . يوجد عندئذ BeC, . أن لنفرض C,

,a إيجاد نستطيع فإنناR" للفضاء أساس eR,..٠,,a, : يكون بحيث0,
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 المتجهات فضاءات

.X=a,٧+٠٠٠+a٤٧٤+٣٤٠١٧١-١+٠٠٠+a,٧٨

: وعندئذ
+4٤٠٨٨٧٤٠١+٠٠٠+a,A٧,B= AX=0,A٧,+٠٠٠+٣٨٢

=4٤٠٨٨٧٤٠١+٠٠٠+4,٨٧,

. C,  تولد$ فإن وبالتالي الصفري. الفضاء في متجهات٧,,٠..,٧, لأن وذلك

,a أن الآن لنفرض eR,..٠04٤4,حيث_ :

٠٣٤٠87٤٠٨ +4t,3A7_٤+٠٠٠+a,A٧,=0

: عندئذ

+4٧٤٠٨٤٠٥+٠٠٠+a,v)=0A(a٧٤٠١٤٠١

 وبالتالي. الصفري الفضاء إلى ينتمي٣٠ ر٧١-@+٧٤٠٤٠+٠٠٠+a,٧ فإن ولذا

,a يوجد فإنه eR.,و,٠٠ a, 0,7٠,+٠٠٠+4٤٧٤ ,إ@=١٠ ر+٠٠٠+c,٧, حيث0,

+(-a_)٧٤٠,+٠٠٠+(-a,)v,=0 M فإن ومنه . أن وبما a,٧+٠٠٠+٣٤٧٤
,a فإن خطياً مستقلة =0=٠٠٠,=a,=a.فإن وعندئذ Sفإن ثم ومن خطياً. مستقلة 

Sللفضاء, أساس C.بعد, أن وبما Cهو n-kأن إلى نخلص فإننا 
٠ nullity(A)+rank(A)=(n-k)+k=n

(4٠٢٩ نتيجة)
r mxn رتبتها A الدرجة من مصفوفة . كانت إذا nullity(A)=n- ٢ فإن

. nullity (A')=m-r  أن كما

 البرهان
rank أن بما (A)=rank ( A")=rالمبرهنة باستخدام المطلوب على نحصل فإننا 

٩٠(٤٠٢٨)
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

(4 ،٦4) مثال
nullity(A") حيث nullity(A) و  من كلا احسب

١ 1 1 2 2 ١
3 3 1 4 4 3

.A=/
1 2-11 1 1

3 3 0 3 3 3

 الحل

 للمصفوفة المختزلة الصفية الدرجية الصيغة ان نجد الأوابة الصفية العمليات باستخدام

0 0١ 0 ١-2
AR= ٥0٥١0 هي/و ا

0 0 0 0 0 0

)nullity فإن ولذا.rank(A")=rank(A)=3 وبالتالي A)=6-3=3وأن 

٢٦٠ mullie(A" )=4-3=1

 المصفوفية للمعادلة حل لوجود والكافي اللازم بالشرط التالية المبرهنة تزودنا

AX=Bالمصفوفة رتبة بدلالة .

(٤،٣٠) مبرهنة

 وفقط إذا متسقاAX=B النظام يكون عندئذ.mxn الدرجة من مصفوفةA لتكن
. rank(A)=rank([ A/B])  كانت إذا

 البرهان

B AX=B أن (نجد٤،1 النتيجة) إلى استنادا. متسق  النظام أن أولا لنفرض
 هو لمصفوفة العمودي الفضاء أن وبما ،A للمصفوفة العمودي الفضاء إلى ينتمي
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 المتجهات فضاءات

 الفضاء يساويA للمصفوفة العمودي الفضاء أن نجد فإننا باعمدتها المولد الفضاء
. rank(A)=rank([ A/B]) . فإن ولذا [A [B ا  للمصفوفة العمودي

: أن نفرض العكس ولبرهان
rank ( A)=rank([A)B])=r.أن ولنفرض ,}C,,C,,...,C{جزئية مجموعة 

i<r, من كلا أن لاحظ. العموديA لفضاء أساسا تشكلA أعمدة من ,C>1ينتمي 
 وبالتالي. الفضاء لهذا أساسا ايضا تشكل فهي ولذا. العمودي]A/B[ فضاه إلى

 إلى ينتميB فإن ثم ومنC,,C,,0..,C, للأعمدة خطي كتركيبB كتابة يمكن

4. مستقAX=B أن (نجد٤ ، نتيجة)ا وباستخدام العمودي.A فضاء

(4 ،٦٥) مثال

 منة بد جي قام ي #ي40٣0١٧4 صرمة سنهم
3x,-x,+5x,=2
4x, +x,+2x,=-2

 الحل
 الموسعة للمصفوفة الصفية الدرجية الصيغة أن نجد الأولية الصفية العمليات باستخدام

]Bأ A[هي :
١ 2 -3 4

0١ 50..:٠
)mank فإن ولذا A)=2بينما rank([A/B])=3.المبرهنة وباستخدام 

. متسقا ليس النظام أن إلى (نخلص٤٠٣٠)
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

 ملحوظة
 النظام أن(٣،٣) النتيجة من رأينا لقد.n الدرجة من مربعة مصفوفةA لتكن

A nx1 للمصفوفة كان إذا وفقط إذا B الدرجة من =AX مصفوفة لكل متسق B
 في متسقاAX=B النظام يجعل الذي واللازم الكافي الشرط الآن .نقدم معكوس

mxn  الدرجة من المصفوفة فيها تكون التي العامة الحالة

(٤،٣١ مبرهنة)
 مصفوفة لكل متسقاAX=B النظام يكون عندئذ.mxn الدرجة من مصفوفةA لتكن

. rank (A)=m mx1 كانت إذا وفقط إذا B الدرجة من

 البرهان
 عندئذmx1 الدرجة منB مصفوفة لكل متسقAX=B النظام أن أولا لنفرض

A B للمصفوفة العمودي الفضاء إلى ينتمى  أن نجد(٤،٦ نتيجة) إلى استنادا
 فإن وبالتالي.col(A)=R" ئمفإن ومن.BeR" لكل وذلك

. rank(A)=dim (R")=m
 فضاء العموديA فضاء يكون عندئذ ،rank(A)=m أن نفرض العكس ولبرهان

AX=B . النظام فإن وبالتالي col(A)= R" . فإن ولذا m "R بعده  من جزئياً

٩٠ BeR"  لكل متسق

(٤٠٣٢ نتيجة)
 ليسAX=B النظام فإنm>n حيثmxn الدرجة من مصفوفةA كانت إذا

. BeR"  لكل متسقا
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 المتجهات فضاءات

 البرهان
<m أن بما nللمصفوفة العمودي الفضاء فإن Aفإن ولذا. يولد"ع ان يمكن لا 

4. BeR" AX=B لكل . للنظام حل يوجد لا فإنه وبالتالي rank(A)#m

 ملحوظة
 المبرهنة في المتجانسة وغير المتجانسة الأنظمة حلول بين العلاقة بينا وأن سبق لقد

: يلي كما صياغتها اعادة نستطيع (والتي٢،٥)
 المتجانس غير للنظام حلX, وأنmxn الدرجة من مصفوفةA أن لنفرض

AX=Bللمصفوفة الصفري للفضاء أساس}٧,,٧,,٠..{, أن ايضا .لنفرض 

Aأي( النظام حل فضاء AX=0.)للنظام حل أي عندنذ AX=Bيكون ان يجب 
. X=X, +a, ٧, +a, ٧+,٠٠٠+a, v  الصيغة على

,a,,٠٠,.a, أن أيضا لاحظ ,aالحل في تظهر التي الحرة المتغيرات إلا هي ما 

. nullity(A)=k  وأن العام

(٤٠٣٣ نتيجة)
rank وكانتmxn الدرجة من مصفوفةA كانت إذا (A)=rالنظام كان وإذا 

. n-r AX=B هو الحرة المتغيرات عدد فإن متسقا

 البرهان
 هو الحرة المتغيرات عدد أن (نجد٤،٢٨) والمبرهنة أعلاه المقدمة الملاحظة من

4٠ nullity(A)=n- rank(A)=n-r nullity(A) وان
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

(٤،٧) تمارين

5 2 2 أ٣ 2

• وصفريتها المصفوفة رتبة من كلا اسب() إ مح)'( التمارين في

 يبإه٣ ر•. إ٠ »إ٠
27 -61 1 2

1 ٠:٠٠2 ر+ "إ.0 0 3

1 01 0 0
0 2 01 0 1 ء٠/٠ إوان 3 0 0 1
1 0 0 1 0

1 -3 2 2 1

0 3 6 0 -3
. A=/2 -3-2 4  (\ه٧١

3 6 0 6 5
-2 9 2 -4-5

 والعمودي الصفري الفضاء من لكل أساسا ا(عين )ا إلى)«( من التمارين في

. المصفوفة صفرية أيضا أحسب. المعطاة المصفوفات من لكل
2 -4 6 82 1 1

٨2 -1 1 2٠٩1 0 1
.A=.A= ٠;/٤,,

2-251 -1

53 (/ا١٠١ -22
1 /ب٨٨0١-

-12

1٠ 0 9 -35 -120١3
7 -14 -7

 ا
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 المتجهات فضاءات

 التافه الحلAX=0 للنظام وكان8x6 الدرجة من مصفوفةA كانت إذا(١٢)
 ؟BeR° لكل متسقAX=B النظام هل ؟A رتبة هي .فما فقط

 لكل متسقاAX=B النظام وكان6x8 الدرجة من مصفوفةA كانت إذا(١٣)
"BeMصفرية هي فما A؟ 

rank وكانت3x8 الدرجة من مصفوفةA كانت (إذا١٤) (A)=3فاحسب 

. rank(A") dim(rowA) و ، nullity(A)  من كلا

 للنظام الحل فضاء بعد وكان5x6 الدرجة من مصفوفةA كانت إذا(1٥)

AX=0العمودي الفضاء بعد فأحسب4 هو .

 للنظام الحل فضاء بعد وكان8x5 الدرجة من مصفوفةA كانت (إذا١٦)

AX=0الصفي الفضاء بعد فأحسب2 هو .
)rank) قيمة أكبر هي فما7x5 الدرجة من مصفوفةA كانت إذا(١٧) A؟ 

rank) قيمة أكبر هي فما5 د7 الدرجة من مصفوفةA كانت إذا(١٨) ( A؟ 

 ؟A لصفرية قيمة أصغر هي فما6x8 الدرجة من مصفوفةA كانت إذا(١٩)
: حيث(S) الجزئي للفضاء أساساً عين ا(٠)

(}=$.1-,1,2,5,1(,)3,1,4,2,7(,)1,1,0,0,0(,)5,1,6,7,8 )أ({)

،s-{[١ 5 -6/[2 6 -8/',13 7 -10],[ 8 ( ب){[١2
.rank([A/B])=rank (A)+1 AX-B أن فأثبت متسقا ليس ( النظام كان إذا(2١

: أن فأثبتmxn الدرجة من مصفوفةB وA من كل كانت (إذا٢٢)
. rank( A+B)<rank( A)+rank(B)

 متكافئتانB وA إن .نقولmn الدرجة من مصفوفتينB وA (لتكن٢٣)

 علىnxn وmxm الدرجة منV وU مصفوفتان وجدت إذاAB ونكتب

. A= UBV  حيث التوالي
.mxn ( الدرجة من المصفوفات مجموعة على تكافؤ علاقة العلاقة أن أثبت أ(

. rank(A)= rank (B) -A كانت إذا وفقط إذا B ( أن أثبت( ب
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: n A الدرجة من مربعة مصفوفة ( لتكن(٢٤
. detA=0 nuliey كان إذا وفقط إذا (A)>0 ( أن أ(أثبت

nullity أن أثبت )ب( (A)=0للمصفوفة كان إذا وفقط إذا Aمعكوس .

 ملب-«(«»» ،ه ابة باعت ه»١
0 02
2 0 0

٠/٧(٩-a)  فلب واوه اأم اتت ر»
0 0 2

1 a a'
 إ-ه م اباً هيث لا-ه» نقدن٠٠٨ ء- قد٣٧١

1 1 0 0

٥-٥١٥ ذ د٨ ا%"ا'د لتم٨ ر 0١ 2 30 01 2

. nullity(B) nullity و (A) ( من كلا أحسب ا(

 بصد بها+م ب سومو جدي م ايجم لفت ا )ب
٠=A=. B=  ،أ داءه إ،و،: اقعا

nullity (A) .( من كلا أحسب أ( nullity(B)  و

 فضاء في محتوى الصفريB وفضاء الصفريA فضاء من كلا أن أثبت )ب(
. الصفريC=[1 ا00[

1 0 0

٥٠١١ د٨ °!//د ا"»0١ 0 ١ 2 301 2

. rank(B) rank(A) و ( من كلا أحسب أ(

. الصفيB فضاء في محتوى الصفيA فضاء أن أثبت )ب(

٢١٤
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 المتجهات فضاءات

=A=B·، ا/٠2/٢/ إ٥"٣«
00 ١ 20 0 2 3

. rank(B) rank(A) و ( من كلا أ(أحسب

. row(A)nrow(B)=row([1 1 0 0]) ( أن أثبت ب(

 كانت إذا(٣٢)
1 -1-1 1 00 -11 0 0  أاون بد:ه ا أ:ز،

 لممثليه،•• يشه:

 المباشر الجمع(٤ ،٨)
Direct Sum

 ان الواضح من.V من جزئيا فضاءW وU من وكل متجهات فضاءV ليكن
wUمن جزئي فضاء٨ Vمن كل في محتوى وأنه Uو W.فضاء الآن نقدم 

.Wو U  من كلا يحتوي٧ من جزئيا

(4 ،١٦ تعريف)

U + W (sum) V مجموعهما نعرف فإننا U وW من جزئيا فضاء  من كل كان إذا
: التالي النحو على

.U + W={u+ w:u eU, weW}

: فإنi<k>1 لكلV من جزئياً فضاءW, كان إذا عامة وبصورة

. W, +W, +٠٠٠+ W, -{w, +w,+٠٠٠+٧٤:w, e W,,1<i<k}

U أن الآن سنبرهن +w٧ من جزئي فضاء.
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(٤٠٣٤) مبرهنة
V U من جزئي فضاء أصغر + W V فإن U وW من جزئيا فضاء  من كل كان إذا

. Wو U  من كلا يحتوي

 البرهان

+U وq أن الواضح من wلأن U+ w=0+0-0.أن لنفرض :
w, eU +W+,وان٧,+٠٧,٧ eR.عندئذ ، 

w, +w,)+(u, +w,)=(u, +u, )+(w, + w,)eU+ W)كذلك. ، 

.V +U من جزئي فضاء W . فإن ولذا a(u,+w, )=a ٧, +a w, eU +W

U أن الواضح من + Wج Uوأن U+wج Wأن الآن .لنفرض ,wجزئي فضاء 

u U ع . أن بما u+ w eU +W . أن ولنفرض W ,W ج U و ,W ج V حيث  من

u, فإن e W، أن وبما w e wفإن ,we W.فإن ولذا ,u+w e W.فإن وبالتالي 

,Wج U + W، يكون وبهذا U + Wمن جزئي فضاء أصغر هو Vمن كلا يحتوي 

4. Wو U

(٠٦٦4) مثال
 من فإنهw-{(0,x,y):x,yeR{ وكانx,yeR:(x,0,y)}=U{ كان إذا

 الصورة على كتابته يمكن(x,y,2)eR أي" لأنK='٧+w أ الواضح

-٠(٧٠٧٠ ء١/-٤.0;٦ ا-أ٥.٧ [ة:. 22

(٤،٦٧) مثال
 من فإنهw-{(x,0,x):xeR{ وكانyeR,(x,y,x-y)}=U كان{ إذا

. W U ع . Dل أن الواضح U+ W= U =R'  فإن ومنه
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w الفضاءات أبعاد بين الأساسية بالعلاقة التالية المبرهنة تزودنا ، W، U+و 

U 8W

(٤،٣٥ مبرهنة)
 فإنV البعد المنتهي المتجهات فضاء من جزئيا فضاءW وU من كل كان إذا

.dim(U + W)=dim(U)+dim W-dim(U٨w)

 البرهان
 مجموعةB أن بما.wU٨ الجزئي للفضاء أساسB}=٧,,٠..,v{, أن لنفرض

U U وW من لكل أساس إلى توسيعها نستطيع فإننا  من كل من خطيا مستقلة جزئية

: أن نفرض .ولذاW و
},u.,٠٠٠٧,٠٠٠٠٠٧٠٠٧١={,B}٧,,٠٠٠٠٧,٠٣٨٠٠٠٠٠٣, و,={Bلكل أساس 

: أن ولنفرض. التوالي علىW وU من
S . أن على الأن سنبرهن S=B, {,٠٣١٠٠٠٠٠,٣,٧,٠٠٠٠٧٠٠٧٨٠٠٠٠٠٧}=,B ن

U للفضاء أساس + W.أن لتقرض eU+ Wأن .بما٧+٣ eUيوجد فإنه 
3, eR,..٠,,,/,4,٠٠٠,,aحيث :

,p, u+٠٠٠+,u+[,,٧,a+٧,+٠٠٠,u=a.أن وبما Wع wيوجد فإنه 

y , و... و7,,6 ر,...,8 eR٠ w=٧,٧,+٠٠٠+٧,٧+-٥,w, +٠٠٠+8, ٣, حيث

: فان ولذا
u +w =(a, +y,)٧,+٠٠٠+(a, +٧,)٧,+3,٧,+٠٠٠+3,u, +6,w, +0٠٠+5,w,

U تولدS فإن وبالتالي + wأن .ولإثبات Sأن نفرض خطيا مستقلة :
w, =0,٦\٣٨+٠٠٠+٦+,p, u+٠٠٠+,3,u+,٧,a+٠٠٠,+4,ا(٧( 

 .وبوضعkst'1jss،1sisr>1 لكل٦eR,,a,,3 حيث

، ٧=٥,٧,+٠٠٠+0,٧,w = y,٣,-+٠٠٠+y,٣, و٧,]=٧,+٠٠٠+[,u,
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w أن نجد =-u+أن بما٧ Uفإن٧+٣-=٥ وان ج Wوبالتالي ع 
 يوجد أنه أي.P لعناصر خطي كتركيب كتابة يمكن فإنه وعليه.WeU٨ فإن

eR1أن بحيث ,,...,,u =0,u, +٠٠٠+p,u, ,v,+ كان ولما.=٨,٧,+٠٠٠

 أن أي.٨,٧,+٠٠٠+٨,٧=,٨٠٥٨+٠٠٠+P,u, فإن
u,  ومنه. خطيا مستقلةB, .ولكن٨,٧,+٠٠٠+٨,٧,),-(+٧,+٠٠٠),-(+0=

: أن )ا(نجد العلاقة في وبالتعويض.٨,=٠٠,==6,=٠٠ ,م=.=0 فإن

0=٧+٦,٣+٠٠٠+٦,٣,0+٧,+٠٠٠,a.ولكن ,Bفإن لذا ، خطياً مستقلة 

٧=٠٠٠=٧,=٧=,a=٠٠٠=,a.أن إلى نخلص وبالتالي Sونكون. خطيا مستقلة 

U للفضاء أساسS أن برهناعلى قد + Wوأن dim(U + W)=r+s+t.أن وبما 

dim( U)=r+s ، dim(UAW)=rو t+٢(=dim( Wأن إلى نخلص فإننا :

.dim (U +W)=dim(U)+dim(w)-dim(٧٨w)

 اللذان هماV متجهات لفضاء الجزئية الفضاءات منW وU زوج اهم إن
+U و يمكن ما أصغرU٨W يجعلان Wالتعريف لنا يقدمه ما وهذا يمكن ما أكبر 

: التالي

(4 ،١٧ تعريف)

U ) الجزئين للفضائين direct sum ) V المباشر الجمع هو  المتجهات فضاء إن نقول
U ونكتبW و 6 Wكان إذا٧ U+ w=٥ و{٧={U٨w.الحالة هذه وفي 

. W U للفضاء متمم U أن أو ) للفضاء complement) W متمم  إن نقول

(٤،٦٨) مثال
 فضاءw={(0,0,z):zeR وU={(x,y,0)x,yeR}{ من كل ليكن

. R'=Ue W . أن بين R'  من جزنيا
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 الحل
 فان(0,0,z)+(x,y,0)=(x,y,z) أن .بما(x,y,z)eR' أن لنفرض

. أن الآن لنفرض R3=U+ w(x,y,z)eU eU٨w(,x,y). فإن ومنه

 فإن .وبالتاليx=y=0 وأنz=0 (.ولذافإنx,y,z)eW وإن

(x,y,z)=(0,0,0ومن.) فإن ثم R'=Ue wت. 

(٤،٦٩) مثال
 فضاءw={(0,y,2):y,zeR وU={(x,x,x):xeR}{ من كل ليكن

. R3=Ue w  أن .بين من'م جزئيا

 الحل
 .لنفرضR"=U+w (فإن0,y-x,2-x)+(x,x,x)=(x,y,2 أن) بما
 أن ،وبماx=y=z فإن(x,y,z)eU أن بما(.wx,y,2)eU٨ أن الأن

x,y,z)e w)فإن x=0ولذا. (فإن x,y,z)=(0,0,0).فإن وبالتالي 

L]. R3=Ue W

(٤٠٧٠) مثال
'U=/AeM,,:A{ من كل ليكن =A}و w={AeM,,:A"=-Aفضاء 

. M,,= U e w ، ان بين M,,  من جزئيا

 الحل

 و(±٨+A"eu وا٨ (م±-٨+A (إ+)'٨-٨ أ) بما
222
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A+A")e w")فإن M,, =U +W.كان وإذا Ae٧٨wفإن A"=A2٠ وأن
٥[٠ M,,= U a w . فإن وبالتالي A=0 A. أن أي =-A 'A. فإن ومنه =-٨

(4 ،٧١) مثال
 جزئيا فضاءw={ax4+bx':a,beR وU={a+bx:a,beR} من{ كل ليكن

. P, = U 6 w . أن بين P,  من

 الحل
,P أن الواضح من =U + w.أن الآن لنفرض :

.p(x)=a +bx+cx +dxeU٨W
x)e أن وبما ، =هd=0 فإن (مx)eU أن بما wفإن (م a=b=0فإن ،ولذا 

D . P, =Ue w 0=(x) فإن وبالتالي. م

(٤،٧٢ مثال)
+R3=U أن وجدنا قد فإننا(٤ ،٦٥) المثال في كماW وU كان إذا wولكن 

D.(0,0,1)eU٨ w R'=U المثال سبيل على لأنه 6 W

. مباشرا جمعا متجهات فضاء يكون لكي آخرين وصفين لنا تقدم التالية المبرهنة

(٤،٣٦ ر مبرهنة

 التالية العبارات فإنV المتجهات فضاء من جزئيا قضاءW وU من كل كان إذا
• متكافئة جميعها

. ٧=UeW( ( ا

 حيث٧=u+٣ الصورة على وحيدة بطريقةveV أي كتابة يمكن )ا(
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٠ we W,ue U

٣,,٠٠٠٣{u, w,..٧ و,٠, } U وW( كان إذا(٣ ,,w} للفضسائين أساسين  و{

.٤,٠٠,.٣{ فإن التوالي V ٧w ,ر٧ ,ر٠,٣٠٠٠٠٠٧٤}=B للفضاء أساس  على

 البرهان
( =V( ا U 6 w e أن ،بما٧ ew(٧ أن ا(:لنفرض eW,ue [  يوجد فإنه

 حيث٧=٧+w=٧,+٣w, ان نفرض ، الوحدانية ولبرهان.٧=٧+٣ حيث
w, w, € W٠u,u € U}،عندئذ. weU٨W={0-,٧,=٧-u.فإن ولذا 

u وأن = u, . فإن وبالتالي u- ٧, =w,-w=0٣٠=w,

u حيث٧=٧+w أن ،بماe٧٧ أن )؟(:لنفرضe )ا( eUو we Wمن فإنه 
 نفرض ، خطيا مستقلةB أن ولبرهان.٧(=B فان) ثم ومن.٧e(B أن) الواضح

,w أن  وضعنا وإذا.a,٧,+٠٠٠+b,w+a٤٧٤,+٠٠٠+b م0=

.٧+ w =0 = 0 +0 w أن نجد فإننا = b,w, +٠٠٠+b,٣ ج٧ =a٨٧٨+٠٠٠+a,٧٤
,a فإن ثم ومن٣=0 وان=0 أن الوحدانية من نجد ولذا ,b وأن0=  لكل0=

1siskو sm1 زsفإن .وبالتالي Bخطيا مستقلة .
 وأنU للفضاء أساس}٥,,u,,٠..,u أن{ <)ا(:لنفرض(٢)

}٣,,٣٠٠٠٠٠,,w{للفضاء أساس W.المجموعة تكون ، عندئذ 

 أن الآن .لنفرضV للفضاء أساساB={u,٧ ,ر٠٣,٠٠٠٠٠٣٥٠٠٠٠٧٤٠٣٠{
٧eVيوجد فإنه .لذا b, e R,...ر, a,b,,b,..٠,,a,,aحيث 

.٧ =a,٧, +auر+٠٠٠ +a\٧٤ +b,٣, +b,٣+,٠٠٠+b, w mm

w+٠٠٠+b,٣ م و٧=a٧,+٠٠٠+au وبوضع =b,wأن نجد :

we U+ W+فإن ومنه.٧=٧ V= U+ W.كان إذا ، وأخيرا eU٨Wفإن٧ 
٠٧=a٨٧٨+٠٠٠+a٤٧ = b,w +٠٠0+b,٣ فإن, .ولذا٧eWو٧ eU
B . أن وبما a,٧ ر+٠٠٠+a٤٧ +(-b,)٣,+٠٠٠+(- b m )م٣=0 فإن ومنه
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,a فإن خطيا مستقلة ,b وأن0=  فإن .وبالتالي1 ز<sm و1sisk لكل0=

4. V= U a W  فإن ثم ومن٧=0

(٤٠٣٦ والمبرهنة)(٤ ،٣) المبرهنة من مباشرة عليها نحصل التالية النتيجة

(٤،٣٧) نتيجة

٠ dimV = dimU + dimW =V فإن Ue W  كان إذا

(4 ،٧٣) مثال
 حثR'=Uew أن (لإثبات٤،٣٦ المبرهنة) من )ا( الفقرة استخدم

. W={(x,x,x):xeR} U={(x,y,-y):x,yeR} و

 الحل
(}1,0,1(,)0,1-,1 فإن{)x(1,0,1)+y(0,1)=(x,y,x-y-,١ أن) بما

 الآن السهل من.W للفضاء أساس(}1,1,1 أن{) الواضح ومن.U للفضاء أساس

 فإن وبالتالي.R للفضاء? اساس(}1,0,1(,)0,1-,1(,)1,1,1 أن{) نبين أن

].R3=U 4 W

 ما وهو الجزئية الفضاءات من منته عدد لأي المباشر الجمع تعريف تعميم الممكن من

: التالي التعريف يقدمه

(٤،١٨ تعريف)

 جمعV إن نقول.V المتجهات فضاء من جزئية فضاءاتW,,W,,٠,.W لتكن
,W, الجزئية للفضاءات مباشر , W, ,..., Wونكتب :
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V= W, 6 W, 600.G W,

: كان إذا
. ٧= W, +W,+٠٠٠+W( ( ا

١s1±« ٥{٢١\-,w٥٤W لكل

 والتي التالية المبرهنة على (نحصل٤ ،٣٨8) المبرهنة لبرهان مماثلة بطريقة

. برهان دون نقدمها

(٤،٣٨) مبرهنة
,..،,,W,,W كانت إذا Wالمتجهات فضاء من جزئية فضاءات Vجميع فإن 

• متكافئة التالية العبارات

. ٧W, 60..eW, ( ( ا

٧=w, +٣+,٠٠٠+w eV الصورة على وحيدة بطريقة٧ ( أي كتابة يمكن ا(

. 1sisk ,w لكل e W,  حيث
B, AB, >i> حيث1{0}= K ,w لكل ,B للفضاء أساسا =i( كانت إذا ؟(  ز لكل

: وأن٧ للفضاء أساسB ر=B, فإن

4 .dimV = dimW, +dimW, +٠00+dimW

(4 ،٧٤ مثال)
،W,={t(0,1,0):teR} كان{ إذا w,={t(1,0,0):teRو 

. R'= W, 6W,@ W, w,={t(0,0,1):teR} أن الواضح من فإنه
 فإنR" للفضاء المعتاد الأساس هو}e,,e,,٠..e,{ كان إذا عامة وبصورة

D. R"=(e,)6(e,)6٠0.6(e,)
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(4 ،٧٥) مثال
،W,={(x,0,z):x,2eR} لتكن{ W,={(x,y,0):x,yeRو 

}W,={(x+y,y,y):x,yeRمن' جزئية فضاءات R.أن بين :

. R' ,W ة e W, W,

 الحل

،B,={(1,0,0),(0,0,1)} أن{) لاحظ B,={(1,0,0),(0,1,0و 
(}B, . التوالي علىW و,W,0W, للفضاءات أساسات1,1,1),(1,0,0)}=

,dimW فإن ولذا + dim W, +dimW, =2+2+2=6=3=dimR.فان وبالتالي 

٨٠ R3 ,W ة e W,6 W,

(4 ،٨) تمارين
: المعطاة الجزئية للفضاءات مباشرا جمعاR كان' إذا ما )ا(بين
 وW,={(0,,z):,zeR )أ({

.W,={(x+y,y-x,2x+4y):x,yeR}
،W,={(2x,-5x,4x):xeR}{ )ب( W, ={(-x,3x,x):xeRو 

. w,={(3x,0,x):xeR}
 وW,={(3y,x-y,4x+2y)x,yeR )ج({

. W,={(5x+y,x-y,2y):x,yeR}
،W,={(2x,0,x):xeR} )د({ W,={(-x,3x,2x):eRو 

.W,={(0,6x,5x):xeR}
. W,={(0,x,x):xeR} )W,={(x,y,0):x,yeR} و ( ه

. W,={(0,x,y):x,yeR} )W,={(x,y,0):x,yeR} و ( و
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. المعطاة الجزئية للفضاءات مباشرا جمعاR كان' إذا ما )ا(بين
. W,={(0,0,x,y):x,yeR} )W,={(x,y,0,0):x,yeR} و ( ا

 وW,={(x,x+y,y,0):x,yeR )ب({
. W,={(0,x,y,x+):x,yeR}

.W,={(0,x,y,2):x,y,zeR} ( ج)W,={(x,y,z,0):x,y,zeR} و
,W من){ كل كان إذا(٣) =({2x-1,x+3(و W,=(x%-1جزئيا فضاء 

=,P, فهلP, من W, e w؟ 
w,=({x2-1,٣'-4}) ( من كل كان إذا(W,=({3x+2,x-4x'})4 و

,aw, ؟٣-٣ ,P فهل a من جزنيا فضاء

w-(١«2ا["٠.٠ مدا»ء ن: w. b _ً["٠ داء،+. b-a b

,,M, فهM ي, من جزئيا فضاء = W, e w؟ 

W V جزئي فضاء يوجد أنه فأثبت U المتجهات فضاء من جزئيا فضاء ( كان (إذا1

. V= U 6 W V حيث  من
 فعينR من" جزئيا فضاءU=({(1,0,0,0),(0,1,0,0 كان){) إذا(٧)

. R"= U 6 W, = U W, "R حيث ,W من ,W و  جزنيين فضائين
,W من كل كان إذا)( ، U,و Wمن جزئيا فضاء Vحيث :

.dimW, = dimW, =y أن فأثبت U a W, = U 4 W,
,eP(x (م=)x كان{) إذا(9) :p(-x={م) ,wوكان 

(}x)-(=-م) x)eR,:p,={م) wمن كلا أن فاثبت ,W,و Wفضاء 

. P,= W, e w, ,R وأن  من جزني

,W وليكن{E%=E حيثEeM,, (لتكن١٠) ={A:AE=Aو 

M,, ,W من جزني فضاء ,W و w,={A:AE. من كلا أن أثبت =0}

٠ M,,=W, e W,  وأن
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)dim حيثV من جزئيا فضاءW و,W, من كل كان ا(إذا١) W, + W,)=5و 
w, : أن فاثبت (منه3=(

. 0sdim( W, aW,)s3 )sdim(W,)s5 )ب2) ( أ
dim( W, ٨w,)=2 V حيث ,W من جزئيا فضاء ,W و ( من كل كان (إذا١٢

. 2sdim( W,)s8 )dim أن فأثبت W, +W,)=8  و
dim( W, w,)=2 م V حيث ,w من جزئياً فضاء ,W و ( من كل كان إذا(١٢

، dim( W,)=4و dim(V)=12أن فأثبت :
. 4sdim( W, +W,)s12(2ب( <dim(W,)s10 ( ( أ

،,W, جزئية فضاءات ثلاث (جد١٤) w,و W'من Rحيث 

dim( W, +W, +W, )%dim( W,)+ dim( W,)+dim( W,)

- dim( W, ٨ w,)-dim( W,٨w,)

-dim( W, ٨w,)+dim( W, ٨W,٨w,)
,W كان, (إذا١٥) e W=وكان٧ Uمن جزني فضاء أي Vأن فاثبت :

.2din(U)-dim(V)<dim (W,٨U)+dim ( W,٨U)<dimU
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