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 الداخلي الضرب فضاءات

INNER PRODUCT SPACES

 الداخلي الضرب )،ه(تعريف
Definition of lnner Product

 فضاني في( القياسي أو) الاقليدي الضرب بمفهوم دراية على القارئ لعل
 خواصه وندرس المفهوم لهذا تعميما نقدم البند هذا .فيR3 أوR4 المتجهات
. الأساسية

 تعريف)ا،ه(
 ضرب دالة:>,<VxVR الدالة إن نقول. حقيقي متجهات فضاءV ليكن

V(inner) على داخلي product onVلكل وذلك يلي مما كل تحقق إذا 

:aeR we٧,٧,u وكل
(.٧,٧(=)٧,٧ )ا()

٠(٧+٧,w)=(٧,٣(+)٧,w)(٢)
. (au,٧)=a(u٢)(٠٧)

٠(٧,٧)>0(٤)
(٩)0(=٧,v)٧=0 كان إذا وفقط إذا.

( inner product space) V داخلي ضرب فضاء  الحقيقي المتجهات فضاء يسمى
. داخلي ضرب دالة عليه معرفا كان إذا

(٥،١ مثال)
,b,,٠..,b), و (=نa,,a,»..,a), وكان٧=R" إذاكان ,b=)عنصرين٧ 

(u,٧=)٧٠٧=a,b, +a,b, +٠٠٠+a,b, : V القاعدة فإن  من
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

 هذا فيV ويسمى( الاقليدي الضرب دالة )تسمى داخلي ضرب دالة

. ( Eulidean product space)  الاقليدي الضرب فضاء الحالة

 الحل
u=(a,,a,,٠..,a,), ٧=(b,,b,,...,b,), w=(c,,e,,...,e,)  أن لنفرض

 عندئذ.aeR وانR" في متجهات
(u,٧)=a,b, +a,b, +٠٠٠a,b,

=b,a, +b,a, +٠٠٠+b,a, =(٧,u)

(١)

(٧+٧,w)=(a, +b,)e,+(a,+b,)6,+٠00+(a,+b,)c, ( ( ؟
=(a,٥, +a,6, +٠٠٠+a,6,)+(b,٥, +b,6,+٠0٠+b,c,)

=(٧,w)+(٧,w)

(cu,v)=(aa,)b, +(aa,)b,+٠0٠+(aa,)b, (٢)
=a(a,b, +a,b, +٠a,b,)=a(u,٧)

(٤)٠(٧,٧)=a} +a;+٠٠٠+a;>0

(u, u)=0< a} +a}+٠٠٠+a'=0 (٩)

<a, =a,=٠٠٠=a,=0 u=0 ب

.[ داخلي ضرب فضاءR" فإن وعليه
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 الداخلي الضرب فضاءلت

 ملحوظة
 بدلالة كتابته (يمكن٥ ، المثال)ا في المعرف الاقليدي الضرب أن لاحظ

. (٥,٧=)٧٧="٧u  يلي كما المصفوفات

(٥ ،2 مثال)
),v=(b,,b,)eR° ,7a,b=(٧,٧) كان إذا +5 a,b, ,a,,a)= وكان س

. داخلي ضرب فضاءR' فإن

 الحل
. aeR °u=(a,,a,),v=(b,,b,),w=(c,,c,)eR وأن  أن لنفرض

 عندئذ

(٧,٧)=7a,b, +5a,b,=7b,a, +5b,a=(٧,u) ( ( ا

(٥+٧,w)=7(a, +b,)c, +5(a, +b,)c, (٢)
=(7a,c, +5a,c,)+(7b,c, +5b,c,)=(٧,w)+(٧,٣)

(au,٧)=7(aa,)b, +5(aa,)b, (T)
=a(7a,b, +5 a,b,)=a(u,v)

(u,7ه(= a; +5a;>0 ()

(٩)(u,u)=0<7a; +5a;=0<a, =a,=0<u=0
R' [D فإن وبالتالي .  داخلي ضرب فضاء
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 ملحوظة
4, ,,ه,a,..0, أن لنفرض: كالتاليR" (إلى٥ ،٢ المثال) تعميم الممكن من

: أن ولنفرض موجبة حقيقية أعداد
"b,,b,,...,b,)eR=)٧,(,a.•a,,aس٥٠٠=) .فإن عندئذ :

(u,٧)=a,a,b, +a,a,b, +٠..+a,4,b,

 الداخلي الضرب هذا يسمى(. ذلك من )تحققR على" داخلي ضرب دالة تعرف

( weighted Euclidean inner product )  الموزون الاقليدي الداخلي بالضرب
,a,,٠,.a, وتسمى ,aالاقليدي الضرب أن ايضا لاحظ. الداخلي الضرب أوزان 

: بوضع وذلك الموزون الداخلي الضرب من خاصة حالة إلا هو ما

.a, =a,=٠٠٠=c,=1

(٥،٣) مثال
bx+b,x, كان إذا eP+x)=b٩(٨,a\8+a,x+x)=aحيث (م٨ 
,a,b +a,b, +a,b)((=٩(,x)م) فإن ,Pداخلي ضرب فضاء .

 الحل
: وأنaeR أن نفرض

p(x)=a٨+a,x+ a,x,٩(x)=b,+b,x +b,x2,r(x)=c+6, +c,x2 eP,

.(p,٩)=a٥b +a,b, +a,b, =b a ج +b,a, +b,a,=(٩,p) ( ( ا

(p+٩,r)=(a٨ +b٠)c+(a,+b,)e,+(a,+b,)0, (٢)
=(a٥6 +a,6 +a,٥)+(bج e +b,e, +b,c,)=(p,٢(+)٩,٢)

(ap, ,b,+(aa,)b(,aa)=( و +(aa,)b,
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=a(a b ج +a,b, +ab,)=a( p, ( و
. (p,p)=0 {a ع +a3+a;>0 (4)

(p,p)=0<a} +a}+a;=0<a٨ =a,=a,=0<p=0 (٩)
D]. ,P داخلي ضرب فضاء  فإن وعليه

(٥،٤ مثال)
 الدوال من المكون المتجهات فضاء هيC[a,b[ حيثa,b]f,geC[ ليكن

: القاعدة فإن عندئذ.]a,8 المغلقة[ الفترة على المتصلة

.c[a,b] g)=[f(x)g(x)dx, على داخلي ضرب فضاء تعرف ؟(

 الحل
 .عندئذز:aeR وأنf,g,heC[a,b[ ان لنفرض

)(£٤٠+=)h(»kx=](»)f(+h)»٤٠ ]=رى٤)
b

(f+٤.h)=[[٤(٤+)٥(x)]h(x)dx
a

()

=[٤(+)h(٠٢)dx+]٤)+(٨(»)dx=(٢,8)+(e, ( ا
b B

(a6,e)=[(a٤(x))٤(«)dx=a [f()٤(x)dx-a(٢)(٢,٤)

 رط١٣٠٠٥1»00١٤ عد ""إ"د«.+

.(f,٤)=0= [(٤(x)) ax=0 af(x)=0 (٥)
a

D . C[a,b] داخلي ضرب فضاء  فإن وبالتالي
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 وكان

 وتطبيقاته الخطي الجبر

ba. a
=A اB=2 ا '٠٠ ا٠٠٠

(٠٥ مث)

,a2b'• ا·es, كانت بذا

,bر A,B)=a,b, +a,b, +a,b, +a)فإن ,,Mداخلي ضرب فضاء .

 الحل

: عتدنذذ.aeR وأنA,B,CeM, أن لنفرض
(A,B)=a,b, +a,b, +a,b, +a,b,

=b,a, +b,a, +b,a b,a,=(B,A)+ ر
(A+B,C)=(a, +b,)c, +(a, +b,)c, +(a, +b,)e, +(a, +b,)c, (I)

=(a,€, +a,0, +a,0و +a,c)+(b,0, +b,0, +b,c, +b,c,)
=(A,C)+(B,C)

(aA,B)=(aa,)b, +(aa,)b,+(aa,)b, +(aa,)b, (٣)

=a(a,b, +a,b, +a ,b ر +a,b,)=a(A,B)
.(A,A)=a} +a3 +a;+a; >0 (4)

(A,A)=0<a} +a;+a3+af=0 (9)
<a, =a,=a,=a,=0 A=0 >ج

M, D لأن .  داخلي ضرب فضاء

. الداخلي الضرب لدالة الأساسية الخصائص بتقديم البند هذا سننهي

(٥ )ا، مبرهنة
: فإنaeR وwe٧,٧,٧ وكان داخلي ضرب فضاءV كان إذا

.(٧,0(=)0,٧=)0 )ا(

٠(٧,٧+w)=(٧٠٧(+)٧,w)(٢)

٢٣٢
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.(٧,a٧)=a(٢)(٧٠٧)
٠(٧-٧٠w)٤(٧,w)-(٧٠w) (٤)

٠(٧,٧-w)=(٧٠٧(-)٧,w)(٥)

 البرهان
٠(٧,0(=)0+٧,0(=)٧,0(+)٧,0) )ا(

.(٧,0=)0 فإن ثم ومن٠(0,٧(-(+)0,٧(=))0,٧) فان وبالتالي

٠(٧,٧+٣(=)٧+٣ ,u)=(٧,٧(+)٧,w)=(٧ و٧(+)٧,w)(٢)
.(u,a٧)=(a٧,u) =a(٧,u) ( ؟)

(٧-٧,w)=(٧+)-٧),w)=( (٧,٣-(+)٧,٣) ؟(

=(٧,w)-(٧,w)

(u,٧-w)=(٧-٣,u)=(٧,٧(-)٣,u)=(٥)(٧,٧(-)٧,٣)

. البرهان يتم وبهذا

(٥،١ )تمارين
 ضرب دالة هي المبينة الدالة كانت إذا ما )«(بين إلى ا() من التمارين في

'R حيث لا أم . على داخلي ٧=(b,,b,,b,) (,a,,a,,a)= و ت

٠(u,٧)=a,b,+a,b, ( ( ا
.(u,٧)=a,b, +a,b, +a,b, +a,a,b, (٢)

.(u,٧)=2a, b, +5ab, +a,b, -a,b,-a,b, ( ؟)

. (u,٧)=a,b,+a,b, (٤)

.(u,٧)=a, +b(٩)
. (٥,v)=a} b; +a? b3+a? b;(٦)
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. (٥,٧)=a;b, +a,b, +a,b, ( ( لا
. (u,٧)=a,b, -a,, +ab, (»)

: أن فأثبت و,مeP, كانت إذا(٩)
(p(x),a(x)) =p(-١-4(١ و)+p(0)٩(0)+p(1)1و) )

. P,  على داخلي ضرب دالة
x)=a, كانت (إذا١٠) +a, +a,x',q(x)=b, +b,x +b,x2 Pفهل (م 
,b -a, b,+a,bر p(x),q(x))=a)على داخلي ضرب دالة ,P؟ 

. V ( الداخلي الضرب فضاء في يلي مما كلا ا(بسط
(2٧-w,3٧+2w)(٧+٧,٧)ب( +w)( ( أ

(٧-٧+4w,3u- (٧) ج(
 ضرب دالةf'(w)+g'(x)=(f(x),g(x)) فهل ,؟geD[a,b[ كانت (إذا١٢)

 ؟D[a,b[ على داخلي
+f(«),g(x))=f(1)g(0)(١) فهل ,؟geC[0,1[ كانت إذا(١٣) f(0)g)دالة 

 ؟C[0,1[ على داخلي ضرب
 ؟P, على داخلي ضرب دالة =)و,م(p و)( فهل)(٩eP,p, كانت (إذا١٤)
 على داخلي ضرب دالةtr(AB)=(A,B فهل)A,BeM,, كانت (إذا١٥)

,,M؟ 
 أن أثبت.٧eR,u" وليكن معكوس ولهاn الدرجة من مصفوفةA ا(لتكن1)

(A .٧) الدالة R" (A)=( على داخلي ضرب دالة( ,ب٧

: أن فأثبت0 ةv ج€٧ وكان داخلي ضرب فضاءV كان (إذا١٧)

.٧ من جزئيا فضاء تشكلw={ueV:(u,٧ =)ج0{

 قيمة فاحسبV الداخلي الضرب فضاء في خطيا مرتبطين,٧eV كان إذا(١٨)

(٧,٧)(٠)"١ المحدد
(٧,u) (u,u)
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tr(B=(A,B أن) فأثبت٨,BeM,, كانت إذا(١٩) Aعلى داخلي (ضرب 

.M,,

 أن فأثبت داخلي ضرب فضاءV كان إذا(٢٠)
(a,٧, +4,٧,+٠٠٠+4, ٥(٧,٠(=٧٠,٣w)+٥(,٧,,w)+٠٠٠+a,(٧,,w)

. a,eR v,,weV وكل  لكل وذلك
 ولنعرفp و,R, وليكن مختلفة حقيقية أعدادX,x٨,,٠..,x, ان (لنفرض٢١)

p(x,)٩(x,)+..+p(x.)٩(x,)P, +(,x)p(x,)٩=( أن أثبت و,م(.

. داخلي ضرب فضاء

 التعامد(٥،٢)

Orthogonality
 عادة والتيR الإقليدي للفضاء الهندسية المفاهيم في علم على القارىء أن لاشك

 ، متجهين بين الزاوية قياس ، المتجه طول مثل التحليلية الهندسة مقرر في تدرس ما
 بالضرب نستعين البند هذا في. الأخرى الهندسية المفاهيم من وغيرها التعامد
 إلىR في الهندسية المفاهيم تعميم على ليساعدناV متجهات فضاء على الداخلي

. V  في مرادفة مفاهيم

(٥،٢ تعريف)
 معيار أو طول نعرف.eV وليكن داخلي ضرب فضاءV ليكن

(Iength or norm)كالتالي ا ا بالرمز له نرمز والذي ب :

٠١٥١-٧/٥.تآ
w u و weV بين المسافة نعرف فإننا أخر متجها  كان وإذا

(distance between u and w)بالرمز لها نرمز والتي (w,)كالتالي :
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 وتطبيقاته الخطي الجبر

٥٠(٠٠٣-)١٠-٣١-٠(٥-٠,٥-٠y

(٥،٦) مثال
,b" كان إذا )eR,..٠,,a,), w=(b,,b.,٠٠,,a,,a=)الداخلي الضرب وكان 

: أن كما]٠,/= ?و و وو ?وبم فان الأقليدي الضرب هوR على المعرف
٥(٠٠٠»)-7٠-٠,٥-٠)

-٢٠-٠١\٠-٠)
,(a,-b+)٠٠٠+,('٥,-a,-b,) +(aا) ٠=

n=3 -)=w كان إذا الخصوص وجه وعلى  -,ا2,4 و) ,ا(=2,3) وكان
 أن كما١٠٢-٠٨٨١@٥y4(أ ٩»_ فن

 س

٥٠٥(٧=)«,٠/(١+١)' +(2+2)+(3-4)=2I

(٥،٧) مثال
 في كما هوR على الداخلي والضرب (=بa,,a,),٧(=b,,b,)eR? كان إذا

: لدينا وكذلك.]٠ =ا7a,6,5a, ,ة فإن(٥،٢ المثال)

 ا٥٠(٠٠٧١٦١٠-٧١-٠6٥-٠,ال-٠-٧٩(٠,-٥١ ,م(5، ر,ا-

(٥،٨) مثال
 في كما الداخلي والضربp()=2-x+x, (وx)=1+2x-xeP, كانت إذا

 ان كما.1 -)+(م,Gj {ر]_+@)=6 (فن٥ ،٣ المثار
-٠ d(8(s).٩)٩))-/@-(5}_(٥y  ة=

(٥،٩ مثال)
C[0,%] f(x)=cosx على الداخلي والضرب ,g(x)=sinx eC[0,m]  كانت إذا
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 ان كا٠1a أ-ا« "ا»«ع] جد (فن٠٤ الندر في كما هو

oا٠ عته,«»(» ا=)»(]٥ ا {«ة ]«ه 

.( Cauchy - Schwartz ineguality)  شوارتز كوشي بمتباينة تعرف التالية المبرهنة

 ،ه(٢ مبرهنة)
. ,ن(ا٧ ا</) ب اا٧ ا عندئذ.,٧V وليكن داخلي ضرب فضاءV ليكن

 البرهان
. w=,("  ر)د وأن ب#0 أن نفرض لذا محققة. النتيجة .فإن=0 كان إذا

["/
 ، عندئذ

(v,u)٧,u)2
0</w/" =( (٣,٣(=)٧ ,نمئ!-٧'- س

 ا [ن[

٧٧٧٧u'٧ u=(٧,٧)-(v, ( لا ت,ه(لإلإ/'+)«,/لإم؟(-ره/إ"
 ا٥٠1 ا١

(u,٥(٧ )ن, (v,ل د، د د ا[٠\}٧ 

١٥/٢٠{٠٢'
 ا=٧ا لإد- ا٠( ا(0,٧)

١١'
: فان وبالتالي.(٧,a) ا<v["[ ن أي ا. ]ه ا/٧\(-٧,٥)20 فإن ولذا

/>/(u/ ا/ v,م٠(/٧ 
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 ملحوظات

 شوارتز- كوشي متباينة فإن الأقليدي الداخلي الضرب فضاء هوR" كان )'(إذا
: الصيغة تأخذ

.(a,b, +a ,b ي +...+ab,) <(a} +a; +..+a?)(b; +6;+..+b;)
(٥،٤) المثال في المعطى الداخلي الضرب فضاء هوC=[a,b[ كان إذا(٢)

: الصيغة تاخذ -شوارتز كوشي متباينة فان

 أf+(١ /ء«(ء أء٢(٠١ ء٨٤\٥٠8»

 ،ه(٣) نتيجة
 إذا(/u,٧ ا=/) ااب٧ ا عندئذ. ,س٧e٧ وليكن داخلي ضرب فضاء7 ليكن

. خطياً مرتبطينv و٧ المتجهان كان إذا وفقط

 البرهان
 حيث(w,w)=0 أن عندذنجد. ,س(/v/=/) ب اا(٧ ا\ أن أولا لنفرض

٧y٧ ن/م"٩ا- و٠٠٢<٠٠=wأن .أي =س0 فإن (،ولذا٩ المبرهنة)ا، في كما 
٠١'

 ه أن نفرض العكس ولبرهان. خطيا مرتبطان٧ و ه فإن .وبالتالي(""{
 اا ن ا/

: الآن.٧=au أن بحيثaeR يوجد ، عندئذ. خطيا مرتبطان٧ و
(u, )=(u,au)=a(٧,u) =a(u,u)(u,u)
=(u,٥)(au,a ,u)=( ت "٥()٧,٧ ا=) "ا ا٧ ا(

٠/(u,٧=/)١u/  ا/ا٧ فإن\ وبالتالي

 فضاءات في المعيار بها يتمتع التي الأساسية بالخصائص التالية المبرهنة تزودنا

. الداخلي الضرب
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 الداخلي الضرب فضاءات

(٩،٤ مبرهنة)
 .عندئذaeR وu,٧e٧ وليكن داخلي ضرب فضاءV ليكن

./u0إ< ()
. ب=0 كان إذا وفقط إذا] =إ0 )ا(

. اa /ه/=/« ان(٢)
(. المثلث )متباينة/u+٧\s ا/ ن ا//+٧)(\

 البرهان
. ا٥ =ا@,y20 فان(u.)>0 أن (بما1)

 كان إذا وفقط إذا ا] =اب0 فإن =ه٥ إذاكان وفقط إذا ,ب(0=(u أن )ا(بما

. ٧=(

(٢)'au,au)=a (u, u)=a=)ا ا.لأن «ه ا a\u]إ=ا au.ا 
(٤)(١,٧(+)٧,٧)2(+٧(=)٧,٧+u,٧+u=)\ا' v+ا 

<(",٧)+2/(u,٧(+/)٧٠u)
 ا«ا+2 /ا"/٧١ /+ا٧١

"/(= ا+/٧{/
٩٠(٧+٧/< ن ا+/٧ ا فإن وبالتالي

(٩،٥ نتيجة)
 فإنaeR وu,٧,weV وكان داخلي ضرب فضاءV كان إذا

. d(u,v)>0( ( ا
. w=٢)0(=٧)٧ كان إذا وفقط إذا٥ ,ه)

. d( ()(u,٧)v)=d, ن
(٧()٤,d(u,w)+d(w(>٧)ن, d( المثلث )متباينة.
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 البرهان
(').d(0[<ن٧- (=]ه٧, 

d( =u> ااب-٧ =ا0<٧-٧=v)=00, ن (٧ ا(
. d(u,٧)=u-٧ ا=ا٧ =ااب-٥(٧),(٣)

()d( - ا٧- ا/=/س٧/=(v, ه w+٣-٧/
(٧,w)+d(w,٧)d٧ =ا-wا/+اا wا/< -س 

٩. d(س٧, )sd(u,w)+d(w, ٧) وبالتالي

 متجهين بين الزاوية لتعريف -شوارتز كوشي بمتباينة الإستعانة كيفية الآن نبين

. الداخلي الضرب فضاء في
: لدينا شوارتز- كوشي متباينة من.٧eV,u و داخلي ضرب فضاءV ليكن

 ,ن(ا٧ ا)(٥٠٧)
٧٧٧٧ ه١١ .أ٦ ا= <ا-٠٠٧١/٤٠١٧l٦٢}/4 د» ب ه<

o ء][٣ مهه•. و٠• م o<m>0 وحيدة زاوية توجد وبالتالي =cos6 حيث --- ا//ها/٧']-•• أجالر: تحقق

(٥،٣) تعريف
: عندئذ.u,٧e٧ وليكن داخلي ضرب فضاءV ليكن

cos6{" • ا/٧ [ا٠٠٧١---.٠-( )آب بأنه٧ و ن المتجهين بين ه الزاوية تمام جيب ا(يعرف

.(٧,٧=)0 كان إذا(orthogonal) متعامدان٧ و ن إن )ا(نقول

(٥،١٠) مثال
 المتجهين بين الزاوية تمام جيب فإن الأقليدي الضرب فضاء هوR° كان إذا
: هي٧-(=1,3 و) (=س1,2)

(-1)(١)+(3)(2) 5
}0) إ {بم( د

{sa٠٨٠5٠47
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: لأن وذلك متعامدان٧-(=2,1) و (=ن1,2) المتجهين أن كما
.(٥,٧)=(-2)(1)+(1)(2)=0

 ملحوظة

 الفضاء على المعرف الداخلي بالضرب كليا ارتباطا مرتبطة التعامد فكرة أن لاحظ
 بينماV داخلي ضرب فضاء في متعامدين متجهان يكون أن الممكن من حيث٧
 ما وهذاV الفضاء على الداخلي الضرب غيرنا أننا لو متعامدين يكونا أن يمكن لا

. التالي المثال يوضحه

(٥،١١) مثال
(٥،١٠) المثال في وجدنا قد فاننا٧-(=2,1 و) (=ن1,2)eR? كان إذا

. الإقليدي الضرب هوR' على الداخلي الضرب كان إذا متعامدان٧ و٧ أن
 المثال في المعرفR? على الداخلي الضرب اعتبرنا إذا متعامدين ليسا ولكنهما

 .ت(u,٧=)0=10+14-=()(2)5+(2-)()7: لأن (وذلك٥،٢)

 ،ه(١٢ مثال)

 عد الداخلي الضرب وع٨ 'أ-.[" "آدم »ءا{ باكتي
 ن ونك متعهد ن د٨ نك رة،ه( هنر سر&ر الرا م«.«

١٠(A,B)=(2)(0)+(0)()+(0)(-7)+(-4)(0)-٥

 ،ه(١٣) مثال
sin وcosx المتجهان xالفضاء في ]C[0,mهو الداخلي الضرب حيث متعامدان 

 لأن (وذلك٥ ،4 المثال) في المعرف الضرب

].(sinx,cosx)= [sin x cosx dx=-sin' x];=0
 ة2
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(٥،١4 مثال)
 الضرب حيثp(x)=2-x+4x,٩(x)=3+5x-xeP, كانت إذا

 وp(x بين) ه الزاوية تمام جيب (فإن ه ،٢ المثال) في المعرف الداخلي

(xو) هو :
6-5-4 -3

[] CS() = =
+14I6 s ا+55+و 35،

. داخلي ضرب فضاء أي إلى فيثاغورس لمبرهنة تعميم هي التالية المبرهنة

(٥،٦) مبرهنة
 فإن متعامدين,٧eV وكان داخلي ضرب فضاء7 إذاكان

• ا/ ن+٧\ ا/= ن 'ا/+٧\

 د البرهان
 ااu+٧ ا\(=٧+٧٠u+٧(=)٧,٧+)2(٧,٧(+)٧,٧/=) ا/ب ا\+٧ ا

4٠(u,٧)=0  لأن وذلك

(٥،٢) تمارين
 كانا إذا فيما وبين المتجهين بين الزاوية احسب )ه( إلى ا() من التمارين في

R'  على الاقليدي الضرب هو الداخلي الضرب حيث متعامدين
. -(=ن1,3,2,)٧(=4,2-,1 )ا()

. -(=ن2-,2-,2,)٧-(=1,1-,١()٢)
. -(=ن1,1,0,)٧(=4,0,9) )؟(

. -(=س1,5,2,)٧(=2,4-,9()4)

٢٤٢
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. (=ن4,2,1,)٧(=8-,4-,2()9)
 هوR3 على الداخلي الضرب كان إذا )ه( إلى )ا( من التمارين (اعد٦)

. (٧,٧)=7a,b, +3a,b, +4a,b,
 كانا إذا فيما وبين المتجهين بين الزاوية أحسب ا(١) إلى)( من التمارين في

R  على الاقليدي الضرب هو الداخلي الضرب حيث متعامدين
. -(=ن4,6-,10,1,)٧(=2,1-,2,9()٧)

. u=(-1,1,0,2),٧=(1,-1,3,0) (٨)
. w=(0,-2,2,1),٧=(-1,-1,1,1)(٩)

. (=ه1,2,0,1,)٧-(=2,3,1,2()10)
. u=(-2,3,1,4),٧=(-3,1,4,6)(1١)

 هوR" على الداخلي الضرب كان إذا إلى)((٧) من التمارين (أعد١٢)
. (w,٧)=a,b, +a,b, +2a,b, +3a,b,

 كانا إذا فيما وبين المتجهين بين الزاوية أحسب(١٧) إلى ا(٢) من التمارين في
(٥ ،٢) المثال في المعرف هوP, على الداخلي الضرب حيث متعامدين

(١٣)x)=x+1و) ,x)=x5 +2x+3م) .
. p()=2x'+x-3 , (١٤)4x'-x=(x) و

. p(x)=2x4+5x-1 ,٩(x)=9x2+2x+1('e)
. (مx)=3x'-x+5, (وx)=x4-x ا(٦)

. p(x)=2x4-x+1, (١٧)x+2x=(x) و
 كانا إذا فيما بين ثم المتجهين بين الزاوية احسب(٢٢ إلى) ا(٨) من التمارين في

(٥ )، المثال في المعرف الضرب هوM,, على الداخلي الضرب حيث متعامدين

1 ه٢ ب ا٠- ه" ؟٠٠ إ[٠١ 31 -33 116

1 إ;-إ-٠٠،٨--٥ إ-٥٠ إ٠٠-٢ إ-3[٠٠١ 23 41 -562
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٠ إ-.٠\٩·٠٠ ر 3-20 0
sin[ كانت إذا(٢٣) 3x,cos 4xeC[0,mالضرب هو الداخلي الضرب حيث 

. متعامدتان أنهما فاثبت ،(٤ المثال) في المعرف
 على متعامدا إذاكان. داخلي ضرب فضاءV حيثu,we٧,٧ (ليكن٢٤)

. a,6eR w لكل٧+8٣ على متعامد س أن فأثبت  و٧ من كل

: أن فأثبت داخلي ضرب فضاءV حيث,٧e٧ كان إذا(٢٥)

(٧,u)4=\ا/٧+٧ ا/- -ب٧ ا 
: أن فاثبت داخلى ضرب فضاء٧ حيث"٠٧٤٧ كان إذا(٢٦)

• ا٧+٧"+٧-٧\=2 ا ب"/+٧/2 لا
: أن فأثبت داخلي ضرب فضاءV حيث,٧e٧ كان إذا(٢٧)

cos6[اا+٧ "ا/+2 ا ا/٧ ]٧ و ن بين الزاوية هي و حيث ا ب+٧"/ ا= "إ.

 شوارتز- كوشي متباينة مستخدما أثبت. الأقليدي الضرب فضاء هوR' (ليكن٢٨)
. a,b,6eR a) لكل وذلك cos 6 +bsin e) <a' +b'  أن

: أن أثبت.f(٣,)٤(w)ec[0,1[ لتكن(٢٩ ر

}'٤١0١ ء-٠0/'»"[.s٣[.٠ ءإ]٠
: أن فاثبت داخلي ضرب فضاءV حيث,٧e٧ كان إذا(٢٠)

. ا ا-[ن٧ -«ا<[٧ ا
 فأثبت ل ا=ا٧ ا( حيث ,ب٧eV وكان داخلي ضرب فضاء٧ كان إذا(٢١)

. متعامدان-٧ و٧+٧ أن
 الضرب فضاء في صفرية غير متجهات٧,,e٧,٧,٠٠٠٠,٧ كانت إذا(2٢)

(v,,v,)=0 V )أي مى مثنى متعامدة وكانت ) الداخلي i  زة لكل

. ا٧٨+٧+٠٠٠+٧,//=٧'/, ا+٧/+٠٠٠+v, ان/ فاثبت

٢4٤
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 العيارية (الأساسات٥،٣ ر

Orthonormal Basis
 قدر على هي الدارسة تحت متجهات لفضاء المناسب الأساس اختيار مسألة إن

 في الحسابات يسهل الذي الأساس هو الاختبارات هذه أفضل وإن ، الأهمية من كبير
 نستطيع الداخلي الضرب فضاءات حالة في أنه البند هذا في سنبين المتجهات. فضاء

 المتعامد. العياري بالأساس يعرف ، النوع هذا من أساس على الحصول دائما

 شميت جرام خوارزمية تسمى الأساس هذا لإنشاء خوارزمية ونقدم

.( Oram- Schmidt)

(٥،٤ تعريف)
 متعامدة مجموعةS إن نقولV الداخلي الضرب فضاء من جزئية مجموعةS لتكن

(orthogonal)من مختلفين متجهين كل كان إذا Sإذا ذلك على وعلاوة. متعامدين 
 متعامدة عيارية مجموعةS إن نقول فإننا1 يساوي في متجه كل معيار كان

.( orthonommal)

(٥،١٥ مثال)

٧(-{=,١٠1٠0٠١)٠٧ (م-,١٠-2٠0٠1,)٧ -(مم-,1٠0٠2,١) كانت بذا 663
 أن: نرى أن السهل من فإنهR الإقليدي الضرب فضاء في متجهات ثلاثة

 اة":::":";،::را·t أ"".٠٠ ما-ا
 متعامدة

٢٤٥
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(٥،١٦ مثال)

 ادن، اسرب حث ج.يمي/دي، =أأج«(#رو.،e ع.-ا
$ أن على الآن سنبرهن(.٥ ،٤) المثال في المعرف الضرب هوc[-1,1[ على

: لأن وذلك متعامدة عيارية مجموعة

X-=={{ .ثز.إ. ر±إ

4٦22'2

 ;إ٤(٠ لهز-{ى ،} 'أوةاء:/٠ [أ+-٥
٠٤ أجإ;٠ اجوي-إ)إ٠ ا١ و Xد{ إ }X

3;4٠532 '2 5

={( ايهوا٤٠ إ٠ا. 645 4
 أن نرى أن نستطيع وبالمثل

٥ و ا-4 #ذ\ا.٠ -إ
 ملحوظة

V }=S داخلي ضرب فضاء من متعامدة جزئية مجموعة ٧,,٧,,٠,٧{, لتكن

 ر'يم=،«مجموعة و",,"}حيث٠... {,ه المجموعة عندنز ز. »لكل=0 حيث

: لأن وذلك متعامدة عيارية
0,i= ,1٧,٧ ز

»٧٠٩/١-٨٠٦'١٠١١٠١٨٢ ر/-"" د،,ل ادل د

. والمتعامدة خطياً المستقلة المجموعات بين بالعلاقة التالية المبرهنة تزودنا

٢٤٦
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(٥،٧) مبرهنة
=S,,٧ و,... {لا, كانت إذا {wفضاء في صفرية غير عناصرها متعامدة مجموعة 

. خطياً مستقلةS فإنV داخلي ضرب

 البرهان
,4 أن لنفرض eR,..٠,,a,,00 حيث, u, =0+٧+,٠٠٠,a,u,  لكل عندئذ.0+

n,...,1لدينا =ز :
0=(0,u,)=(0,٧, +45٧,+٠٠٠+0,٧٨,٧٨)
=a, ( ),a+(,٧ لا,, ( ,,لا٧),٠٠٠+4(,٧ ,ر٧),+٠٠٠+0,(٧,,٧ ر

 وهذاa,(٧,u,)=a, اارس=0 أن نجد فإنناi لكلزة(a =)ر«,,0 أن وبما

 خطيا.م مستقلةS فإن وبالتالي.a,=0 أن يقتضي

 التعبير سهولة في داخلي ضرب لفضاء متعامد عياري أساس إيجاد أهمية تكمن
 ما وهذا المتعامد العياري الأساس لعناصر خطية كتركيبات الفضاء عناصر عن

. التالية المبرهنة به تزودنا

(٥،٨) مبرهنة
V =S الداخلي الضرب لفضاء متعامدا عياريا أساسا {u, ,u u,..., ر  {ر كان إذا

ueV . )م٧, وكان u=(u,u,)٧,(+٧,٧),٧ و+٠-٠+(u,u  فإن

 البرهان
 إيجاد نستطيع فإنناeV أن وبماV الداخلي الضرب لفضاء أساسS أن بما

4,€R,٠٠٠,,C,,حيث ,au+٧,+٠٠٠,0+,٧,a=لكل وعندئذ.٧ 

i=1,2,...,nلدينا يكون :

٢٤٧
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(u, ,٧,a)=(٧ م +cر٧ ر+٠٠٠ -+a,٧,+٠٠٠+a, u, ,u,)

=6, (٧,٠٧٨+)٠٠٠+a,( ٧,٧+),٠٠٠+ ه (u,,u,)٥n

=a,(٧,,u,)=a,
(u,,w u,)=1,,٠(٧ =)ر0 لأن وذلك i وان  زة لكل

 ،ه(١٧ مثال)

 اساساs/=٠ (م-,0٠1٠١)٠٠,(-١٠٥٠0٥)٠٠ (ل',=,0٠-2,2) ليكن

 عندنز (=،1eR,-3.4 ولبكن ا» ايدي للتاء متعد عديا

. u=(٧,u,)٧(+٧,٧),٧,+(u,u u( و
3 5  .ت(3,4-,1=) ,"م;+3 رم-" ن أي
2 2

 لدينا يكون أن المفضل من أنه(٥ ،8) المبرهنة إلى استنادا الآن الواضح من

 خطي كتركيب الفضاء متجهات عن التعبير لسهولة وذلك متعامد عياري أساس
 ؟ دائما موجود الأساس هذا مثل هل ولكن. المتعامد العياري الأساس لعناصر

 من. البعد منتهي داخلي ضرب فضاء لأي الأساس هذا مثل وجود على الآن سنبرهن
 متعامدا أساساً نجد أن يكفي أنه إلى نخلص(٥ ،٧) المبرهنة سبقت التي الملحوظة

 ن عناصره من كل بضرب الأساس هذا نعاير أن وبسهولة ذلك بعد نستطيع لأننا وذلك
-·-٠٠٠... اا التالية الحقيقة برهان متعامد أساس بانشاء الشروع قبل يلزمنا ولكن ي بالعدد ٧

(٥،٩ مبرهنة)
 ولتكنV داخلي ضرب فضاء في متعامدة مجموعةS=}٧,,٧ ر,٠٠.٧ {ر لتكن

٧eحيث٧ (S)يلي كما ,,ر ولنعرف٧ :
(٧,u,)(٧,u,)(٧,u,) m٥{ مر= {،{ة٠٠. 8ج

m21212m+١•

 ا/ ,ه ا ا٣//./

٢٤٨
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. أيضاً متعامدة مجموعة}u,,٧,٧,٠٠٠٠٠٧٥ {,م, فإن عندئذ

 البرهان
,u =)رم،0 أن سنبرهن ,w)1 لكلsism.الآن :

(٧,u٨)(٧,u,)(٧,u,) ..(L, Ll,)=(ا], y-ا [ا٠ ")
222١2١9١+mز٩ 

 ا/٠,١ دا٠/١/
(٧)(٧,٧,u,)=(u,, (,٧-) ),لا,لا(ي للا,,لا(ي

١ ا٠ ا, اء/
(٧٠u,)(٧,u) .٠٠ إلا(ي .),لا٠ ,لا(نت. )[ا m2 دة١2١ و

 »اا٨ ا /.ا
=(٧,,٧)-0-0-٠٠٠(-٧,u,)-٠٠٠-0
=(٧,,٧(-)٧,,٧)=0

,u) لكل ,٧٨،)=0 sism و,٠..,٧ ,م,٧,٠{ فإن وبالتالي.u,,"1} فإن وعليه
4. متعامدة مجموعة

(٥،١٠) مبرهنة
. متعامد أساس على يحتويV فإن البعد منتهي داخلي ضرب فضاءV كان إذا

 البرهان
 إذا.n على الرياضي الاستقراء باستخدام العبارة سنبرهن.٧dim=n أن لنفرض

. متعامدا يكون أن يجبV للفضاء}٧{ أساس أي أن الواضح من فإنهn=1 كان

 أن كذلك لنفرض.dimV=k+1 .وأنn=k عندما صحيحة العبارة أن لنفرض

 عندئذ.U}(=٧,٠٧٠٠٠٠٠٧){ وأنV للقضاء أساس}٧,,٠٧٤٠٧,٠٠٠٠٠٧٠{
dim U=kمتعامد اساس يوجد الاستقراء فرضية باستخدام .ولذا 

}u,..٧,,٠,,u{للفضاء U٧ .ليكنeUولنضع :

٢٤٩
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(٧,u٨)(٧,u,)(٧,u,)
8[ د1٦{ ب1{٠٠ {، m2221،2k+1•

١ ا١٧٧,١ ا,»/٨١
 متعامدة. مجموعة}u,,٧ و,٠•. م،لا{ أن (نجد٥،٩ المبرهنة) باستخدام عندئذ

4.dimV =k+1 V حيث  للفضاء أساسا أنها (نجد٥،٧ المبرهنة) وباستخدام

 ملحوظة
 منتهي داخلي ضرب فضاء لأي متعامد أساس (وجود٩ ا،٠ المبرهنة) لنا تضمن

 (يزودنا٥ ،٩ المبرهنة) على يعتمد الذي برهانها فإن ذلك على وعلاوة. البعد
 الخوارزمية هذه تعرف ، معطى أساس أي من متعامد أساس لإنشاء بخوارزمية

-Gram) شميت جرام بخوارزمية Schmidt)الآن وصفها نقدم والتي .

 شميت جرام خوارزمية
 لهذا أساسا}٧,,٧,,٠٠,.٧{, وليكن ، البعد منتهي داخلي ضرب فضاءV ليكن

V {u,.. و,u٠, للفضاء رس}  متعامد بأساس التالية الخطوات تزودنا. الفضاء

.٧=٧ )ا(,
٧٧ . =,نv ,{ج"دفا-,)'(
 الا٥, ا
,(u٧ ,و)(٧,,٧٨)  =ولا٧+--٧ ر ثu )؟(,

 دا٨ ا١٣ /ء

(٧,,٧-,٨),(٧,,٧)(٧٠٧٨)'٥ u,_ •(") م u u -"م-,Y= ر '' ±--ر -مم٧ -ر••• يممم-
.-، w/اا/٧,١«،\ 
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 ملحوظة
 لتبرير (.فمثلا٥ ،٩ بالمبرهنة) بالاستعانة مبررة الخوارزمية خطوات جميع إن

 خطيا مستقلة مجموعة}v,,v, لأن{ وذلك٧,e(u), أن (نلاحظ٢ الخطوة)
 السهل من كذلك. متعامدة مجموعة}u, {رس, أن (تضمن٥ ،٩) المبرهنة فإن ولذا

 باقي تبرير الممكن من وبالمثل. ,س}(}(=){,«,٧,,v أن){, من التحقق

. الخطوات

(٥،١٨) مثال
: الأساس لتحويل شميت جرام خوارزمية استخدام

(v,=(1,0,1),v,=(2,1,0),v,  إلىR الإقليدي الضرب لفضاء1,1,1)=

. متعامد عياري اساس

 الحل
.=,"٧(=,1,0,1) )ا(

 =,س٧ (=,،)يلإ.و"ك-,2,1,0-)4(1,0,1(-)١٠1-,١)(2)
 ا/"٨ "ا2

(٧,,٧)(٧,,٧٨,)  =ولا٧ =-ي,--٧ =-ر ولا-عر )؟(
 ا،هار١ \ءه

(-١٠١٠١١($-١٠٥٠١١(!-١٠١-.١ ,إ-2 )إ.

 متعمد ا عير اسد طي .فسول متعد اسفلا(٠.٠ رً,و،, تين وبللي

 البدن: طوله طي لمتعا الإساس متجهات من متجه ل نقم
 زيج=بم،:٠ !،،:a3 أ ، د د،

 .ن متعامد عياري أساس

٥١٢



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 ،ه(١٩) مثال
 حيث}٧,,٧,,v بالمجموعة{, مولداR من' جزئيا1 فضاءW ليكن

(v,=(-1,-1,0,1,0(، 1,0,0,1,-0,=)(=و1-,1,0,1,0 و)٧ v.عين 
. الإقليدي الضرب هو الداخلي الضرب حيثW للفضاء متعامدا عياريا أساسا

 الحل
()

(2)

. ٧٨=٧,=(-1,-1,1,0,0)
(٧,,٧٨)
٥{=٣ [لا 1222

/w

(-٥٠-١٠٥٠٥٠١١ -(إ-١٠-1٠1٠0,0 .ه،إ,$,إ/-)1/ 3 3 33
(٧,,٧)(٧,,٧ )ء ٧ =و٧ نج,٦--و٧ -ر٦ ولا-م )؟(

١,١w٠٨ 'ا/

-١١٠-١٠٥٠١٠٥١-٨-3 -)ه،بم-إ43 إ.••3) 5555335 3

 سند« سيد اهمس فه .واد ملد سي إ.".يإ%ا وبعني،د
،5 ,5 I5 ،52٠١5١ -2١١١

( [ع°وايي-+ ، ،»، أو° وقم ة#أ، أ،، ،ر
(٥،٢٠ ر مثال

 بالمجموعة المولدC[0,1[ من الجزئي الفضاءW ليكن

}p,(x)=1 , p,(x)=2x-1,p,(x)=12x{الضرب هو الداخلي الضرب حيث 

. W  للفضاء متعامدا أساساً (.عين٥،٤ المثال) في المعرف

 الحل

٩,=p,= (١ ا(

٢٥٢



 الداخلي الضرب فضاءات

(٣)1-P,=2٤,=02(-,م=, -,م=,و)ب%.٩R ٩
 \.و/
(P4ر, A)(pو٩, ,)

٩٠=٥٠ /أ٤" =أ]٩ د ٩٥٩١

=12٨(١)-6(2x-1)-١2x2-4-12x+6=12x2-12x+2
1

L . W  للفضاء متعامد أساس ,,و}٩,,٩{, فإن وعليه

(٥،٢١) مثال
: هوكمايليP, على المعرف الداخلي والضربp,9eR, ليكن

٠ -(م=)و,م(2 -(و)2 -(م+)١ -(و)١+)p(0 +)0(و)p(١ (و)1+)p(2 (و)2)
: بالمجموعة المولدP, من الجزئي الفضاءW وليكن

.w . للفضاء متعامدا أساسا عين {p,(x)=1,p,(x)=x,p,(x)=x°}

 الحل

٩٨=p,=1(١)

(P,,٩)=8,(-2)٩,(-2)+1(,م1)٩ -(ر- )+p,(0)٩,(o) (r)
+p,() ( (,وp,(2)2+()،, و

=(-2)()+(-١)()+(o)()+()()+(2)()-0

٠٠( (٠ ,p ، إذن -R،-,=x-0=x=و, 
١٠٨١٤٠"٠ ٩,

( ,وP٩)(P,,9) .م
٩-٦٠٠٥",\٦٩/٧ د ٩٩,

(P,,٩,)=(-2)()+(-١) ()+(o)()+() ()+(2) ()-10  ولكن
 'ا,وا(=٩٨٠٩٨=)1+1+١+1+1=5

٢٥٣

()
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. (P,,4,)=(-2)(-2)+(-١-()١)+(o) (o)+() ()+(2) (2)=0
 متعامد أساس}x.x'-2,1{ فإن ولذا =و.x-(١-)x'-2=0 وعندئذ، و٠٠٠10٠٠
 د و5٠٠ ء

٨W[٠ للفضاء

(٥،٢2 مثال)
1 ١ 1

 للفضاء متعامدا عياريا اساسا .عينA ا(إ'ا= المصفوفة هي٨ لتكن

1 0 1

. A  للمصفوفة العمودي

 الحل

 بالمتجهات المولدR" من الجزني الفضاء هوA للمصفوفة العمودي الفضاء
(}v,=(1,1,0,1(,1,0,0,0,=)٧(,1,1,1,1,=)الضرب .وباعتبار}٧ 

: أن نجد الإقليدي الضرب هوR" على الداخلي
٧=٧,=(1,1,1,1)()

0, =v,-("١,1,١٠١(-')1,0٠0,ب".و٥(,=) ) ()
 ا/ ا/ه4

 (ا3-,١-,١٠-١)
4

(v,,0,)(٧,,u)
]{ رح8 {ج 221231

 ا ا,، ارا
(٣)

-(1,1,0,١(!-)١,1,١,)-2٠!(3,-١-,١٠-١)--2٢0٠-2٠١٠١)
3342

,u,{ فإن ولذا ,u, ,u{الأساس فإن وبالتالي العمودي. للفضاء متعامد أساس 

: هو العياري

٢٥٤
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٠ لإ}١٠١٠١٠١ (جي)3٠-١٠-١٠١١(.٥٠-٥٠1٠١ 6'122

(٥،٣) تمارين
 -شميت جرام خوارزمية استخدم. الإقليدي الضرب فضاء هوR )ا(ليكن'
 متعامد. عياري اساس إلى}٧,,٧{, الأساس لتحويل

٧,=(2,2)} ()٠}٧(=,١٠-3),
}٧(=,0,١,)٧(=,3-,5 )ب({)

 هوR2 على الداخلي الضرب كان إذا )ا( التمرين أعد(٢)
. (u,٧)-2a, b, +3a, b,

 -شميت جرام خوارزمية استخدم. الإقليدي الضرب فضاء هوR' )؟(ليكن
. متعامد عياري أساس إلى}٧,,٧,,v,{ الأساس لتحويل

٠}٧(=,1٠1,1)٧٠-(=,1٠1٠0)٧٠(=,1,2,1{) أ(١
{٧,=(1,0,0), ٧,=(3,7,-2), v,=(0,4,1)} ( ب)

.}٧(=,١,1,1)٠٧(=,1,1,0)٧٠(-,1,0,0 )ج({)
 هوR على' الداخلي الضرب كان إذا(٢) التمرين (أعد٤)

. (u٧)=a,b, +2a,b, +3a,b,

 شميت- جرام خوارزمية استخدم. الإقليدي الضرب فضاء هوR' ليكن(9)
: الأساس لتحويل

{٧,=(0,2,1,0), v,=(1,-1,0,0) , {(٧ (=و1,2,0-,١,)٧٠(=1,0,0,1
. متعامد عياري أساس إلى

: هوR على الداخلي الضرب كان إذا )ه( التمرين أعد(1)
,a,b, +2a,b, +3a,b, +4a,b(=٧)س, .

٢٥٥



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 شميت جرام خوارزمية .استخدم الإقليدي الضرب فضاء هوR' )لا(ليكن
 الآتيتين بالمجوعتين المولدR من'W الجزئي للفضاء متعامد عياري أساس لإيجاد

.}٧(=,1-,1,0,)٧-(=,١,1,0 )أ())
.}٧(=,0,1,2,)٧-(=,1,0,1,)٧-(=,1,1,3{) )ب(

 المعرف الضرب هوR3 على الداخلي الضرب كان إذا(٧) التمرين أعد(٨)

(.٤) التمرين في
 شميت جرام خوارزمية استخدم. الإقليدي الضرب فضاء هوR (ليكن1)

 الآتيتين بالمجموعتين المولدR' منW الجزئي للفضاء متعامد أساس لإيجاد
. {٧(=,١,-1,0,1),٧,=(1٠1٠0٠0), v,=( ( ا٠1,0٠1{) أ(

. {٧,=(1٠1,-1,-1),٧,=(3,2,0,1),v, =(1,0 ,1,0)} ( ب)

 المعرف الضرب هوR" على الداخلي الضرب كان إذا(٩) التمرين (أعد١٠)
(.1) التمرين في

,P( الأساس لتحويل -شميت جرام خوارزمية ا(استخدم١ {°x,x, للفضاء}1

: هو الداخلي الضرب حيث متعامد أساس إلى
.(P,٩)=p(0) ()p+( 0(و p(2)+() و ( (و2) ا(

. («]=)و,م(x )(و)dx )ب(

 للفضاء متعامد عياري أساس لإيجاد شيمت جرام خوارزمية (استخدم١٢)
 الضرب حيث}v,=sinx,7,=cosx{ بالمجموعة المولدc[0,m[ من الجزئي

. (fg)=[٤(٧)g(s)dx  هو الداخلي

 للفضاء متعامد عياري أساس لإيجاد شميت جرام خوارزمية استخدم(١٢)
 الداخلي الضرب حيث}v,=1,٧=,e بالمجموعة{ المولدc[0,1 من[ الجزني

٠ (0٠٤)=[f()e(&)dx  هو

٢٥٦
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 من الجزئي للفضاء متعامد أساس لإيجاد شميت جرام خوارزمية أستخدم(١٤)
]C[-1,1بالمجموعة المولد %}x,v, =x,=1,الداخلي الضرب حيث}٧,=٧ 

f =(٠(٤٢,٤(٧)٤)«(٥« هو

 الأساس لتحويل شميت جرام خوارزمية ا(استخدم٩)
}x,=٧,x,=٧,,=٧,x,=1,للفضاء}٧=,٧ ,Pمتعامد أساس إلى 

: هو الداخلي الضرب حيث
٠ (P٠٩=)٥(-2)٩(-2)+p(-١)-(١)٩+p(0)٩(0)+ (2)p(2)٩+() (م١ و)

 من الجزئي للفضاء متعامد أساس لإيجاد شميت جرام خوارزمية استخدم ا(٦)
]C[0,2rبالمجموعة{ المولد c0sx, cos' x,cos' x,1الضرب }حيث 

٠(٢٠٤ أ-)٤(٧)٥(٤)٥x هو الداخلي

 للفضاء متعامد عياري أساس لإيجاد شميت جرام خوارزمية استخدم(١٧)

 لألبي. الضرب هو الداخلي انضرب بان طما الصوفة المودي

 ألأ:{.0 /بإبو
٨ سونة التي نشا، ممد عاري لك نبد»9 سريا »ء٨ ر
 الحل لفضاء متعامد عياري أساس لإيجاد -شميت جرام خوارزمية استخدم(١٩)

 إ"لإيم, الضر هو الداخلي الضرب بن عطا8 للمصفوفة

 بإ. بمب را;٠ إ٩-·٩- ،
01-2 4 200 01 5

 الضرب فضاء في متعامدة عيارية مجموعةS}=٧,,٧٥,٠٠,.v{, لتكن(٢٠)

٠٤٧ لكلY %«+»إs١٢١' أن اثثت ،٧ الداخلي

٢٥٧



 وتطبيقاته الخطي الجبر

 الضرب فضاء في متعامدة عيارية مجموعةS}=٧,,٧,,٠,٧{, )ا؟(لتكن
: متكافئة التالية العبارات أن ألبت.w=(S) وليكنV الداخلي

. ٧eW ( ( أ

.00.0/٤ -"/«،1٧٤ )ب(
K=1

٧٠=٤٧٠٧٠8٧ ، )ج(
k=١

.٠ ءv لكل(٧,٠-)2٧٠٧٠١٢٧٠٠٥) )د(

 العمودي والإسقاط العمودي المتمم(٥،٤)

Orthogonal Complement and Orthogonal Projection
W L ليكن . وليكن R3  الاقليدي الفضاء في الأصل بنقطة المار المستوى هو

,w كان إذا.W المستوى على وعمودي الأصل بنقطة المار المستقيم eLو0 ة 
w e W0ونهايته0 بدايته الذي المتجه أن المعلوم فمن٦ ,wالقطعة على عموديا 

,w أن أي.0w المستقيمة ,w)=0)((.٥،١ الشكل) )أنظر

 ا

(٥ شكل)ا،

L . أن أي w ٤W، w L متجه كل على عموديا يكون  على واقع متجه كل فإن ولذا

٢٥٨
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،weW متجه كل على العمودية المتجهات جميع من يتكون wوأن Wمن يتكون 
,w, كل على العمودية المتجهات جميع eL، w.و المستوى أن الحالة هذه في نقول 

. داخلي ضرب لأي المفهوم هذا الآن نعمم. لبعضهما عموديان متممان المستقيم

(٥،٥ تعريف)
y eV إن نقو.٧ . وليكن V W الداخلي الضرب فضاء من جزئيا فضاء]  ليكن

 المجموعة وتسمى.eW لكل(v,w)=0 كان إذاW على عمودي

W 0=(u,٧):٧eV}=w للفضاء العمودي المتمم VeW}

.( orthogonal complement of W)

 العمودية المتجهات جميع نعين أن يكفيw لإيجاد! أنه لنا تبين التالية المبرهنة

. W  مولدات على

(٥،١١ مبرهنة)
 كان إذا.V الداخلي الضرب فضاء من جزئياً فضاءw=({w,,٠٠٠,٣,){ ليكن

0=(,v,w) لكل .i<m> فإنeV1 حيث٧ w e w w)=0, لكل(٧

 البرهان
 حيثa,,a,,0.,@,€R يوجد عندئذ.weW أن لنفرض

٠٠٠١a, w+,w=a,w, +a,wفإن .ولذا : mmT

w,)(٧,w)=(٧,٥,٧+٥,٧٧,+٠٠٠+d,m

=(٧)٤,(٧٠٤,٣,a,٧+)٣),٠٠٠,a m(٣ م

=٤(,٧,w,)+,(٧,٣)(,٧,٣+),٠٠٠١٣٨=0

 .م1sism لكل(٧,w,)=0 لأن

٥٩٢



 وتطبيقاته الخطي الجبر

(٥،١٢ ر مبرهنة
 من جزني فضاءw فإن+. لا الداخلي الضرب فضاء من جزئيا .فضاءW كان إذا

. ٧

 البرهان
w لكل(w)=0,0 أن بما e w+0 فإنeW.٧ أن± الآن لنفرضe wوأن ,ن 

aeRلكل .عندئذ w eWيكون w)=0,٧(=)w, w)فإن .ولذا :

(٧+٧,w)=(٧,w)+(٧,w)=0+0=0

(au, w)=a(٧,w)=a.0-0

. au e W e وأن٧+٧ w- 4 فإن ومنه V +w من جزئي فضاء  فإن وبالتالي

 بالمبرهنة بالاستعانةW الجزئي" الفضاء إيجاد كيفية التالي المثال لنا يبين

.(٥،1١)

(٥،٢٣) مثال
 بالمجموعة المولدR الإقليدي الضرب فضاء من الجزني الفضاءW ليكن

. w± . عين {w,=(١,-1,0,1),w,=(2,0,1,-1)}

 الحل

w=(x,, ,x,٨ ولا, )ew±  كان إذا أنه (نجد ه ،1١ المبرهنة) إلى إستنادا

: فإن .ولذا(w)=(,w,w,٣=),0 فإن
+X0ر= K٨- 8  ر

+x, -x,=02x,

: أن نجد النظام هذا وبحل
w-={s(1,1,-2,0)+t(0,1,1,1):5,1eR}={(1,-1,2,0),(0,1,1,1)))

٢٦٠
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 والفضاء العمودي الفضاء ، الصفي الفضاء بين العلاقة لنا تبين التالية المبرهنة

. لها المتممة الفضاءات وبينA لمصفوفة الصفري

 ،(١٣ مبرهنة)
: فإنmxn الدرجة من مصفوفةA كانت إذا

(eo١ A) =N(A")٢) (rowA)=N(A)()
. الإقليدي الضرب هو الداخلي الضرب حيث

 البرهان
 جميع على عموديX فإن .ولذاAX=0 عندئذ.XeN(A أن) )ا(لنفرض

row أن .وبماA صفوف Aبصفوف مولدا Aفإن Xعلى عمودي row A.وبالتالي 
X )Xe فإن row A) . كان إذا ، أخرى ناحية ومن N(A)c(rowA)  فإن

 .وعليهXeN(A أن) .أيAX=0 فإن ثم ومن.A صفوف جميع على عمودي

. N(A)g(٢ow A) . فان (row A)' = N(A)  فإن وبالتالي

[o أن" )ا(بما A =row Aأن( )ا باستخدام نجد فإننا :
٠(colA) =(row A"}=N(٨")

{w,,w,٠٠٠٠٠w,} W ولتكن٧ الداخلي الضرب فضاء من جزئيا فضاء  ليكن
 تولدw,,٣,,٠٠,.w, المتجهات أن .بما٧e٧ .وليكنW للفضاء متعامدا أساسا

Wالمتجه فإن :
(٧٠٣),(٧,٣ )ر(٧,٣ )م W٧ -=م;-٧ ٦--م٣ +و٠٠٠+ ج- ع.

١٣٠/١٣٠"wا٨ 
 بإستخدام نجد فإنناw,,٣,٠٠٠,٣ م من كل على عموديv,=٧-٧, المتجه أن وبما

,v أن+(٥ ،٩) المبرهنة eW.يكون, وبالتالي v+,حيث٧=٧ eW,و٧ 

±eW,كان إذا وذلك ، وحيد التمثيل هذا فإن ذلك إلى إضافة.٧ ,w, +w=حيث٧ 

٢٦١

 )ا(
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eW,و"٧ v,eWفإن- أخر تمثيلا w, eW٨w-فإن ولذا.٣,-٧٨=٧٥ 
0=,٧,-w.أن أي ,w, =v.فإن, ومنه w, =v.صحة أثبتنا قد ونكون 

 العمودي التفريق مبرهنة تسمى والتي التالية المبرهنة

.( orthogonal decomposition theorem)

(٥،١٤ مبرهنة)
WG فإن!V الداخلي الضرب فضاء من جزئيا فضاءW كان إذا W-م٧. 

 ملحوظات
W ,v على٧ للمتجه العمودي الإسقاط( في)ا الموصوف ( المتجه يسمى ا(

(on W٧orthogonal projection of)بالرمز له ويرمز (proj,(vكما. 
W ,v على٧ للمتجه العمودية المركبة  المتجه يسمى

(orthogonal component ofv on W). proj. (v)  بالرمز له ويرمز

W R) وكان ( بالضرورة ليس F ( كان (إذاV٢ حقل أي على داخلي ضرب فضاء

=V أن± إثبات الممكن من فإنهV من جزئيا فضاء W+ wوأن 

dimV =dim W + dim w±.V- We W±  يكون أن بالضرورة ليس ولكن
. ذلك يوضح التالي والمثال

(٥،٢٤ مثال)
.2; الإقليدي الضرب فضاء من جزئيا فضاءw={(0,0,0),(1,0,1 ليكن{)

.w±={(0,0,0),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}  أ ترى أن السهل من عندئذ
. 3=dimz; =dim W +dim W+ ، فإن ولذا dim W=2 dim و W =1  وأن

C . z;+ w 4 w' . فإن وبالتالي w٨w  (}=د1,0,1{) ولكن

٢٦٢
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 الداخلي الضرب فضاءات

 ،ه(٢٥) مثال
 بالمتجهات المولدR الإقليدي الضرب فضاء من الجزئي الفضاءW ليكن

(v,=(1,1,0,  وليكن.٧ ,ا(=,1,1,1,)٧(=0,1,0,0,)1

"v=(3,-1,0,2)eRإلى ينتمي إحداهما متجهين كمجموع٧ .اكتب Wوالآخر 

. w  د إلى

 الحل
 متعامد أساس إلى}٧,,٧,7 {ر تحويل نستطيع -شميت جرام خوارزمية باستخدام

(}١-1٥٠-٠2٠,=)٠٠(1-١٠-1٠-٠u,=;(3٠(١٠1٠1٠1{ن,=) 

• (.ان٥٠٢٢ ر ما تطرw ليزني للنشاء
(٧,u,)(٧,u,)(٧,u,).W =prO], (y)--. +- 322212w1 .لا+ لا

,/u/١٠,١ [رد
-2٠١٠١٠٠١-١١٩3 /«-)إ٠..٤2 )ي  بد، د د ،، ، د، ،

' 3' 3' 33 4' 4' 4' 4·٠٠

-/٠٥;:)3 3

٠٧=w, +(٧-w,)  فإن ولذا

٢٠(٥٠-١٠٥١-5,3 -)ي،ج,٥-.٩ )!-،ج-. ن أي -333 3

(٥،٤) تمارين
 في أحدهما متجهين كمجموع٧ المتجه )ه(أكتب )ا(إلى من التمارين في

. المبينR الإقليدي" الضرب فضاء هوV حيثw+ الفضاء في والآخرW الفضاء
(١(}()w=({(2,5,-1),(-2,1,1٧(=1,2,3) و.

٢٦٣



 وتطبيقاته الخطي الجبر

(٢(}()w=({(1,3,-2),(5,1,4٧(=1,3,5) و.
(٢(}()w=({(1,1,0,1),(-1,3,2,-1),(-1,0,1,1و 

. ٧=(4,3,3,-1)
(٤(}()w=({(0,0,-1,1),(0,1,1,1٧٠(=1,0,1,1) و
(٥)(}(w=({(-1,2,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1(1,1,1,1 و=)٧.
٧ أكتب.}1,2x-1 بالمجموعة{ المولدP من, الجزئي الفضاء هوW (ليكن1)

 فضاء حيثw الفضاء+ في والأخرW الفضاء في أحدهما متجهين كمجموع

. ٧=x+1٠(p, (x) م]=)و (x) و  هو الداخلي الضرب

 و٧eV,u وكانV الداخلي الضرب فضاء من جزئيا فضاءW )لا(إذاكان

eRأن فأثبت :
. proj, (u+٧)=proj« ( pro+( ه ( (بز٧ أ()

. proز ,(a ,aproj=( ن (u)( ( ب
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