
 افصرلأول

 الفاضة الماروت تتكبل

: تعاريف١
: الشكل من معادلة هي التفاضلية المائلة٦

f[x0y,y',٠٠٠٠y«-",  =[)ها ه
 هذه إن وتقولy,y",...,y )عا المتتالية ومشتقاتهy وابمأx متحولا فجد حث

y n للتابع n المرتبة من المشتق حوت إذا  الرتبة من المادلة
y=و (x)  الشكل من ابع كل ، بتكاملها او التفاضلية المعادلة بمجل نسمى ب-

 هذا٠y'y"٠...,y )ما المفروضة العادلة من الأيمر الطرف في بدلنا لو أننا بجيك
 في للصفر مطابقx ابع إى ينقب المادلة من الطرف هذا فان ومشتقاته التابع

. معرفة المتتالية ومشتقاته )و( فيه يكون جال

 متعامدين عورين عل غول مستو فيD جنحنy=٥)( التابع مثلنا وإذا
٠oxoyالمفروضة للمعادلة التاملي بالممحي المنحني هذا نسمي فإننا .

. المادلة لهذه التكاملية المنحنيات كل أو الحلول كل ايجاد هو التفاضلية الممادلة حل ء-

: التفاضلية المعادلات تشكيل-٢
 المعادلات هذه أن ولنفرض الوسطاء من بعدد تتعلق المنحنيات من عوعة لنتصور

: بالماحلة ممثلة

f(x,y4٠4,9٠٠٠0(1) =),ة٥
 من تفاضلية معادلة ، العامة اطالة في ، تحقق المنحنيات هذه أن يرهن
n n) الرتبة -1)  و(١) العا«ة بين(٨ ر9٨,00٠٠٨,) الوسطاء حذت عن تتج

: أي المتتالية بالإشتقانات(١) المادة عن تتج أخرى معاداة

٥



f(٤,y,٨0٨ ,ر٠٠٠٨=),٥
F'(x,y٠ 4 ٠ ية٠٠ =)ة. ه

y٠٨,٠,٢٥-(o٢=(, و٠•.)88
، . الإشنقاق أجل من ، نعتبر حيث x y ل ضمنيا ابمأ

. معينة فيزيائية او هندسية لحواس تفسيرا التفاضلية الممادلات تكون أن وعكن هذا

: واغاص والطل العام الحل-٣

 مستقلة أختيارية ثوابت يحوي قدn المرتبة من التفاضلية اللمادلة حل أن يبرمن
 عن يتج حل كل نسمي٤ العام بالحل الل هذا مثل ونسىn عددها بعضها عن

 اللأاصة الحاول عدد إن خاس. بجل ، خامة قيماً أوبعضها الثوابت هذه بأعطاء ، المام الحل
. متناه غير

: الشاذ اطل٤
. العام الطل تقت يدخل ولا المادلة يمق قابع ل شاذ بجل نسمي

 فاردن نار
y=cx+c-cث التابع تقبل التي التفاضلية المعادلة ­شكل١ 

. لها حلا

: فنجد التابع هذا لنشتق: اطل

 مد فاننا ، الفروض التابع في ، مذً. الاختباري النابت قيمة حنا إذا
: التفاضلة المعادلة

y =xy'+y'-٧%
. المطلوبة المعادلة وهي

a c و وسيط  حيث المنحنيات بجموع التفاضلية العادلة شكل٢
 ثابت عدد

(1) 2 .2 a%cy-CX-+ O
1+C

٦



: فنجد(١) العلاقة لنشتق

2yy'-2cx=٥
'yyي 

X

 اطل

 نجد ومنه

 بعره +م± البب"١ ا= ة ما
y-٦٩y-+0=ت x+yy'

: التفاضلية المعادلة عى نخصل الاصلاح وبعد

xy(1-y)=( x°- - شر a3)y'

 =رc ،٤ +ي+e التابع تقبل التي التفاضلية المعادلة شكل٣
. لما حلا

 ، نحتاج التابع هذا يهويها التي الثلاثة الاختيار.ة الثوابت لحذف: اطل
 باشتقاقات علها نخصل علاقات ثلاث إلى ، نفه الذكور التابع إلى بالاضافة

: أي المفروض التابع لعلاقة متتاليه ثلاثة

Cو y = ٥ ر
x%

٨ 2cو 
=٧' x?

-6 c١٠ وy'  بح

 ، الاختيارية الثوابت عل التقة ، ومشتتاته التابع بن ، العلاقة ونجد
: وهي تامة بسهولة

y" +y"=0
x

: المطاربة التفاضلية المعادلة وهي

٧



x=A) لتكن٤ cos(pt-aالنوسة الحركة معادلة 
. («٠A)  الإختارين الثابتين احذف البسطة.

 فنجد متتاليتين مرتين المفروضة المعادلة لنشتق: الطل

x' =-pA sin(pt-a)
x" =-p" A cos (pt- a)

: هي الإختيادين الثابتين من الفالية المعادلة أن بسهولة ونلاحظ
x" =-p2 x

 وهي النوسة الحركة في الأساسية الهامة تبين الثانية المرتبة من معادلة وهي

• المبدأً عن المتمرة النقطة بعد مع يتناسب التسارع ان

: التابع أن من ،C الإختياري الثابت بجذف تأكد٥
1y = ٢+x )ن

: التفاضلية لعادلة العام الحل هو

y=٤y'+ (2) -ج

 من استنتاجه لابكن المعادلة فذه حل هو«2= ه+ أن من وتحقق
 المنحنيات مغلف جثل الشاذ الحل هذا أن وبرمن شاة( )حل العام الحل

• العام الحل يثلها التي التاملية

 تحوي(١) والعلاقة الأول المرتبة من تفاضلية معادلة(٢) العادلة إن
 التابع هذا كان(٢) المعادلة(1) التابع حقق فاذا واحداً اختياريا ابنأ

 إذا فها ذاا النتيجة إلى نتوصل ان يكننا6(٢) للمعادلة العام الل هو
٠(٢) المعادة عى ذلك بنتيجة وحصلناc الاختياري الثابت حذفنا

:(١) العلاقة لنشتق

y'=٥

٨

(١)



: فنجد(١) الملاة فيy' بc من كل بدلنا إذا
١ 1

y=٧X- y

• نفسها(٢) المعادلة وهي
 هذه نشقy="١ ، العلاقة لها كحل ، تقبل(٢) العادلة أن لنبين

 فتتقلب(٢ ر المعادلة في نحملها التي 'ر قيمة الناتج من ونستخرج الأخيرة العلاقة
 مطابقة إلى

2yy'= 4
2،y
y

y2y2
 لأ= ذ سد <إ

2yلا 

=y-+ المنحنيات مغلف معادلة إن c، عن الناتجة المعادلة هي 

 باشتقاقها عنا الناتجة والمعادلة العادلة هذه بنc الإختياري الثابت حذ

 اي ، ل بالنسبة
1

y=C٨ c
1
(@Y ه cف 

2c X=1 K بمهم== إ و  و
x+- 1y =-

 ر

 بأ-}ب،،ءن لذ،أسء، هء
: العام اطل

1
y =CX-

 شاذ حل إذ قهو دء قيمة أي أجل من

٩



 نصف طول التي الدوائر مجوعة تعطي الي التفاضلية المعادلة -اوجد٦

• a  يساوي منها كل قطر
 فان الدواز هذه من دازة مركز احداثي(,»8 فرضنا) إذا: الحل

: تكون معاداتها
(x- a)+(y- -( 3م a4= o

 والمعادلتين المعادلة هذه بن حذفها يكن اختياريان ثابتان م٠c إن
:» ل بالنسبة لها متتاليين باشتقاقن عها الناتجتين

 'إ ا"٠٠٢٠-٠-٠
x-٧ +(y-/)y'=0

+y'+(y- /)y"=o1
 ونخملx- النانية المعادلة من ممy- م الأخيرة المعادلة من نستخرج

 التفاضلية المعادلة عى فنحل الأولى المعادلة في القيمتين هاتين
(1 +y'2 - ر a%y"_  ه

. الطاوبة التفاضلية المعادلة وهي

: التابع أن -برهن٧
y=ccos log »+c,x sin logx +xlog(1)

. التفاضلية للمعادلة حل

x%y"-٤y'+2y=xlog x(2)

: بطريقتين المسألة هذه حل يكن: اطل

 نحسب ان بعد )ا( بالتابع(2) المعادلة نحقق: الأولى الطريقة آ

: التابع فذا الثاني والمشتق الاول المشتق

y'=c,(cos logx- xsin logx. )+cو (sin l0g ٤
X

1+ x cos logx.)+log٤+X٠٠
X X

١٠



(3)

(4)

y'=c,(cos log x - sin log»)+c,(sin logK+
cos logX) +l0gK+ 1

• ١y" = c,(- sin logx- cos log x)+c,( cos ت log»
X X X

. 1sin logX)+
X x

 وطرفي-(3)(x) المعادله وطرفي(2 (ب)١) المعادلة طرفي لنضرب

: فنجد بعضها إلى النواتج ونجمع غم(4) المعادلة

x%y"-x٧'+2y=c,(2xcos logx- xcos l0gF+
x sin logx-xsin log x- cos log )-+c,(2 x sin log x- sin logK

 ح ث

- cos logx-+ x cos log x- sin logX)-+٤logX-X+ج٨ 

x ]og xح ت 

. المطوب يثبت وبذلك

 والمعادلتين(١) المعادلة ب الوسيطن نحذف: الثانية -الطريقة ب
 المعادلات هذه نكتب ان بعد متتاليين قين باشتقا المعادلة هذه عن الناتجتين
 ٠: بالشكل

c, x cos logx+ c, x sin log¥+Xl0g»-y=o-ح 

c٠( cos log -sin logK)+cر (sin logX + cos logX) + log 8+
b·ا 

1-y'=o
. C٣٨(sin log x +cos log x)+-4( cos log x- sin log»)+

x X

1 ١<yO
Y

 قابلة(٠e,c )ي المجهولين وذات الحطة الثلاثة المعادلات هذه لتكن

:٥ التالي المعين ايكون وبكفي يازم ، متوافقة معادلات جملة لتمثل اي للحل

١١



cos logX xsinlogx xlogx yح 

cos log -sin logx sinlogx +cos log x logx-+1-y
o1 =ا . .- -(sin l0g X +cos logx) (cos log x-sin logx) 1 8X ب"٧ X x

 وجعنا-(x ب) الثاني والسطر بد الأخر السطر ضربنا إذا
 مني يسادي معين عى نحصل فاننا الأول السطر مني إلى الناتجين السطرن

: الأول العن

0 o xlog X- 2y+xy'-x ٧
cos logx - sin logK sinlogx+ cos logx log-+1-y'
5in logx+ cos logx coslog x-sinlogx 1 =o

 ل

 ماديا ا-رما يكر.ه ان يهب مرديا جدا. باوي المبين منا إ

: للصفر

2=( ٣ log ٤- 2y+ xy'-x° y")  لا

cos log »- sin log X

»(sin logx + cos log)لي 

sin logX+ cos logح 

1 .( cos log -sin ogx) = O

 يساوي لأنه دوما معدوما يكو ان لامكن النافي الضروب إن

 نجد ومنه للصفر مطابقاً الأول المضروب يكون ان من إذن بد ±فلا

٤logx=٤y+2y"-yشر 

• المظادبة التفاضلية المعادلة وهي

١٢



: لها حلا التالي التابع تقبل التي التفاضلية المعادلة شكل-٨
،KX (k-1) )لا(y(=٥٨+c يx)e يك+

 بالاضافة ، نحتاج(١) العلاقة منc,،c ي الإختيارين الثابتين لذف: اطل
 مرتين الذكورة العلاقة باشتقاق علها نخصل علاقتين إلى ، العلاقة هذه إلى

: فيكون متتالتين
e3kk.2

-y =OC Ae0,e ر (k-1)%-
ekxkx -y'=oc, ke +c,(1+kX)e + (k-1)

ekx، k ٤ و
c, k'e +c(2k+k"«)e )٥="y-٠٦,ي+ -1)-

 هذه تكون ان ويكفي يازم المعادلات هذه منc ،ي رى حذف لمكن
: اللصفر مطابقاً التالي المعين يكون ان اي متوافقة الثلاثة القطة المعادلات

»kم 

kek

xe'

(1+k x )ek

e
[F-1 '

e» ,
K-1j] ،د ' = Oo

!k+k«)e ا(y"k%e2- يك (k-١)%•
 ، المعين هذا عن الناتج المعين يكون أن شرطنا فيء6ك ي الشرط هذا إن

: أي معدوماً ،e م عل الثاني وعوده الأول عموده تقسم بعد
e -y

(k-1)%
K

e ,
(k-١١٥-Y١=٥1+kxk

٤e' ١
(k-  د١ تر

2 k+k% xk%

١٣



 ونطرحk ب ونضربه منالثاني الناتج ونطرحk ب الأول السطر نغرب
 الشكل المعين هذا فبأخذ الثالث السطر من الناتج

1 e
K (k-١ ر٦-٧

٥= / e0 1 - y'-ky) = o1-k
2k e"(1+k) - y"- ky0 1-k

e" ٢1 -y -ky o٥ ا= =إ 1- k
٠٠e(1+k) ه - y' k'٧2[٢

1- k

: الشكل فأخذ بب مضروبا الأول السطر الثاني السطر من نطرح

= O
١e y-[y

1- k
e3 -y" + 2ky'-ky

 العلاقة بكافى. وهذا

1
 =ل

0

y"-2ky'-k,= e
: امطاوبة التفاضلية المعادلة وهي

 للعادلتين فان اختياريا نابتيي ا٠a كن إذا انه برهن٩
 التفاضلتن

y-+y'=2aey-٧'-2 (١)٢-e ر]

. مشترك عام حل

 ثابتا ونحوي الأولى المرتبة من المعادلتين هاتين من كلا إن: الطل

• اختيارين ثابتين يحوي منها لكل العام الحل أن ذلك عن اختبارياواحدأفينتج

١٤



 تفاضلية معادلة نحملعل فسوف الاختياري ،الثابت مها كل ،في حذفنا إذا
: هي واحدة

y-y=٥(2)
 اللن أن وبا(٢) لمعادلة حل هو(١) المعادلتين لإحدى حل كل إن

 العام الحل يمثل منها فكل اختيارن ثابتين يجيويان المعادلتين فاتن العامين

 هذنن فان تفاذلة لعادلة واحد عام حل سوى يوجد لا أنه وجا(٣) للمعادة
. المطوب وهو متطابقا اللين

. امحنيات لزمة التفاضلية المعادلة اكتب١٠

(1) x=a(t-sint) y=a(1-cost)
. باليكوئيد عادة المنحني هذا يسمى. اختاري ثابتa حيث
 فنجد(١) المعادلتين تفاضل لنأخذ

dx =a(1- cost)dt dy =-asin t dt
،.tsintdy  وت=COtg ب ومه

21-costdx

: نجد فاننا بعضها عل(١) المعادلتين قسمنا إذا
K t-sint
y 1- cost

 نستخرج ومنه
X ٠(2)(١-cost)+sint= t
y

: ولكن
٠٥٠ t2 snn 41 -- cost

[ أ)(( ب٥
t٠ وt٠٥ttإ و Sl' 'COSC05 س { يب SID
2222

2 2
2'٠+t  م1

١ cotg" }
 ح2

١٥



tt. t 2y'2cotg2 sin- ٠ C05
5 أ{ر{ د ب سح 1+2»tt٠٠t "cotgsin+1 لا -+cos

: التالى الشكل(٢) العادلة وتأخذ

١2y'2x 2Arccotgyيت+ د 
y(1+y') 1+y'

: وهي الإصلاح بعد المطوبة التفاضلية المعادلة إلى وتصل

«=y[(1+y' )Arc cotgy'-y']
: الدوراي المخروطي السطح لنواظم التفاضلية المعادلة -اوجد١١

x' +y"= z

 +بالتو بم3 ج;{ كل .ا' ه ابد مه س،
o%(=٣٠y٠)fعلى ممول ج'ز'= المركبات ذا الشعاع فان 

 دم نر مى أ، لألفا وناً و.و,ء( الهة في الع عن، افاطم
: المفروض القروطي

_f_ 8f8٤ ة -2y ,  ت22X و =ب22

 لثر،" لثم، بد،سه
٥-٩Y-yK-٤

 د

 الإ-دانين أخذها بكن وسطين واسلة ما سلع من نتنة تتعن
y٠xبالشكل الوسطين لذن ولرمز y=8 ،x= aمعادلة عندها ذتأخذ 
: الشكل الناظم

،

x-a Y-8 Z-[ة +K
-٠-٥-١٥ د د د ،م



()Y-#x
0

: المعادلتين العلاقاتت هذه عن ينتج

c+@-X]2=2(2), ،ا٨١٤١

: المعادلتين هاتن باشتقاق وينتج

(3) Y  د#
0

(4) Z٤/١+8"د 

0

 تجد الصور إلى الخارج فها أضفنا نم(٣ ر المعادلة طرفي ربعنا إذا

٧٠8"
0٢

Y/ + { +a' /٦
 د

«"

: التفاضلية المعادلة نجد(١) المعادلة في± قمة انا وإذا
٠ ة )م٠ ء

Y= YX
: التفاضليتان المعادلتان وتكون

Y= YX Y٥+ 1= 74-

• الفروض المخروطي السطع عل النواظم لجة التفاضليتان اممادلتان ها

 الكافى· المجم السطح نواظم لمجرعة التفاضلية العادلات -اكتب١٢

 الدوراني
2x' + y=27

 الناظم عى عول شعاع هو٧x٠-,١ مركباته الذي الشعاع إن

 السطح عل نقطة وضعية يعينانY=8 و٣»= الوسطين أن اعتبرنا فاذا

: هي الناظم هذا معادلة فان النقطة، هذه في الناظم بالتالي ويعينان الفروض

٢ تفاضلية( )معادلات١٧



٦(±٥+8)K-« Y-8  ة ، ه أد لع د ،

28c

: المعادلتين سبق مما ونتتج
X.1Z=(a +/)-+ 1
c2

: فنجد المعادلتين هاتين لنشتق

Y٤ x  د ج

0
 م١)

1، Z1=--
c ٠

y 8
 د

0

Y'- 1
C و دك] =- 2Z١

 التفاضلتين المعادلتين نجد(١) العالتن في العلاقتين هاتين حلنا إذا

: الفروض السطع لنواظم

1 +Yn ١Z=ي + XZ٠ +122Y= Y'x

 "ل ناره
 فا كحل تقبل التالية التفاضلية العادلات من كلا أن حقق

. منها لكل المرافق

- ١٣
-١٤
-١٥

 التابع

-١٦
- ١٧

y2=2 c x c
y=(٥+٤,٥+c, ٣٩+c, x?)e"

1 ء
4y= +C, X%+Cو X3 x

Arc sin)-x
x

y =sinX- 1+e-٥i٤٥

y٠٧"+2٤y'-y=٥
٩=٥y'+y"-yاق٥+- y04ا"ار- 

x%y-5xy'+5y=  ا
X

[ ي, ٤ -جy++7-y ه=

dy sin2 x+y COsK =dx 2

١٨



(1- x)y"-y'-y o د

y" +2 =' ر o،

x

e-٠٩٢٤i١/٨٥٢y=٥,e٦٩٥٩٢٤+٤,

c
y=+cي-١٩ x

 كل عن ينتج أنه وتحقق التالية الافادات من الاختيارية الثوابت احذف
: المرافقة التفاضلية العادلة تركيب

xy=c ,ch c
'ylog[y ا ، +[i+]=x//i+y"

-٢٠
-٢١
-٢٢
- ٢٣

y=A e"+Be-+C yاقا =y'
y=٨ e' + B e%4 + Ce» y"36ا- y"+ 1١y'-6y=٥

y =e"(A cos x+B sinx) y"-2y'+2y=0

 عودها يوازي التي امكفثة القطوع لكل التفاضلية المعادلة -اوجد٢٤
 ا"ر ج:ه= هy الحور

. الإحداثيات مبدأ المارة الدوان لكل التفاضلية المعادلة اوجد-٢٥
: ) ج x% +y%) y"=2(xy'-y)(١+y")

a  الثابت حذف عن الناتجة التفاضلية المعادلة أن -وهن٢٦
: المعادلة من

2y=٤y'+ax
• المعادلة من ا الثابت وحذ

y=٨y'- bx
xy" -2xy'+2y=o

: المعادلة هي

 ار أنقيمة تجتب بأن وذلك والثانية الأولى له.ادلتن المشترك اطل جد أو

 المعادلة من المستخرجة قيمتها إلى مساوية الأولى العادلة من المستخرجة
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• الثالثة المعادلة جقق الحل هذا أن برهن ثم الثانية

 التفاضلية العادلة بجقق منحن كل أن برمن-٢٧
y'=1+ xy١'+ x5 y"

•٢٤ ه تساري زاوية تحت العينات عور يقطع

 التفاضلية للعادلة التامليين المنحنين زاوية -اوجد٢٨

y"=y-2x+ x°

 تقوس قطر نصف أن وبرمن(1.2) النقطة في الينات عور مع
•(٩ بسادي) المذكورة النقطة في منها كل

• التالية المنحنيات عات :جمو من جموعة التفاضليةلكل العادلات اوجد-٢٩

• لابنا" الناظم تت فها يكون الي المنحنيات آ-
 ثابتاً الماس تحت فيها يكون التي المنحنيات ب

 ثابتا الناطر طول فيها يكون التي المنحنيات- ء

sنابتا الماس طول فيها يكرن التي المنحنيات •

,ox متعامدين عورين عى غولاً منحنياً لنصور(١) oyنقطة من ه ولننىء 

 واظا مماسأ ،M ولنسميها نقاطمه من

 اثاي ويطمه'T' فيox الأولالحور ينطع

ox M عى p مقط N وليكن  في

• بالتعريف نسمي

،،« PTو بتعتالماس PNبتتالناظم 
T م• بالناظمMN و بالماسMT و
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 نابتا" القطي الناظم ت منها يكون التي المنحنيات- ه
• ثابتا القطي الماس تحت فيها يكون التي -المنحنيات و
• ثابت طو ذا القطي الناظم فيها بكون الي المنحنيات ذ
• ثابت طول ذا القطي الماس فيها يكرن التي المنحنيات- ح

: الاجوبة

، y2+ y2y2ا a" y
 م ب،2{

y' ' له yy'=٥-٦

-٥• ٥+ g'a=٥ د- ،٥'=a
%y ر2 «y ، ق ·م?= د

•٥ ث٥"+٥='a°٥' ح-٥٠+٥=a4 ز-

 معرفاً منحنيا الأن لنتصور(1)
 ولتكن٥=f(o) القطبية بمادلته

o M ولرمز نقاطه من نقطة ( ( ,ج ه
. التعطي للمحورox و للتطب

 ولنأخذOM غى1 مودo لننشى«من
 م بالعلاقة: المعرفoz تجاه الا هذاالناظم على

٥(o¥, oz) = .+ فه

 في الى عاطع ملةA ويكن
Mمع ozو Kمع الناظم تقاطع نقطة 

. الذكور المتم

0F الوجتي التقيتين القطعتين نسي وoz تجا« جبالا تجاءالو الا نتبر ، OFءى 
،MK الطوا نسمي٤ القطبيين نظم النا وت الماس بتت الرتيب MHالماس بطول 
. القطبين ظم النا وطول
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