
 النصر'

(٣) الاوى الرنة من الفاضلة الماروت

 التكميل عامل التامة المعادلة

: المعادلة عن نقول: التامة المعادلة١

p(٠y)d+0(٤y)dy=(١)٥
: والكافي اللازم الشرط تخفق إذا فا تامة إنا

p_ 00
oxoy د

 كتابة امكن اذا أي ما لتابع امأ تفاضلا المعادلة هذه من الأيسر الطرف كان اذا أي
: بالشكل المادلة هذه

d U= o
c=] العام حلها وبكون

: الأول التكامل تجري بأن الل هذا الى تتوصل

U=]p(٠y١dx
 فرضنا فلوy ل تابعاً التامل ثابت وأخذ ابنأ وسيطاyً و متحولاxً نعتبر حث

x أن) ,yأصبأ تابعا (ي (٤٠ دy)pنقبر حيث y٩ نكتب ان يكننا فانه ثابتا

U= x) و (y)٦+(y د
. التامل ثابت يمثل7(y) حيث

 العلاقة هذه من الثاني للطرفy ل بالنسبة الجزي المشتق بين نطابق(/y لحساب)
x0) وبين y)0أي •

q ow+ =()(٤,y)٨y oy

٦١



 معادلة كل أجل من الطريقة هذه تطبيق يكننا: التكميل عامل-٢
. الشكل من تفاضلية

pdx+0dy=٥
 امأ تفاضلا الطرف هذا نجمل. امأ تفاضلا فها الأير الطرف يكون أن دون

,x) الشكل من بعامل بضربه y)يجب الذي ااشرط ويكون التكميل بعامل نميه٢ 
: هو ذلك أجل من ع يمقته ان

_o0مرة بة مة 
 ;ة ة'4440 رة )ءة ن ،

. المفروضة للمعادلة التكميل عوامل علم( ومطي جزثة تفاضلية معادلة العلاقة وهذه

: كان اذا٦. خاصة حالات

p  ة50
 د

y 8x
0

 وهوx إلا يتبع لا تكميل عامل المفروضة للعادلة فإنy تابع غير
: الشكل من

drرم» =

p  ة50
x6y x ة
 د

0
p  ة50
،

•.0xا٥٠ ·  فإنy بلx قابع غرY-= لا": كان إذا ب

 ، العكل من ووم إلا لابع تكبل ±مل الرنة لعاهة
dy=

 فانPx+0y= ه وكان متجانسة(١) المعادلة كانت >إذا

٦٢

 نفرض حيث



: العادلة فذ. تكميل عامل التالي التركيب

1

Px 40y

yf( ٧y) dx+1g(wy) dy=o :  (بالشكل١ المعادلة) كتابة إذاامكن د

: التركيب فإنg(y)٤=(xy) وكان
11

[(٤y)y٢٢١٤y)-g« د ،ا Mx- Ny
: المفروضة للمعادلة تكميل عامل هو

٣=f( x +y)=f( ٦): الشكل من عامل عن نفتش ان ه-يكننا

: كان إذا فا
5P 50
،

-Z oy 5x
 لىم م

P- 0
x المتحولين جموع يتبع +y=»التكميل عامل عندها ويكون فقط :

7deي د =د [م 

f=(y): الشكل من تكميل عامل عن نفتش أن يكننا و (z)؟ fس- 

: كان إذا فها
8P 60
7y 7x
،7=p 7

• انعن د عمه يعبا ذ. بباد،
: التفاضلية لعادلة إن ز

xy( m y dx+ n xdy)+ ٨" .y (٣y dx +xdy)=o

٦٣



( «٠/٠٣, ' 1,s,m,n) x"y نفرض حيث  ا: الشكل من تكميل عامل

. m »- n =0 : وان نابتة اعداد

 التركيب

x dy-ydx

 التكميل عامل

x٩

: التكميل عوامل و-بعض

 الكلي التفاضل

«dyyd ( لآ(ن
Kx د

xdx-ydx

xdy-ydx

xdy-yd٤

xdy+ydx

1
،y

1
xy

1
x - y

1
،

(xy)"

ydx- xdلا٥ (-x)
،

y y

dy d ٨/١ رلا ---Ogا= ا 
y x x

x dy-ydx  تي=d(Artg-) .لا
x°- y" x

dyydx -1
°(xy) ه أي (n-١)(xy)٥-١

dy+ydx (ogXyإيت)[ 
Yy 5

xdx+ydy -1
) ٤م x% +y)° 2(n-1)(x%+y2)°-'

xdx+ydy 1 %(og(4 +yا dمرمم= 
dx+ydy, ) يهب x% + y2 ° ر

 فاودن نار

 العام الطل أوجد م تامة معادلات هي التالية المعادلات أن برهن
: مها لكل

- ١٣٤
٦٤

cos ydx+(2y-xsiny)dy=0



 مطلع في المثبت التفاضلية للعادلات العام الشكل مع هذءالاحادلة قارنا إذا

 نغد فاننا الفصل هذا

 أن: بسهولة ونلاحظ

 يكننا المعادلة هذه لحل

P= cosy , 0)= 2y-xsiny
5P o0

،77:=- siny= -= م sinY
y 'x

: التالي بالشكل نكتها ان
(cosy dx- xsinydy)4+2 ydy = o

 الركيب تفاضل هي القوسن ب الافادةالموجودة ان تامة بسهولة ونلاحظ

x cos yهو العام الحل ويكون :
X cos y +y4=c

 فنكتب العامة بالطريقة المعادلة هذه حل ويكن

(y+و) pdx=/ cosydx=xcosy[ا= 
: فنجد0 وبينy لا بالنسبةU الجزئي المشتق ب نطابق ثم

- xsiny+ =(y)' س 2y- siny
y)=2y ويكون (y)=y)و' 
=U العام الحل ويكون x cosy +y4=c

(e' +y ٥)a٢+(2٢y " +e)إ -م١٣٥= 
• لأن تامة العادلة هذه إن

5 e14 + e{ن ه رو «

ox
5P 2ye»+e=ب 
oy

: بالشكل كتابا يكن المعادلة هذه لحل
'e) %ر2 dx+ 2xyedy)+(y٩dx+edy)=o

 تفاضل هو الأولى القوس في الوجوه التركيب ان تامة بسهولة ونلاحظ

 تفاضلة-ه معادلات٦٥



 قام تفاضل هو الثانية القوس في الوجود التركيب وانxe' التركيب
yeالمعادلة فذه العام الحل ويكون :

e" +y e= cة 
: التالة العادلة -حل١٣٦

(1 +yخ )y dx +(1+x4)xd  ر ٥.
 ن

(1«+3 أ)ر+
• لأن تامة المعادلة هذه إن: الل

y+y1ف +x4+y3ش+ x4y%55P )= (ت=
y لأرم+١(1+٣+y٩ ر (1+xة yة 

(x+xة) حر ممد ه ة0 

x لأر?+? ؟ ox{ (+xة 
: نكتب المعادلة هذه لحل

١١٠0 ثم;جم;]-٠٥٧١
 المعروفة الطرق حسب العلاقة هذه في الموجود التامل حبنا إذا

 نغد فاننا

٧(٤0y)= (y)+ لإق
 ٤,٦4٦١ر

5 U x+x , ق:0 x+x3=+٩' (y)
oy (1+x?+٤٩+1)ر(ث +y%)"

@(y)=o ٠ @(y)=c

: ومنه

: اى

: هو المعادلة أهذه العام اطل ويكون ٠٠وم ح(

٦٦



 ذات باعتبارها وحلها التالي بالشكل المعادلة هذه كتابة عكن: ملاحظة

 متفرقة متحولات
(1+y")ydx+(1+x%)xdy =o

dx dy
 مد د ب}{

٤(1+x%) y(1+y)
dx xdx dy ydx

 ه" سه٣ ه ملب ث({

• مأر'4 ء يا.، مد
log -! log(1+x%)+ logy- 4log(1+y) = log c

Ky
[(+@7+y] "

'( ومن الحارج من الصور طرحنا ثم العلاقة هذه طرفي ربعنا إذا

: التوالي عى تجد فاننا الطرفين جذري أخذنا
x?y2

 ه (ح
1 +x4+y4+ x%y"

 او

 او

x" y%
 ن

1 +x4+  شر
c" "-1 =ب4

,&ma م ر
. أعلاه وجدناه الذي العام الحل وهو

٠0 د التفاضلية: العادلة حل-١٣٧
(y2 e" + 4xت ) dx+(2 xy e"3y) dy

• لأن تامة المعادلة هذه إن: الطل

4,2 d2»,٤4٢٤45 اP "2rye٥"" رولإلإ +"ءy e' +2yxeت;ج= xy

٧



: ويكوب
+ )[=U(x,y)(y)٣ +ل٩ "dx=e( ""ر د+ قم

: يكون أن بشرط
y)=2٢y° ةU بد4 °ء e"-3y)2+ 'يxye=ج, 

y

 (وy-=) شرة(y-=) قر

: هو المفروضة للمعادلة العام الحل أخيراً ويكون
٢°e" x'-y1=c ر

: التفاضلية المعادلة -حل١٣٨
2 (x-1)log (y+1)dx+رط -م dy=  ه

: لأن تامة المعادلة هذه إن: الطل

2yo02y5P
-y -رy"+1 ، د ي د y%+1-  ة5

: ويكوب
U( x,y)=/l٥g (y+ 1)dx=٣log (y"+1)+ (y) و

: يكون أن ويشترط
5U 2xy 2y(x-1)

y) رF1 د ،ل T,,7+9'(yة 
: أن سبق ما ونستنتج

2 (y)=-l٥g(y+1و) .(=-ل yو') 
y"+ 1

: هر المفروضة للمعادلة العام الحل ويكون
x log (y%+1)- ١٨g(y"+1)=c

٦٨



: منها لكل العام الل اوجد م التالية لسعادلات تكميل عامل أوجد

- ١٣٩
1dy +.,dx- 2xdx= 0

: الشكل تاخذ فاجا فم ب العلاقة هذ. طرفي ضربنا إذا أنه بسهولة نلاحظ
x dy +y dx- 2x%dx= o

xdy ان نلاحظ حيث +y dxتام تفاضل (٠y)dوان 

2xdx-للتابع تفاضل x+تكامل عامل 'لمعادلة لهذه إن يعني وهذا 

 العام وحلها حي هو
Xy- x=c لإ

x dy-ydx+٤(x+1)dx=٥-١٤٠
(x+1 المعادلة هذه من الأخير القسم ان نلاحظ: الطل dx)لايجوي٤ 

 فانه» إلا يتبع لا العادلة من الأول اللقم تكميل عامل وجدنا لو وأنه إلا»
 ان بسهولة نلاحظ] كامة للمعادلة تكامل عامل بكون

() x ر dy-yd
 رx ، ي

 ب طرفها ضرب بعد وتأخذ المفروضة للمعادلة تكميل عامل هوx°- إن

: الشكل-»٦
dy-ydx x+1 d=0نكت+ 

: المفروضة للعادلة العام الحل الطرفين تامل بأخذ ونجد

٥»=x+ logل+ 
K

x dy-ydx+(٤%+y°)tgydy=٥-١٤١

 لنعن هت ح م ي ندالدادة لهه ابسا اس
gydy  (+ي0=

x"% +y

٩



 هو الأول القسم: قام تفاضل منها كل قسمن من تتألف العادلة هذه إن

]d[ والثافيd(٨retg لإ) Ig cosy-إذ فيكون 
1

• مم يب اسرويا دة تعين عمن
Arctg [- 1og cosy =C

K

x dy-yd +xy dy +y ٥-١٤٢=xdx ش
: التام الشكل تأخذ فانهاxy عى العلاقة هذه طرفي قسمنا اذا: الطل

dyd++dy +y  م::-:٠٠. ه=لا
٤

١٥=)٥-١٤٢y dx-6xdy-')ydx-2xdy +xyا( ة( 
(٦٣) صفحة الفقرة)ذ( في المذكور النوع من المعادلة هذه ان: الطل

: الشكل من تامة معادلة عندها وتصبحxsy4 الشكل من تكميل تقبلعامل فهي
(2) 36y#+l dx- 2 ٦0+1y8 dy + x4+2y#-1( 1٥ydx- 6xdy)=o

: بالشكل العادلة هذه كتابة ويكن

(36y8+! + 10 x٩+2y6 ) dx-(2ر٩ !y8 +(3)
6 x0+3 y8-!)dy=٥

 التاليان الجزئيان المشتقان يكون ان يجب تامة المعادلة هذه تكون لي
: متطابقن

y8-128 +مرy8)=3 (8+ 1)6y8 + "(3 ر»ر8'++٣٩41٥%1٥
6y

٧ ه



2(2٣e+'y8 + 6 y4° +ه١)y8-!)=-2(4 ر٩+3
dx

 راشأ::م.بم، مر
2a+38=-5;3(3+1)=-2(a+1)
6a+1٥-=١8:10 3=-٥(3+@)

 هو التكامل عامل ويكون8-=3 ،«=» أخرأ ونجد
: الشكل(٣) المعادلة تأخذ وعندها =رx قy د-

٥=٥x5y-) d-+yق dx - ( 2x(٩-x3y-2+ 1oxy)(4) ة
: بالعلاقة بعطى المعادلة لهذه العام الل ان

2x5x31٥x443 رU(ء y)=/ ( =«d( تي+ه yyy() و+-م+ي

 فيdy عامل مع التابع اهذا ،y بالنسبه الجزي المشتق طابقنا واذا

 العام اطل ويكون (وy=)٠٥ ('وy=)٥ نجد: فاننا(٤) العادلة

: هو المعادلة لهذه

2x5فر 
 ه عح

 مر فر

+(»y-x٩) dy=ه ا-٤٤ 
، ان نلاحظ: الطل P=1- y د

5P a0'
،،،' 6y 5Y=٤ y

: ان أخرأ وبجد

(1- xy) dx

٣-٩y=0وان 
P_ agت و لإد= ة • 8x0y

٥P 50
 ن ،

1x-yOxdy  ي
 ،، ب ،

٤(y-٤)٢0

٧١



 المعادلة ومحقق فقطx تابع( تكميل عامل المعادلة لذه ان

1dx
=٣١[]og٠\٣ \-=اlog٣لا 

Xx[

 الشكل ، العامل بهذا ضربها بعد المفروضة المعادلة وتأخذ

(-y)dx+(y- x)dy=0
X

: العام حلها تامة معادلة وهي

log\x/-٤y+٩y'=c

+'x ا-ه=٤٥ 2xy+ 3y')dx+ 3( x5+ xy+ 2y")dyة )

: التالية الجزئية المشتقات لنحسب: الطل
•8ا

 ا؟ ?رو++«, لإ +ه ?و+
8xoy

 التفاضل إذن لنحسب قامة غير المعادلة أن فنستنتج

2-4xoP 50
 د

y 7x Yة 

 قسمناه لو فهاy أوx عن مستقلا يصبح أن لامكن التفاضل هذا إن

0 أد م عى
: التفاضل عى كيب الر هذا تقسيم لنجري

P-0= 2x%+2xy -3 xy - 3y=- (x+y)( 3y4- 2x)
: ويكون

3P 50
2y 3x  ة2

 ه ه

٥P-0 x y ذ

• 2= x-y  فرضنا حيث

٧٢



 جقق س ب)ة( له رمزz تابع تكميل عامل العادلة لهذه إن
: العادلة

،2.22dzdp ' (=٢=)٥-+-y)=
2

: التام الشكل العامل بهذا طرفيها ضرب بعد المفروضة المعادلة تأخذ

( x+y)%( 5x4 +2xy +3y")dx+ 3( ٤y)%( x%+ xy%+ 2y) dy =o
: هو التامة العادلة لمذه العام الحل إن

( ٣4-+yق )(x-y)=  ن

: التفاضلية المعادلة -حل١٤٦
(2 xyeY+ 2 xy3-y) dx +(xyeY--xy% 3x)dy=0

: الجزئيين المشتقين لنحسب: الطل
،P =8 xye7+ 2xye' + 6xy4+1

yة 
ye-2xy-3»2لأ 

x

: التفاضل لنشكل م
،aP -- ؟لإxy"e8 أ+8xy% ه+ ة

 ،٠ العامل .ه يمأ.ل ه كبب اتر منا أن بسرة ونلاط
: ذلك عن فينتج

oP 0
4y ox }-

 انعير ءر الدرنة انانية امانة ان

= /4--مydy م د8٢ ،- ا.-4l٥ ر}  دي ه د

y"
 الشكل تأخذ فانها العامل بهذا المفروضة المعادلة طرفي ضربنا اذا

٧٣



xx%1x
(2xe7+2+)dx +( xe-,-8,)dy=0

yyyy

 كلية: تفاضلات مجموع تجعلها حيث التالي بالشكل لعادلة هذها كتابة بكننا
3x17%2x

(2xeYd x+ xe» dy)+(<٥x-=dy)+( d ي x- ٢dy )=٥
yyyy

: هو المعادلة هذه العام الحل إن بهولة ونلاحظ

xx22
'X+ د0 e}- yلأ y

(xy2ق+ x4y%-y%)dx +( x4y%+2 x3y-2 x)dy=o-١٤٧

: الجزثيي للين التقاء لنحب: اطل

o05P« و - 2٤y+6 xy-4٤x4y-2y43 رx y45' تx5y-

: فنجد التركيبين هذبن بن التفاضل لنشكى

P -xy يري -شر502 2y٥xدد 

8y 5x

 تابعاً تركيبا نجد لن فإنناP عل التركيب هذا قسمنا إذا أنه نلاحظ

 كذلك وy عن مستقلا الناتج يكون فلن( على لوقسمناه وكذاك فقط ر

P- 0 ٢) عل وقسمناه جربنا لو +y  لر تابعا اعتباره يكن زكيا نجد فلن
: عى التركيب هذا قسمنا إذا أما

Px-0y= x%2فر+ x3y% xy٩-( x%y2ق+ x y%-2 ق ٣%y)=

2 x%y- x y

 نحد فاننا

٥P 50
 د

oy 8x 2 2
 مه[ ب د[

Hx-(y xy 2

٧٤



. 2=x.y  فرضنا حسب

 يحقق تكمل عامل المفروضة التفاضلية للعادلة أن تقدم ا4 نستنتج
: التفاضلة العادلة

٣(/2 ا م2
،  ر

%٢(a١

=e-"= e".x2٧-2  ومنه

 ، وجدناه الذي التكميل بعامل ضربها بعد. المفروضة المعادلة وتأخذ
. التالي الشكل

22x1e»(2ر -)dx +e"(1+- =y( يو o
Yyx4x

 هو امفروضة لمعادلة العام الل ان المعادلة هذه حل بعد ونجد
e'(+)=c ,رء21

 إ انانية المادة -حل١٤٨
y ( xy°+2 )d٢+(2-2xy°)dy= o

: الشكل من العادلة هذه إن: اطل
 أن ذلك فوق ونلاحظyf(٤y)d٢+xg(3y)dy= ه

P x-0y=0
 التكميل عامل وتقبل( )ه النوع من المعادلة هذه إن

1 1
-Hx ،د 0y 3x°y

 التام الشكل العامل بهذا ضربها بعد المفروضة المعادلة تأخذ
x"y"+2 2- 2x2 ,2•dx+مل،d٧= o"y4 2x%,ق٠ 

٧٥



 المفروضة للعادلة العام الحل نجد التامة العادلة هذه حل بعد

K = cشر٥ »-°y-٩

 لمل ناره
 مع وقارنه مها كل حل واوجد تامة التالية التفاضلية المعادلات ان بن
: المرافق الجواب

2 xy+y%=٥

xy+ log/x/=c

ydx-+(٤+y)dy=0
1(Y+ ( ج dx+ dy=0

-١٤٩
١٥٠

( 2xy1- 2y%+ 4 x9) dx + ( 3x%y%- 4xy- 3y ٥-١٥١=dy ر
2y1- 2xyxy=  ن ج:

 لإ-«( /ه٢y»+)»d±+ ر#ه٥y -م١٥٢
،xy%+eآ = c:  ج

[cos( +y)-y sin x yJdx +[cos(x +y)-sin xy Jdy=o- ١٥٣
sin (Xy)+ cosxy=c:  ج

٢٠89-٦0٣١٥٤+(53'-3)٥-١٥٤
 ،••• لملاء أمأء:-١٥٥

e"y- x4=c:  ج
( cosy +y cos x) dx+( sin x- x siny)dy=0-١٥٦

K cosy +y sinK= c :  ج

y e3'- x?=c ٠2x(ye'-١)dx + edy=0-١٥٧

٠٠٠/+4٠٠٠/٨;" إ"%ي٣--١٥٨
٧٦



 مها: كل حل أوجد ثم التالية المعادلات لكلمن التكميل عامل أوجد

٣'dy +» dx+(8+1)s -١٥٩
x +-2xy+2log[x/= c :  ج

٤٥y-٧d٢(+٣ +32)٩«a٤+y ayر١٦٠- 
1 2 ?  ج+«(y ر١gAre+4=- ن

X

2xy +e-=e ye%rdx+(xe"-1)dy-١١
2 ،2 2y»+y-= ١٦٢-dy(xy-1)٤+y)dx+ ن(٣ ق

X

: التالية التفاضلية المعادلات من لكل تكميل عامل اوجد

١٦٣-dy= (٤y+٤١-٧d٩٣٩")٧٠«) ه

٤=٥-١٤4+ y3) dy)xdx+y dy + 4y، باد= 

١٥، xdy-ydx-(1-2)dx= ٥x-2

x(4ydx+2xdy)+y(3ydx +5x dy)=o-١٦٦،٨%y

( 8ydx +8 xdy)+x%y( 4ydx +5 dy)=٥-١٦٧

y :  ج
٥-١٨(=7٣d٧+5٧d٢-)٢dy٥٤٥+١y)y3٣ ف

: د x3.y ج

• حلها ثم التالية المعادلات من لكل تكميل عامل اوجد

-١٦٩(% +y2+ ) dx +xydx
٠١1 ن

 +'جy+±4٣= دx ج:

(2x"y٩--4xy--2y"١-xy'-+2y)lx-+2(y9--xy-+x)dy=0- ١٧٠
(2x5y°-+4xy -+y')e ٠

٧٧

= e ٣ ج:



y = 4x l0gx -+- ex'٤-'(x' -- y')dx - y' dy ١٧١

ydx -+(٤- xy-y")dy=٨-١٧٢

(٤-y ١٧ (ء=٤ )د+٠ ج:)ا,±ر(,
• xlx--ydy (٣+-y٩)dx= ٥-١٧٣

x°-+y = ce34 (x°-y ٩ ج:'-)
xy= x3٥, x,(2y-3x)dx-+- xdy= o- ١٧٤

y٩-+- xlog x-cx, x-,(x- ( yث dx+ 2xydy=٥-١٧٥

• xdy-ydx =3r'(«-y) dx ١٧٦

Areg x'+y), -ق٥»= ٩') ج:
X ٠

'(y-٣"y -- 2x) dx+- (٤-+١xy'-8y")x =o- ١٧٧

l0g (xy-+2)٩--x-3y=٥ , (xy-+2)'
 الموافق الجواب صحة من كد ونأ التالية التفاضلية المعادلات حل

xdy-ydx=٤'e dx 9٧/,y= cx-+-xe

XAre ١gy= log- -+٥٠ (1-+y)dx=(+x) ٨y- ١٧٩
1X

x°y'- 4y=٥ , 3x%ydx-4(xy-3)dy=١٨٠٥
x 0gX=c[إ 
Y

(2y-3ry)dx-+-(٧-2 xy)dy=0- ١/٢

 مهد"٦-»
x% -y= cx (x3-y5) dx2 xydy=٥-١٨٤

(x3+y)er = e +) خ y2خ x)dx +2ye dy=0- ١/٥

٧٨

y (٤+yhdx-x'dy=  ا٨١-



e(x2+y2+2x)dx+2yedy=٥-١٨٦
(x4 +y%) e=c :  ج

y =(4+c)e';(3xy+2 e3°١x dx- dy =o - ١٨٧

( 5y-6xy)dx +( 6x%-8xy +y)dy=٥-١٨\٨
y° 2xlog,'٤و +-=c: - ج y

(xy2- + )ة٤ xث y  -ه١٨٩=y ه
X

2 y2 + 2 er'=c:  ج

٧٩


