
 الفصاكاس

(٤) الأولى الرببة من الفاضلة العادلات

 كلرو معادلة- لاغرانج معادلة- المحاولة غر العادلات

o =('x,y,y) ا ل بالنسبة بسهولة الل ممكنةy٤ التفاضاية العادلة تكن لم اذا
x) للمتحولين الوسيطي التمثيل من الإستفادة حاولنا 0y)و التالة المالات في٤ 

G=)'٥: الشكل من وهي التابع تحوي لا العادلة-١ ( x ,yإذاامكن 
: وبالشكلt ب له زمز وسيمط بدلالة وسطياXY)=o)6 المنحني تثبل

، X= (t)٧=Y(t) و
: بالمعادلتين تتعين التكا،للية النحنيات فإن

d٧=w((٤)٠٩'٢٤d٠٤ ={؟٩(t٤)٧٠١=٣)x

, x=٥(t)y=]w(t) dt(t) و
H(y الشكل من وهي المتحول« تحوي العادلةلا-٢ ,y")=0امكن :إذا 

: الشكل من وسيطي بتمثيل العلاقة هذه استبدال
y'=(t) ٠ y=٨(t)

: المعادلات تحقق التاملية المنحنيات نقاط فان

(8(t=d٢0٧)(٣=d؟لى=+ه ل٠٤{)ا( 
٧(t)٣(t)

t)4٢"اج٧٠٨٤=٨+=
٣(t)
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• العامة الحالة٣

 السطح هذا قيل امكن أنه ولنفرضf(٣,y,z)=o السطح لبكن
: بالشكل(u,v) وسيطين بدلالة وسطيا

x=٧(١,٧)2= ١(u,٧)٠y=٦(u٠٧)٠
: الشكل من هي التاملية المنحنيات معاداة إن

88adw8/
(du + " dv()u١(٠٧=du +" d8٧ لإج٧dud٧u

 الشكل من "؟ المعتق بالنبة علوله تفاضلية ماداة وهي
du

dv  =م٤(١٠٧)
 وً م ل بالنسبة عاولة العادلة ،

'(y=f(x,yنفرض أن بمد المعادلة هذه نشتق y' = pفنجد :

«)r رر dxx و و سه دمءy؟ ,إيي3f ىر4 ap dxdx

 متحولاً(x,p) التحولين احد فيها تعتبر ؟R ر بالنبة علونة مادة وهي
dx

. ابعا والآخر متتلا

y'=p ٠ x-٢(y,p)  لب بالنسبة عاولة المعادلة ه
: فنجدy ل بالنسبة المادلة هذه طرفي نشتق

8٢ dpdx_ 1_٢
 ب د عه ه د ر

3p dyة ypdy

 متحولاً(y اp) التحولين أحد فيا تعتبر9R ر بالنبة علواة معادلة وهي
٠٠d-·-

y
. اسماً واخر متتلا

:y=٥٤(y')+w(y) ، Lagrange :  لاغرانج معادلة-٦

٦ تفاضلية- معادلات ٨١



: نفرض ان بعد فنجد العلاقة هذه طرفي نشتق y p د

d،اd 
+ w' (P)  م(p)٢=٩(٣١+٤٣ لجم

K

 خطية معادلة الى المعادلة هذه تتحول له تابعاxً و مستقلا متحولاp اعتبرنا إذا

dx ٥(=p) +w' (p)4(م+ P)-P)؟ {

y =c F, (p)+ 4, (p)

y =y' +f(y')

y ونجد ، xالشكل من بعلاقتين :
x= cF'(p)+6 (p)

Clairaut  كلبرو معادلة-٧
 معادلة اجل من أجريناه الذي التحويل عن ويتج انج لاغر معادلة من خاصة حالة هي
: الشكل من معاداة لاغرانج

d. ]٣+٤ [رم( ه=إ dx

 P؟٥ المسننات من المام الحل ويتكون
dx

y=cx+ dبالعلاقتين الممرف الشاذ والطل :

x+٢(p)=٥،y=p٤+f(p)
 وسنذكر المنصل باتنحتي نسميه وسيلياً جبري منحن تمثيل مكن عندما, ملاحظة

: المنحنيات هذه خواص بعض يلي أيا

ourbes المتصلة المنحنيات unicursales)متصل إنه مستو منحن عن نقول 

• الشكل منt ب ه نرمز لوسيط عادية بتوابع منه كيفية نقطة إحداثي تمثيل عكن عندما

p=y'=C

٢(t)
،)Iلا 

t  للوسيط صحيحة حدود كثيرات

f(t)
X

h(t)
g(t) ، h(t) ، f(t)  حيث

: التالة بالملاحظات المتصلة المنحنيات بعض عل التعرف عكن

: الثانية الدرجة منحني-١
 ناط أحد اغذنا وإذا مضاعفة نقطة يحوي لا الثانية الدرجة من منحنياCً كان اذا
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: الشكل تأخذ معادلته فان للاحداثيات مد] المنحني هذا

y)=o)»,٧(+٠yو) 9
9,(8,y) g(»,y) و الاول الدرجة ن0 متجانس حدود كثير  حث

 تأخذ المعادلة هذه فان٧=xt فرضنا واذا الثانية الدرجة من متجانس حدود كثبي
: الشكل

x 9p,(1٠t)+٤i(١,t)=o
(t,٧(٧t)t١ (م١٠  د ح{ به كل ومه و
٧٥(١٠t)٢,(1,t)

• الثالثة الدرجة منحني-٢

 ان ويكننا حقيقية النقطة هذه فان مزدوجة نقطة الثالثة الدرجة من لمنحن كان إذا
P الشكل من ممادلته متحول4 بقاطع النعي هذا تقطع + 0) = o.عن ينتج 
• المنحنين تقاطع فصول جذورها تعين٨ تحوي معادلة التقم مع المنحني تقاطع

)F) فان فصلهاa وك المزدوجة النقطةA كانت اذا xتقبل الفروض المنحي ممادة 
-X) عل القسمة a)الدرجة من حدود كثير المضروب هذا عل الاختصار بعد ويبقى 
 تثيل الى توصل وبذلكi. بدلالةx منها نتخرج ان عكنناx ل بالنسبة الاوى

• الفروش للتابع وسيطي

: الرابعة الددجة -منحني٣
 كل فانp الدرجة من مضاعفة نقطةA وكان جرياً منحنياً( كان اذا انه يبرهن

 وهذاA النقطة مع منطبقة الأقل عى نقطة م فيC يتطعA من عرF جري منحن
 جذراpً المنحنين مذن تقاطع نقاط تراتيب أو فصول تعطينا التي للمعادلة أن يعي

. ترتيا اوA النقطة فل منها كل يساوى

P,0), R C مزدوجة نقاط ثلاث يحوي ارابة الدرجة من منحنياً  ان لنفرض
 ويرمنT الثانة الدرجة من منحنياSً متحولة رابعة ونقطة الثلاثة ال:ماط هذه من نمرر
: بالشكل كتابتها عكن الثانية الدرجة من منحن معادلة أن

٨f(٤٠y)+g(٤٠y)=o
 الثامنة. الدرجة من ممادلة يعطنا هذهالممادلة وبين الفروض بإنمعادلةالمنحتيy وانحذف

F(x)= o
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: معروفة جذور ولهاسبمة« للوسيط كرية توابع المعادلة هذه امثال إن
P النقاط من نقطة كل اجل من جذران ,0 , Rالنقطة اجل من ونقطة Sغاصت ما فاذا 
=(F{x المعادلة oامثالها الأولى الدرجة من مماداة معنا بقي اامروفة الجذور من 
 وسيعلي تمثيل الى وتتوصل2 بدلالةx لحساب نتوصل لك وبذ1 كسرية توابع

• المفروض للمنحني

F (x ,y د m)=٥

 الرتبة من مضاعفة نقماة ي؟ويn الدرجة من منحن كل أن عامة بصورة -يبرهن٤
n-1وسيعطي بشكل تمثيله يكن متصل منعن هو .

: بالعلاقة الأول المرتبة من تفاضلية لعادة لرمز• الشاذة الطاول٨

F(x,y,y')=٥
 الثابت باعطاء العام ألحل عن لاينتج ، شاذ حل المعادلة لهذه ليكون أنه يبرمن
• دمل قابلة التالية الثلاث الممادلات تكون أن ير ، خاصة قيمة الاختياري

8
m)=oد x ,y)و٢- m(1)

(2) ٥F3F +[2 =0
3y8 x

 ممادة لكل وليس حالاتاستثائية إذن الشاذة فالطلول عام بشكل لايقع الأمر هذا ان
. شاذة حاول تفاضلية

 علا ثل فانه والا(٢ العانة) حقق اذا شاذا حلا (جثل١ بالمادتتن) العرف المنحني ان
 التكاملية. المنحنيات ازواج قاس لنقاط هندسيا علا او الشاذة المنحنياتاتاملية لنقاط هندسياً

: الثانية والدرجة الأولى الرتبة من العادلة• حاصة خالة٩

y"2-2P(٤,y)y+0(3,y)=٥
: بالملالة معرف فانه شاد حل المادلة لذه ان اذا

P-0=o
• العادلة يحقق ان ذلك فوق ويب

3g٠p3٢,٠p4R y ةx ب ب س )ع (م40 5y± 5xة 

٨٤



 فاودن فارن
y3y'2 + xyy'- 2x%=o :  التفاضلية -حلالمعادلة١٩٠

: بالشكل العادلة هذه كتابة يكن: الطل
(yy'+2x)(yy-٤)=o

-'yy أما ٤ ه= ويكون

 ":ء.و ،أ»م, :،
y" + 2 x?=B :  فهو الثانية للعادلة العام اطل أما

 المنحنيات من :جموعت من الطاوبة التفاضلة للعادلة العام الحل بتألف
 زادة قطوع من تتألف الأولى الجمرعة. اختياري بثابت منها كل تتعلق

 نقطة كل من يبر. ناقمة قطوع فهي الثابتة المجموعة أما الساقن متساوية
. النقطة هذه في يتقاطعان ناقص وقطع زائد قطع المستوي من

 الحل أن وهي مشكاه أمام التارن هذه مثل في نقع إننا: ملاخظة
 ثابت من أكثر يجري سوف الأولى المرتبة من التفاضلية لعادلة العام

 حلي كتبنا لو لأننا مقلة أي هناك ليس اطتيقة في. واحد اختياري
: بالشكل المفروضة المعادلة

9  ت ي:"ممكو لميا لأتما ماء
 الثابتين من كل يأخذها التي القم قاما يقابل وهذا+< إلى -ه من

B,Aواحد اختياري ثابت يؤخذ الالتباس من وخوفاً هذا اجل من 

: بالشكل للمعادلة العام الطل يكتب6
(y? - x?-c)(y°+ 2x2-c)=o

 لاما امليا قابعا تثل العلاقة هذه إن ونقول
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: التفاضلية المعادلة حل١٩١

y'-(٤+2y+1)y+(٤+2y+2xy)y"4-2xyy=٥

، اجل من تتحقق المعادلة هذه ان بهولة نلاحظ: الطل y'=o

y'=1ا اجداء عل الايسر طرفا قسمنا فاذا( '-y'(yنجد فاننا 
: القسمة ناتع

y'-(٤2y)y+2xy=(y-٤)(y-2y)
: التالي الشكل المفروضة المعادلة عندها وتأخذ

y(y'-1)(y-٤)(y'-2y)=٥
 الاربعة المعادلات حل بكافىء المعادلة هذه حل إن

y'=٥ , y=1 y'-x٠٥ ر y'-2y=0
: هي المعادلات هذه حاول إن

oy-٥=0١y-٤-c=0١2٧-x-c-٧٠٥-٥e4  ت
 النام الاصي التابع ويكون المفروضة للعادلة العام الحل اطاول هذه غل

: المعادلة لهذه
(y-c)(y-٢-c)(2y-٣%-c)(y-ce%)=o

: التفاضلية المعادلة -حل١٩٢
(y'=p) y p+ p°= x%+ xy

 بالشكل المعادلة هذه كتابة يكن: الطل

(y'-٤)(y+x+y)=٥

 التفاضليتين المعادلتين حل بافى، المعادلة هذه حل إن

y' = ٤

2y = x+ c
y'+y=- x

y=1-٤-ce
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: التام الاي التابع ويكون
(x+c-2y)(y+٤-١+ce-)-o

: التفاضلية المعادلة حل١٩٣

(y"2- 1)٣"y2+y'(٣-y")=  ه
y'  ل المتناقصة القوي حسب المعادلة هذه لرتب: الطل

-(y ه=ش x%y'-ا٣) yy2 +y%ا(٤( 

: نجد ر ل بالنسبة الثانية الدرجة من المعادلة هذه وبجل

, y"-x' -( ٣+y)
2 لأ ع x4y4

: y'  بالنسبة ءاولتين تفاضليتين معادلتين امام هذا بعد ونكون

(2) ='y %ر x ي (3) x°y'=- y

d هه دنا+ا' التالي بالشكل)( العا«ة ٢ نكتب
, Axyx y-+A,}_  د

xyxy٩

 معادلة دهي(2) التفاضلية للعادلة العام الحل هي الاخيرة المعادلة إن

 يقع ، الاول المنصف وغس المبدأ من تمر الساقين متساوية زائدة قطوع جملة

 هذه وكل فا عوراً الثاني النمف جميعا وتقبل0 في منها لكل الرأسين أحد

• للمبدأ بالنبة كية متحا القطوع

: التوالي على تعطينا فاا(٣) العادلة أما

x+y°=B٠٥=dx +ydyر° 
 معادلة وهي(٣) التفاضلية لمعادلة العام الحل هي الأخرة المعادلة إن

 خطاً الثاني والمنمف لما تناظر محور الاول المنصف تقبل ثلاثة منحنيات

• منها لكل مقاربا

٨٧



 ومنحن واحد زائد قطع الاحداثيات مستوي نقاط من نقطة كل من عر

 جذدي جداء لأن وذلك قافة زاوية تت النقطة هذه في يتقاطعان واحد ثلافي

(.١)- يساوي(١) العادلة

 جذر(١) للمعادلة يكون ان عكن لا لأن شاذة حاول المعادلة هذه ليس

 حل الثاني والمنصفA ه= يوافق خاص حل الأول المنصف إن. مضاعف

• B=  ه يقابل آخر خاص
 الأولى المجموعة اطاول من مجوعتين من اعادلةالفروضة العام الحل بتألف

 جملة تؤلف الثانية والجمرعة واحد لوسيط تابعة زائدة قطوع جملة تؤلف

• أبضاً واحداً وسيطا تحوي ثلاثية منحنيات

 فم+y"=?: التفاضلية المعادلة حل-١٩٤
y =x t +٢9 لنفرض: الطل ? t= x  ق التالي: الشكل المفروضة العادلة فتأخذ

x=1 t، : نجد ومنه

: انy'=xt العلاقة من نستتج
dy=٤tdx=-(1-١)٠٤٠2tdt=- 2t( 1-١2)dt

2١52١3
} ،y=-د٢ 

53 : ومنه

15y = 6 t- 10 t٩+ c
• الفروضة للعادلة العام الل هو

 بالشكل الحل هذا نجد فانناx للتحول عدنا وإذا

15y= ± 6(1-x٤-1)ر٦١٥ )+
 مباشرة أكثر بطرقة إطل هذا إلى نتوصل ان بكننا ملاحظة

 فنكت
y'= ±=y ٢-ا[ء٠±  إ٢ -١\٢٥ ء
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: نجد فوف بالتجزئة كاملنا اذا

c+( ج٠5(1-٤±x(1-x)-ج±=2242y و
424422y=٤()١-1ج) -x)±٤(١-٣-)٤(١-٤)+c

: الاصلاح بعد ونجد
c+(٤-1)±3(٤-1)-٢=y-2 و2 و

yy"4-(2y+y)=ه التفاضلية: العادلة ­حل١٩٥ 
 الشكل المفروضة المعادلة فتأخذy'=y.t نفرض: الطل

y ٤- y٠2ق) +t)=  ه
t)2+2)ه y=--(2)

• dy =y dr  أن ولنذكر العلاقة هذه طرفي تناضل لنأخذ
(2+t)(٤-4)١dy =٧'dx=ytdx=و, dt

: نجد فاننا بقداy بدلنا إذا
3324t 1Y} ه+  ح س،

2t 2(t+2)t(t+2) ٤
• اخرأً ونجد

t32 +cX ()og]+ د
٤٩422t

 بشكل مثلا المفروضة للمعادلة العام الحل(٣،٢) المعادلتان تثل

• وسيطي

(1)

: التفاضلية المعادلة حل١٩٦
yy1ش) +y'2)-= a
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 نفرض بأت حم\ يكن لذا» المتحول تحري لا المعادلة هذه إن: الحل
: فيكونp yم='

(2) a(1+ p)
 'م أ

 وسيطي حل الى توصلنا قد نكون م بدلالةx حساب من تمكنا فاذا
. المفروضة لعادلة

: فنجد(2) المعادلة طرفي تفاضل لنأخذ

a(1+p")(١- 3١ ([٧ ئمن0)]
p'•

-\٣'()dy a(1+Rز-]) ,ن 
p"P

 أ{ {ع ب د إه/٥ .و3٠ إ3 زل

p'p'P

: فيكون

(3) 31
x =a[ log \p/+-١ر+ي+[٥ PP

. المفروضة لمعادلة العام الحل(3)٠(2) المعادلتان تمثل

: ولنفرض الشاذة الحاول لندرس

٢(٢,y,y') (y+1) إ ر ه=ه
: فيكونy بالنبة اجزفي المشتق ولنشكل

٧٠y"(3-y'١٥F
،

(1+y)3y'
 أجل من المشتق هذا ينعدم

 كيا لاتثل فم(١ المفروضة) المعادلة نحقق لا العلاقة وهذهy= آ-

. المعادلة لذه حلا
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 المفروضة لعادلة حلا تثل ان عكن لا العلاقة وهذهy=o ت-

• بالبداهة واضع هو6ك

 أن(١) العادلة وعن العلاقة هذ. عن يتج:y±='٧٤- ء

 تمل(١ والعلاقة العلاقة هذه عن الناتجة المعادلة ان أي ثابتا يصبعy التابع

 أي الصفر يساوي المستقم هذا عىy' ان وبا السمينات لمحور موازيا مستقها

 فرو المفروضة المعادلة جقق لا الحل هذا ان ذلك فعى 3ر± يساوي لا

. لها حلا ليس

 المشتق من كل ينعدمp=±١3 اجل من انه ثانية جة من نلاحظ

 اان3اعل ا مي٤ الندياد تاةتاجع النطةالتابتر ه.
 لنقاط افدمي الحل مما م±٧3 القيمتين يقابلان اللذن المستقيمين

 المفروضة لمعادلة التاملية المنحنيات واجع

: التفاضلية المعادلة حل١٩٧

٧١

 الية:، رن ي خيرً ي, تي من الد، مد. ان ، اس
: فيكونpy فها أبدل ان بعد

y =p- e"

d,y'= +p= م ٤ 'ا\- ٢"ا
dxdx

، dp(X- e)=o
dlx

dp
x )(-ه Pe

٩١

: يكون ان إما
y =c٨- e



. المفروضة لمعادلة العام الحل وهو

x=e° , p=l٥g٤,y=٤(l٥gx-1) :  يكون ان أو
 اجل من العام الطل عن ينتج ولا المفروضة المعادلة يجقق الحل هذا ان

 حذف من اليه التوصل ويكن المذكورة للعادلة حلشاذ فإدc ل خامة قيمة
cالمعادلة بن :

y=c٤-e%
0 =X-e% : الشتقة والعادلة

p=y' : نفرض حيث =و2R• المعادلة -حل١٩٨ 1-p-

: فنجدx ا بالنسبة العلاقة هذه طرفي نشتق: اطل

2x(1+p") dp2p،  م ، م
dx[1{" -ا٢-pPy

: التفاضلية المعادلة إلى نتوصل العلاقة هذه اصلاح بعد

dx2 dp
 ب{٢٥{

xp(1-p)

: "p نجد الطرفان تكامل وبعد x=C(1-p")

: العلاقة عى نحصل المعادلة وهذه المفروضة المعادلة بن م حذفنا اذا

y"=4c(٥+x)
. المفروضة للمعادلة العام الحل وهو

: المعادلة عل فنحصل ل بالنبة المعادلة هذه لنشتق

8c-4X=0

 العلاقة المشتقة والمعادلة العام الل منc بمجذف ونجد

 ز -ن ارمة م.«ة تأبر وليريث دمي ن دمي.مالة
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: التفاضلية المعادلة حل-١٩٩
y(1-  لا=١٥2x ر

 ء د بالنبة عولة المادة هذه ان: اخل
'p=yبالنسبة طرفها نشتق مم ومن yفنجد :

()

 نفرض بأن حلها فيمكن

d112dx Pp-y( 2 -عد=1١+ ،

' dyت ppdy
: نجد واصلحناها المعادلة هذه رتبنا اذا

(1+p١4Y E± م  ر ه
Py

p  حقيقية قيم أجل من معدوما يكون أن لامكن م+ ان
: المقدار هذا عى المعادلة طرفي فلنقم

dd py=c,Pد ، ر{!٥ 

Py

 حد(١) المفروضة والمعادلة المعادلة هذه بنc حذفنا اذا

 أمة" له• ر««
x  ل بالنسبة محاولة غير المفروضة العادلة اعتبار يكننا: ملاحظة

: للسطح وسيطي تمثيل عن التفتيش م ب ر وابدال
y(١%-٦).f(X,y,z)=2xل٥= 

 وأت,t مما المطارب النمثل في الداخلين الوسيطين لنفرض

ch t=2فكون :

2x -ysh% t
ch t

- ومنه 2x cht
%sh أ t

(2)
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• العلاقة تحقق أن يجب٥,y,x التحولات ان
١ 2cht sh"t- 2ch"t dt%=٧'=cht=- 2X ، ر sht sh t ٤

cht sh" t+ 2 cht sh?t- 2ch'tdt sht س{ ر ومه. sht x
-2(sh% t- 2 ch? t) dtdx

 م

sht( ch t sh t- 2 ch t)x

 بالعلاقة معرفا جديداً متحولاً ، الأمن الطرف في اتخذنا اذا
d6 = sh t dt • 0= ctالتالى الشكل تأخذ المعادلة هذه فان 

2d6dx
 د

6(e-1)x
: نحد المعادلة هذه طرفي وباستكال

esht(١)ب- 
}-

ch'tثم 

: ببعضها بضربها فنجد(٣ ،٢) المعادلتين بينt الوسيط لنحذف

- 2cx٧ د؟ clt
2c4 4 =)h4 د: ht و ح  ومنة
yy٩

• نجد فاننا(٣) المعادلة في القم هذه حلنا اذا
"4c4-y4" شر "ر

٦٢" ي ه ب 4c4e42

(3)

2 4c4-yg}'  ت-=}
y٩

1cx=4 c"- y"  او

: الشكل تأخذ المعادلة هذه فان-2c=٨ فرضنا واذا

 بد.لمي.ليرتم.رت ا«ي اتك ر«
٩٤



• حقيقي مغلف التاماة للمنحنيات ليس لأنه شاذ حل المعادلة لهذه ليس

: التفاضلية المعادلة -حل٢٠٠
oy' 3y' ="y و٧-12

: بالمعادلة المعرف المنحنى ندرس المعادلة هذه لمل
•< فا

٣- 3x%-0y"- 12y%= of(x,y)-(2)

(1)

• xy'

٢ y- 24y36=-ب 
iy

 كل بابدال المفروضة المعادلة عن تتج الي

(:١) للمعادلة الجزئيين المشنقة لنشكل
3f =3x46x
x«ا 

 الثاني اما»o=، 2 اجل من ينعدم الاول ان ونلاحظ

 نقاط ثلاث المنحني لهذا ر=± تج:/] ،y=٥ اجل من ينعدم فانه

 انH(2 ج]-,١)٠٧(2/-,٤١ ،٢(٥٠٥١ مزدوجة
 من مر غردطي بقطع فلنقطعه ، وسيطيا للتمثيل وقابل متصل المحني هذا

,P,0 الثلاثة النقاط Rالمحور عى الااثية النقطة ومن oارت بعد 

.(٢) للمنحني مقارب المحور هذا ان نلاحظ

 الشكل من هي غردطي قطع كل معادلة ان
A ٣3 + y"+2Cxy+Dx+Ey+F= o

 ه=ا دos على اللانهائية النقطة من ير لانهA ه= ان
: الشكل القطع معادلة عندها وتأخذ المبدأً في الواقعةP النقطة من ير لأنه

By3+2Csy + Ds+ Ey= o

• اختباريا احدها اعتبار يمكن حيث تعيينها يطلب ثوابت مم-ة تحري الي

: فنجد(2-?/.١ النقطة من ير القطع هذا ان لنكتب

=٤[E+١=/٥٥١4ي-١٧ 
٩٥



 القسم مطابقة مم للصفر منا الوهمي القسم بطابقة العلاقة هذ. عن ينتج
: انه للصفر الحقيقي

، 2 D- =B بي  ه

E= 2  اختياري بشكل اعتبرنا فاذا

١C+ E= o

D=t ،C==  م: نجد
B=3tفتبدل نعود ان بعد ، التالي الشكل القطع معادلة عندها وتأخذ 
y' x

: ومنه

3 ty4-y'y+ty'+2y=0
3ty+2y,

-y لأ t
 نجد فاننا(١) المعادلة في القيمة هذه حلنا اذا

(3)

y(3ty+2ر٥° y%(3ty+2)  ب= د أ{ح لا{}[}2{ .ر
(y-t)(y- ٤ ق

+y2 و 12y(3ty+2)93(3ty+2)3
 د

(y-t)٩(y-t)
 النقطة من المنحنيين مرور بسبب ر2 المشترك المضروب ظهر لقد

 (بسبب3y٩+2) المشترك المضروب وسنجدy تيها التي م المزدوجة

. R ,0  المزدوجتين النقطتين من المنحنيان هذن مرور

: بالشكل المعادلة هذه لنكتب

y(3ty +2)9-3(3ty +2)%( y-t)- 6( y-t)= ( ٥y2+ 6)(y- t)1

: بالشكل الاير طرفا اصلاح بعد المعادلة هذه كتابة يكن

(9 ty2+ 9 ty- 2y+3t+6 t)(3y4+ 2)- 3( 3y4+ 2)(y -t)  ق
9 ٢ y2 + 9ty-2y+3t+ 6t=3(y-t)

: الاين الطرف املاح بعد ونجد

- 3t- 3t)(3y+2)=o
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y2 عل الاختصار بعد ونجد + : أن23
y=3(t+ t)

: تجد(٣) العلاقة في القيمة هذه حلنا اذا
, 27t( 1+t)" + 6t(1+ t)
2t-+3 لأ د t

: الاختصار بعد ونجد

y'=3(1+t)(3t+1)(5)
 فنجد )ة( العلاقة مع ونقارنا(4) العلاقة لنفاضل

( 1+t) dx = dt
(c+٤)١g=t ومنه x+=Artgt أو

: الشكل من وضة الفر لهعادلة العام اطل أخرأً ويكون

y=٥tg(+c)+ 3 tg(٤+c)
• الشاذة حاولها وادرس التالية التفاضلية المعادلة حل-٢٠١

 ر",٢ ، سأة عتية بن ، د
 والشكل أو

d٧
dxم= ±

 نجد العادلة مذ. طرفي واستكال

(2) 2y=(x-c)% y اد±2 لإ =x-«
y2-y =  ه بالشكل نكتها المفروضة لمعادلة الشاذة المحاول لدراسة

: المعادلة فنجد ل'لا بالنسبة نشتقها مم

(4)

dy ٧y4ة=± 

(3) y' =o

 جتق حلا تثل ودهيy ه= العادلة(٣ ،١) المعادلتين عن وينتج

 تفاضلية- معادلات٩٧



 قيمةe الاختياري الثابت بإعطاء(٢) المعادلة عن ينتج ولا(١) المعادلة
. شاذ حل فهو خاصة

 هy المحور يوازي محورها مافثة قطوع مجموعة يثل(٢) العام الحل إن

. ox  المحور ججيعها وتمس

 الشاذة حاولها وادرس التالية التفاضلية المعادلة -حل٢٠٢

() 3y=2px-22
 فنجد ء بالنسبة العادلة هذه طرفي لنشتق: الطل

d2
3p=2p+ 2 +(2x-٩2  ٢-ر

dxx٢°

٠dه .p x3 -np =(2x-4px) dx {إ أو
d٠p(٣-2p)=2٤(x%-2p)

٠ الشكل العادة من. كابة بغى1 وأخير
d.(٣%-2p)(p-2x)=o
d x

٥p إما: حلان المعادلة - R%& و =p- أو4  هذه
d x

: بالشكل الاخرة العادلة كتابة يكن
dx .d» :2 آ =p ومنا ± [/cx ،cx=p" px

: نجد فاننا المفروضة المعادلة في هذهp قمة ملنا اذا

(2) (3y+2 c)"= 4cx
 م

3y اد = 2 x2لأ- c

(3)

. المفروضة للعادلة العام الل تثل العلاقة هذه إن

 صحيح بشكل(١) المعادلة نكتب الشاذة الطلول لدراسة
3yx-2p"+ 2p"=o
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 المعادلتين بينP حذف بعد فنجدp بالنسبة نشتقها مم

x(6y- x3)= o

x=o-٣ -ث٥: حلان المعادلة لهذه إن ، 6yمن يكون 

(٣) المعادلة مها كل جقق م بالنبة متساويان جذران(٣) للعادلة اجلها

: التالى بالشكل(٢) العلاقة كتبنا إذا

(3y+2c)-4cx?= oF(x,y)=

: التابع فذا ثين الجز المشتقين وشكنا

a٤ ،aF =- 12c3y+2c) ، x)6ب= 

 شاذ حن ت. النتن منن لايعدم ملهإ» اس أن «عط

 هذان فها ينعدم فانهx= ه: فها يكون التي ملية6 ل: المنحنيات نقاط أما
 المنحنات تاجع لنقاط الفندي المحل النقاط هذ تكون معا. امشتقان
. التاملة

: التفاضلة المعادلة حل-٢٠٣

() " p%+ xyp-+1=o
. الشاذة حاولها ادرس مم

 الناتحة المعادلة لنشتق ثم ر بالنسبة المعادلة هذه لنحل: اطل

: لم بالنسبة

y = xpx- p

2xp+x p' ،p = p-٢px' p°
d(1-٣٣)(2p+»مج٥(= 

K

٩٩
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 لمم=م او١-٣p ه=: يكون ان إما
x"

(١) المفروضة المعادلة جقق لا وهو

2dx dp
 ب(٢ )(ت

x p
d2p+x4 = dx ه

 يكون ان وإما

p x%= c
 الل نجد فسرف المفروضة المعادلة وبن العلاقة هذه ب م حذفنا إذا

: بالشكل العام

 .:ددةمممأي
 بالنسبة الثانية الدرجة من هي التي المفروضة المعادلة م: ان نكتب1

: الصفر يساوي !م
x'y%-4x3= x3(xy%-4)=o(3)

 المعادلة هذه بc نحذف مe ل بالنسبة(٢ المعادلة) نشتق ، ب
: الاشتقاق عن الناتجة والمعادلة

- Xc=2,ل c+xy=٥2

x" "xy خر
 ب ت{()

 ا2

-xy)٤ نجد: الاصلام (4) =)لا٥ وبعد

. شاذاً حلا قثل فهي التفاضلية المعادلة تحققx -شب =ه ه العلاقة إن
x= c ه العلاقة أما = ٥ بجعل العام الحل عن ينتج خاص حل فهي

: التفاضلية المعادلة حل-٢٠٤
xy'2-2xyy'+y%=x% y4- ٣ ا

 الشكل تأخذ فانها بةy ا المعادلة هذه في بدلنا إذا: الطل

 أ٠٠

(2)



. f(٤٠,y,٥=)٥
,y الثلاثة المتحولات حساب لنحاول x,ولنفرض وسيطن بدلالة 

=y مثلا: x ch tالشكل المفروضة المعادلة فتأخذ :
x% y"%- 2x%y' ch t + x% clt= x ch" t- x

: الشكل والترتيب ثم عى الاختصار بعد وتأخذ
y%-2y ch t + ch% t -x% sht= o

 فنجدy' بالنسبة الثانية الدرجة ذات المعادلة هذه لنحل
y' = cht - xsht

: هي الوسيطية والمعادلاتx,t ما الوسيطين إن
y'=2=chtxshty=٤ch١٤x=٠٤

: فنجد الاخيرة المعادلة مع ولنطابقها الثانية المعادلة ه ل بالنسبة لنشتق

٣sh t + لي ch t=ch t± sh t
K

t=c ومنه ±٤±1dt  د د

dx
: y=x هو المفروضة للعادلة العام الحل ويكون ch(c ±x)

 لما كان إذا فها وبن التالة التفاضلية العادلة -ادرس٢٠٥
: شاذ حل

y'2+2xy'-y=٥(1)
 جذر أفا يكون التي الحالة وانق المعادلة لهذه الشاذ اطل إن: اطل
: يكون عندما الامر هذا ويقعy لا بالنسبة مضاعف

 ,ثمى ما.،»، اساء،ار• باء،
 علىy ا المشتق قيمة تكون ان يجب الشاذ اطل هذا المفروضة المعادلة تقبل

 المفروضة المعادلة من مستخرجة قيمته تسادي الكافى، القطع
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y يكون عندما + x%=oهو مضاعف جذر(١) للعادلة يكون 

y' =- 2x 'y هي القطع معادلة من مستخرجة ٢-='y قيمة تكون بيا

 علا بل المفروضة لمعادلة شاذاً حلالا قثل لا(٢) العلاقة ا مايثت وهذا

: يلي فيا ذلك سنوضع التاملية المنحنيات تراجع لنقاط هندسياً

 اطل في العامة الطريقة علها طبقنا فاذا لاغرانج معادلة هي(١) المعادلة إن
 العام الحل نجد

p?2c2c
y =Rx'، -د غ

 ي ميد، ،ابب ، بانيا
dx -2 dp (ب3c-+p )لأ، 3p'

3c= oف+ pبكون :

2dy (p+8cت) dp 3pف 

 العادلة تحقق التي الوسيط قيم اجل من
dy.dx  ح ،ح
dpdp

 تقابلp ق+c3= ه المعادلة تحقق الي م للوسيط الثلاثة التيم إن

 في الداخة قيمة يوافق الذي التاملي النعي من تاجع نقاط ثلاث

 تاجع نقاط ثلاث تكاملي منحن لكل أن تقدم عما ينتج• المعادلة هذه

p المعادلة بين نحذف بأن الهندسي علها عى نحصل + 8c=oوبن 

: فنجد التكامل منحنيات معادلي

x=-p y=-p د "x= د ر

. أعلاه وجدناه الذي ال&فىء القطع معادلة وهي

: الشاذة حارها وادرس التالية التفاضلية العادلة حل-٢٠٦

٤3+y-2x(x +yy')+(٣+yy')+k=٥(1) m

١٠٢



(2)

=2a لنفرض: الحل x%+yفكون 'yy+لا »'=

 الشكل تأخذ فانها(١) المعادلة في القيمتين هاتين حلنا إذا
1 ،22= 2 x7'- ] /ج2

m"

 طرفها مشتق نأخذ بأن نحلها لاغرانج معادلة هي المعادلة هذه إن

 لم النسة

2
/2z" ي- 'ج "ج + 2 x22 ='ج

m%

2٨٦(2x-٥(=2ي 
m°  أو

: يكون أن يكفي المعادلة هذه لتتحقق

2 =o
 ع

'2 او = m% x

 غريا حلا تمثل فبي(2) المفروضة المعادلة لاتحقق الأولى العلاقة إن
 فاناz"=0 وهي الثانية العلاقة أما المعادلة هذه اشتقاق عن نتج

: وهو(1) للمعادلة العام الحل تعطينا

h+aة٤= ,o , 2'=a=ج" 
 تابعة دوا مجموعة معادلة وهي+«y =ح٤2a+2b بالشكل أو

(2 ر المعادلة في النتائج هذه جلنا لو لأنه الآخر احد«ا يتبع لوسيطين

: لوجدنا
2

2ax+2b=2ax--k
m"

 الآخر ويكون اختياريا ثابتنا ا(٠a) الثابتين احد اعتبار مكننا

 بالشكل كتابتها يكن والتي السابقة بالعلامة معرنا له قابعاً
a%

2 b=- -k
m"
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. السمينات محور على الدواز هذه مراكز تقع
 فنجدy د بالنسبة(1) العادلة لنشتق: الشاذة اطاول

-2xy+ (3)٥=('x+yy) للإ
m

٠x(m-1),
٧' ت ج ومنه

: العادلة عى نحصل فاننا(١ ر العادة في القيمة هذه حلنا اذا

(1- m")x%+ k+ ر2 =٥(4)

6 شاذ حل إذن فهي(١) المعادلة تحقق العلاقة هذه أن بسهولة يرهن

 عس(١) للعادلة التاملية المنحنيات تمثل التي الدوائر أن أيضا بسهولة يرهن

 مختلفتين بنقطتين(٣) بالعادلة المعرف القطع منها كل

 وكتابها قوسين خادج(٣) المعادلة إفادة من اخراج يكن: ملاحظة

: التالي بالشكل
X-+ yy'2y[-٤-+]o

m%

 بجل ليس فرو(١) المعادلة جقق لا الل هذا إن.y ه= الحل تقبل في
 نقاط كل من ير. التاملية للمنحنيات الشاذة للنقاط هندسي بمحل وليس شاذ

 ميل إن النقطة هذه في متاستان التاملية الدوائر من دائرتانy ه= المستقيم
. ه يساوي المشترك الماس

• الشاذة حاوها وادرس التالية التفاضلية المعادلة حل-٢٠٧

22
٦ 'أ ب ألا )(د[ ( x-y)%-1

y2 -2 Py' +0=0 :  الشكل من المعادلة هذه إن: الحل

 للصفر مساويا ولنكتبه المعادلة هذه ميز لنشكل
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P%0)=1يطر- -o

 يظم:ة" يم.سر
1-٢(٢-y)%- 1]=(٤-y/(y-x-٦ ()ة٤-y-٧ =)ة٥

 العلاقة ان وبا(x-y) الضروب المعادلة فذه الاير الطرف يجري
 مندسا علا هو ولا شاذ بجل ليس فهو المفروضة العادلة تتق لا٢-y ه=

. التاملية المنحنيات تراجع لنقاط

 من يتألف اطل هذا ان نجد فاننا المفروضة العادلة حل عن فتشنا إذا

: الدوائر بجوعة
(x- a)+(y-a)-1=٥

 ارت الواضع ومنy-٣=٥ المستقيم عل الدوا, هذه كز مرا تقع

 ننث٠ من ذب ك يا اني الد طيع الد، المس مو م,اليم

 فهاx-y-٧ة=y٠٥-٤ =ة-٥ المتقيان أما
• امفروضة للعادلة الشاذ الحل يثلان وهها هذه الدوائر لمجموعة المغلفان

 المعادلة يحقق المستقيمين هذن من كلا أن من بسهولة التأكد يكن
 واخذناy=x+y2 الاولى العادلة مثلا اخذنا فاذا المفروضة التفاضلية

: نجد فاننا مشتقا
y'=1

()

: تحقيقا نلاحظ فاننا المفروضة المعادلة في القيمتين هاتين حلنا إذا

x-2)%-1-٤ +كر-ا1=٥
 الشاذة حاولها وادرس التالية العادلة -حل٢٠٨

y =2xp-y p"

 ·إ٥



• فنجدy ل بالنسبة لنشتقها مx ل بالنسبة العادلة هذه لنحل: الحل

2x-- +yp
P

y dP+ر+م P12  سد د

dyp' dypp

d (٣-١١ =الج«+م٥ أد
Y

٠d  عدp ج+ ه= المعادلة كاملنا إذا
 لا

 تسمل الر.دنة العادة في و.شب الموتة مذ. من ر تيه لاخذ
: العام اخل عى

(2) y%=2cx-c

p'  ل بالنسبة الثانية الدرجة من باعتبارها المفروضة المعادلة مز لنأخذ

: فجد الصفر باوي أنه ولنكتب
y=x -°x إما ومنه y2=0أو y=-

 الل عن ينتجان ولا المفروضة المعادلة تحققان الأخيرتن العلاقتين إن

 حلان إذن فها ؟ الاختياري للثابت خامة قم اعطاء(٢) العام
. المفروضة للعادلة شاذات

 مغلف عى نفتش بأن وذلك ذاتها النتيجة إلى نتوصل ان يكننا
• المعادلة هذه بين ه فنحذف(٣) امنحنات

y2 c ت2 x-e4

o=2x-2c .c! c=x، بالنسبة المشتقة والمعادلة

y = x%  الغلف معادلة فنجد

 عورها. وسيطا تحوي مكافئة قطوع جملة من مؤلف العام الحل إن
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(,c) المستقم منها كل وس السينات عور المشترك x= النقطة في و

· (c,-c) -=y النقطة في x  والمستقيم

: الشاذة حاولها وادرس التالية التفاضلية المعادلة -حل٢٠٩

 تتب ير ، "م، لم عن بعين ، بو
: التوالي عى

Y =p ٣+ p
y'=p=p+٤p'+8p p'

p'(x+3 p")=٥
y= c٤ +c ٩ وهو المفروضة لمعادلة الطلالعام يعطينا p'= ٥ الحل إن

٠ قانه.سلناالااذرمر. اد3ا=م٦+5٤ ه= الل أما

 الملاية، اسر ه بيير ثر ميد مرة فم الى ين
4 x9 +27 y=٥

. المذكورة للسستقيات مغلف هو الذي

: الشاذة حاولها وادرس التالية التفاضلية العادلة -حل٢١٠
( x- ( ه p"- 2xy p-x7=o

 فجد لء بالنبة طرفها لنشتق ثم ومن ر بالنسبة لنحلها: اطل
: التوالى عى

X4
2y=٤p--p-

Px

2p=م٤+ P,4P_4 dP_1 x م dP، ، ن ، ، 

p" dxdx x x dx p

: بالشكل واصلاحا مفارجها حذف بعد العادلة هذه كتابة ويكن
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d( p ٣3-٩ p%+ -٣ م() xإل")=odx

 محد »م9P: الحل اعتبرنا إذا
dx

p=٥K

: العام الحل نجد فسوف المفروضة المعادلة في القيمة هذه جلنا واذا

%(x%4)-2cy-1=0

 ونجعله المعادلة هذه ميز نشكل المفروضة للمعادلة الشاذة الحاول لدراسة
: فنجد للصفر مساوياً

x%(y% + x4-0ه(= 

"y العلاقة إن +x% =  المفروضة المعادلة بنp حذف عن تنتج4

 لمعادلة الشاذ الل تثل فهيp ل بالنسبة اشتقاقا بعد ءها الناتجة والعادلة
. المفروضة

 العادلة تحقق لا فانا العينات محرد يثل الذي=? العلاقة أما
 المنحنيات ازواج قاس لنقاط هندسا علا بل شاذاً حلا تثل لا في المفروضة
. التجاور متناهية الا غير التاملية

 الدازة تنقها ال=نة اتل,ع من عهر.ءة اادة فذ. العام اجل,_

 من م&فثان قطعان ه=» المستقيم نقاط من نقطة كل في يتاس
 الماس اب أي معدومة النقطة هذه فيp قيمة وتكون التاملية المنحنيات

. السمينات لحور موازيا يكون المشترك
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 طاردن غر تارت

 الرافقة الاجوبة من وتأكد التالية التفاضلية المعادلات حل

y ٥-٢١١=٤y+(٤y)'y+% ا
(2y+x%-٤)٥١+logY-c)= ٥٠ ج

y2ا +y'-2=٥-٢١٢
(y-٤-٥)(y+2x-c)=0:  ج

y2ا +y٥-٢١٣=6ا- 
(y-2٤-٥)(y+3x-c)= ٥: ج

y"2 + 2xy'-3r%=o-٢١٤
(2y-٣-%٥)(2y+3x%-c)= ٥: ج

 ه٥(y-٥=)٥x7 ج:y0=x -ق٢١٥
٢ +yy"%=y'(1+٤y)٠٢١٦

(2y-٣4-c)(2x-y%-)= ٥٠ ج
y ٥-٢١٧=(y+٤)y+y%)+xy (ا٣3+y٤- قا

( 2y- x%-c)(y- ce)(y +x- 1-ce-)=o ٤
chx+ 1=٥-٢١٨y2-2ا y'

(y-e-٥)(y+e--)= ٥: ج
٤yy١%+ (x٩+٤y +y)y'+x4 +xy=٥-٢١٩

(2xy+x%-c)(x%+y%-c)= ٥: ج
(٣% + x)p" +(٣"+x-2٤y-y)p+y٩-٤y=٥-٢٢٠

y'= :[«٢٧logc+٤[(1+٥(٤-y]٩٠ حيث  ج
Yp +p7=٣7+٤y-٢٢١
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(x%+c- 2y)(y+٤-1+ce-)= ٥: ج
٢٢٢x% p" + y« ة p+2y%=

x3y2٥٤y(٤+1)+c4= ٥: ج

«p=/١+٥-٢٢٣
y+c=log (x+]x  -ق١:) ج

٤ p"+2yp-3=٥-٢٢6«
)%x و ، x%- 3y)-2cy(y%- 3x%)- c= ٥ ج:

(٣p-٧)=2٤y(1+١-)"٢٢٥
(x-٥)%+(y-c)= c :  ج

 "إ!"١3-0٩٥;٦-٢٢٦
٤y=2ccht.e' =x لا ج e'ال'

٣4 p +yp -ف لاة 2y=٢٢٧٥
(y-cx)(y-cx%)- ٥ ج:

:y'=p  نفرض حاولهاالشاذةحيث واددس التالية التفاضلية المعادلات حل
-٠ 6py%+3px-y=٢٢٨٥

y3ق= cx+6 c: 3، الحلالعام ج: x% +8  ه=قر الشاذ الحل
4 xp"-(3 x-1)=o - ٢٢٩

=x( x- 1)% : 3x-1 العام :الحل ج =x د (y+c) ه الشاذ الحل و

 المندمي المحل هوx=1 التاملية. المنحنيات ازواج طقاس لنقا المحلالفندمي هو

. المزدوجة التاملية المنحنيات لنقاط

p-٥ x=٢٣٠٥
 زاجع لنقاط افدمي المحل ه=+ (ذy+٥=%)٣ ف العام: الحل ج:

. التاملية المنحنيات
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p2ش- yp+4 x=٥ - ٢٣١
 ?ر و= قد الشاذ الحل و٥y?+x+ ه= العام الحل: ج

4 p"(x-2)=1 - ٢٣٢
x=  ر +لا(e=%)٤-2 العام الحل: ج ود الشاذ الحل

، y= sin(3+c) : ١=-٢٣٣-p%+y4 العام الحل
y  ش=1 الشاذ: الحل

، p٩+2xp-y=٥-٢٣٤
( 2x3ق+- xy+c)- x) ه +y)  ه=ق: العام الل

. التكاملية المنحنيات واجع لنقاط المندمي المحل«y+2 ه=

٢p-2yp+=٥-٢٣٥
، e-12cxy + 8cy- 12x%y% + 16 x°=o :  العام الحل

. التاملية المنحنيات واجع لنقاط افندي الحل -رx= ه

4 ٤ p"+٩yp-١=٥-٢٣٦
، "+6cxy-2cy°-x( 3y°- x)%=o :  العام الحل

y"+x=oالتكاملية المنحنيات تراجع لنقاط الهندسي الحل .

 اوجد م التامة الاصلية توابعها واوجد التالية التفاضلية المعادلات حل
. التكاملية المنحنيات وارمم الشاذة حاوها

4٤(x-1)(٤-2)p-٥(٣%-6٣+2)%=٥-٢٣٧

 (،٧+٥=)٤(٤-1()٤-2) العام: الحل ج

 =؟1 أمام- ،٤(x-1()٢-2=)٥ الشاذ: الل

 .ً التاملية التمنيات ازواج قاس لقاط افندمي المحل فبو
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٩٤pة(-ق x-١=)٥-٢٣٨
x= ، ه الشاذ الل (y+e)4=(x- 1) :  العام الل ج-

 الدملة المنحنيات ازواج قاس لنقاط امندمي الحل فبو3 لإ= أما

 التاملية المنحنيات عقد لنقاط المندسي المحل هوx=1 و

• yp7-2xp+y=٥-٢٣٩
 -شرc+2c٤=٥: العام الحل- ج

(٥y+٤)(y-x)= ٥ الشاذ: الطل و
3٤p"-6yp+x+2y=٥-٢٤٠

٤3+(x-3y)+ c= ٥: العام الحل- ج
(3y+٤)(y- ٤=)٥ الشاذ: الحل و

p +2pxق٩٣- y=٥-٢٤١
y-x? - c  ق=٥ العام: الحل- ج

 لنقاط الندسي فم.الحلx= ه أما#4+ هy ه= الشاذ: الطل و
. التاملية المنحنيات زواج تقاس

p-٩٤yp+8y=٥-٢٤٢
: =y العام الحل ج- %(x-e)٥=y ه: والقاص الشاذ اطل و

-27y =قo اما 4xشاذ حل فبو .
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