
 الخلناع

 الرتبة فنفى العلبا الرائب معارون

: n  المرتبة من المعادلة-١
 عدد إن.n المرتبة حق التالية ومشتقاته والتابع المنحول تحوي معادلة مي
: كلادلة منها بعضا وسنورد جد] قليل حلما يكن الي العليا المراتب ذات المعادلات

(١ ءلإه٢)«(
dx"

: الشكل من ناتج إى ونصل متتالية تامل عمليةn بواسطة حلها مكن الي

٠]-٠٠٠ »إ/٠;/٠٠+» -{جت:%
c,(x- x٨)٥­

 ب٢ ،٠ ه{ إم(
(n-2)١

'n (Cاختياريا نابتا٨١٠٠٠ . c ، c ٨ حيث)

 النسة عاولة وغيرn المرتبة من المشتق إلا تحوي لا المعادلة-٢
•٠: المشتق هذا

(2)
. d"yf(٤,)=0

dx

 ، ن ي الساقة الحالة إل تعود فإنا"@Y للمشتق بالنسبة الحل ممكنة المعادة هذه كات إذا

• ه٥٠" X

 قثيل إى فنعمد العملية الوجهة من استحيلا العمل هذا مثل يكون ان يحدث وقد
d"٠•

 الشكل: من وبدساتير وسبطي ي{بشكل د

١٣٤



dx=٤(t),=h (t)
d٣%

: التوال عل ولهد

d°y= h(t) d4"
,٥+t) dt')(١)٤hحر-"=[ 

dtyع -"=]y"ا 'ع(١ )

. متتالية تكامل عليةn بعدy التابع إل نصل حق

h نتبر ان فيمكنناx بالنسبة علولة)( المادة كانت اذا-٣ (t)= tولكون 
: التكامل امام

٣ إ/-"-٤»١٢٥١
: التكامل اى نمل بالتجزئة التكامل طريقة تطبيق بعد

/'٤»٠
 المرتبة خفض حالات-٣

 من معادلات الى واعادتها العليا المراب ذات التفاضلية المادلات مرتبة خفض عكن

: أمها يلي فيا نذكر حالات في ادفي مراب

 بءان·" الي" "بمa رy صنية -مالة1
f( od4d(٨ وتب,٣ و٠٠٠ تو '«d'+ ر

n المرتبة من معادة اى المائلة نيدهذه -kبالملاقة مرقا جديداً ابا نأخذ وذلكيأ 
. k y تاملاتعددها بواسدطة (» عى نحصل فالنا الناتجة الممايلة حل من لمكنا فإذا =ج ر

: الشكل من فهي: التحول تقوي لا التفاضلية المعادلة ب

f[y,٧,'٠٠٠,yl]=٥
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 التالي: بالشكل الحسابات واجراء تابعاxً و جديدا متحولا٧ً بأخذ مرتبتا خفض مكن

 جديدا تابعاً اخذنا وإذا. بل لا تحوي لن سوف التحويل هذا تجةعن النا إنالعادلة ء ،dx..dx٠-٠٠٠: ا-٠
dydy

-n المرتبة من ممادلة الى تنقب المفروضة المعادلة فان  التحويلين هذن اجراء مكن.1
: متحولاyً وتتخذ جبول كتابعy' م= نأخذ بأن وذلك معا

dpd"y_dP_dp dy
 د د ج ي

r? <x 5y "Jyة 
/dp' d"pdpdd و dp«?y ا
"]a ا#a ه ه سد سه ه ه »،٣ +أث(e٣ لثة أتة-ا اهة"

y "ل-٠٠-٠٢٠ r بدلالة حسابه يكن وهو  المرتبة من المشتق ان عامة بصورة نلاحظ وهكذا
dx"

 المرتمة من وماداة على بالنتيجة ونحصل٤-1 عددها والتيy ل الأول ااتتالية والمشتقات
. n- 1

: y',y", ..., y«)  ل بالنسبة متجانسة المعادلة ء

: المفروضة العادلة كتابة مكن فانه التجانس درجة هيm كانت إذا

f(x,y',y",٠٠٠,y)= o

٧٠٤ ج»(±..... =ر"٠ بو
 كانتقيمة مها حل هوy.1, فان الفروضة للمعاداة حلاحاصلاy, كان واذا

: بالعلاقة معرفا2ً جديد[ تابعاً اتخذنا اذا بواحد المعادلة هذه تبه مر تخفض

2dxy= "
: التوالي عل ونجد

f dxy'=2e
zdr

y" =(z' +%) e' ٠٠٠٠
... وهكذا

 المفروضة. العادلة من واحدة تبة جر أخفض معادلة حصلناعل المفروضة المعادلة في القم جلناهذه اذا

. d"y ٠ ...،d%y ، dy،d ،y ، x  ل بالنسبة متجانسة المعادلة د
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cY Y ب c و  ب٤ فها نبدل عندما تتغير لا فانا تفاضلية معادلة في الأمر هذا وقع إذا

• كيفي ثابتc حيث
: بالملاقتين الممرف امتدولات تغيير اجرينا اذا

z= , t=logx
K

t t تحوي لا تفاضلية وماداة الى نصل فاننا له تابعاً ج و مستقلا متحولا  نعتبر حث

. مرتبتها خفض عندها ويمكن

 فاردن مار

: التفاضلة المعادلة حل-٢٨٠
y""= y"(1) %راق-y3) ه

 المشتقات واخفضy ولاy تحوي لا المعادلة هذه ان يلاحظ: اطل

 المعادلة عندها فتأخذ=y" نفرص لذا الثانية هي مرتبة تحويها التي
: التالي الشكل

(2) uu" =o35 %ا
 فنفرض جديداً متحولاً نتخذ »لذا المتحول تحوي لا المعادلة هذه إن

'uالشكل العادلة وتأخذ =م 
d p-3 إ ه upه 
du

dp،_ dP_dp du
{{ ب ، ي د رمد س

"J:dx a ة : ان نلاحظ ان بعد

u=Cوهو w'=o ٠ p= ٥ إما حلان المعادلة لهذه إن
c=  ه اخذنا اذا إلا المفروضة المعادلة بوافى لا حل

pة d 'R
du : يكون ان وإما

dp Iu
 ب و

p 9n
p= « u%  او

 نجد فاننا(٢) المعادلة متحولات الى عدنا إذا
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du 1 -u'== an} » dx= du أ
dx 0

3 1 -2 -٩x=- "u=b(+a) و و
0

 نجد(١) المعادلة متحولات الى عدنا واذا

y'=-2h(٤+a)+eu=y"=b(x+a)  أ و

y =-4h(+a)+cxd
. المفروضة امعادلة العام الحل وهو

: التفاضلية العادلة -حل٢٨١
x%y" =y2ا%- xy' + 2x%

y'= y م ولنعتبر التابع فلنغير  النابع نحوي لا العادلة هذه ان: اطل
: التالي الشكل المعادلة فتأخذ جديداً تابعا

xp'=p"-2xp+2x%(1)
: نفرض بأن وتحلها الثانية الدرجة من متجانسة المعادلة هذه إن

p=٧X  لةمة" بسا
x%(٧'x+٧=)٧%x% -2x°٧+2x%
x ٧' ت٧-%2-3٧

 هو العام حلها برنوي معادلة وهي

٧-2
( X  تد

٧-1
 اد

cX-2
}{ د

cX-1

: ونستنتج
11X-2Kdy =vxdr= -»=r ؟إ ا ه ds\ ثمج+اأج ر
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()

,: المادة فذ. العام الطل أخيرا وجد

y=5 x4- tC ص, -ا١+/log٤ م

: التفاضلية العادلة -حل٢٨٢
2 %y' y" -xy" +-y'=o

 ذتأخذy=p نفرض لذاy التابع تحوي لا المعادلة هذه إن: الطل

: الشكل(١) المعادلة

2x% pp'-Kp'+p=٥

(2 )--مd م+!dx ه=
XX

 فنجد المعتادة بطرقها نحلها تامة المعادلة هذه إن

oم= }
x

 زة(

y=/pd٤

- p،]

p"+c
: بالتكامل يعطى فانهy التابع أما

(3)

: نجد فاننا بالتجزئة كاملنا اذا
, d٠·y=/pdx= px-/dp=٨-/2٢ا, p -+c

0g(p3+e)+cر= لج ا p +C

 الفروضة للمعادلة الوسيطي الحل تثلان(٣ ،٢) العلاقتين إن

y3ا ) sin' x= sin2x : المعادلة حل-٢٨٢

 "و- يهمي٠ بالعكل هذ،المادة كتابة بكن: اد
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sin عى اخترنا أن بعد xالصفر يطابق لا التابع هذا أن باعتبار .
: التالة المراحل حسب المعادلة هذه تحل

· 2cosxdx 1y" = ?sin ي-رC= ا x sinx
• dxy' = c,X-/ =cر X+0و + cotg »
sin" x

1 ٠ .
y= ,c و x+¢,-+cر + log sin X

='y: المعادلة -حل٢٨٢ 0+"٧(y-1لا) 

 هو جديداً متحولاً فلنتخذ م المتحول تحوي لا المعادلة هذه إن: اطل

 فيكون=y' هو جديداً وتابعا نفسه التابع

،_ dy' dP_ P م dP مره
 أ تبب د و ب نه ته

dydx dx dy dx
: التالي الشكل المفروضة العادلة تأخذ وبذلك

y(y-1)p

y =C

d ،R + p"=o
dy

٥=y'=pيكون أن اما اي 

dy(y-1) o= {إ م+
dy

dyd o[ر= p y(y-1)

 ذلك بعد ونجدcP-= هو المعادلة فذه العام الحل إن

٧+\٥\lء]٩ال-'/٨٧=٥٧-٥٤= yp

. المفروضة للمعادلة العام الحل وهو

١٤٠

 يكون أن أو



2y" -y'% + 4= o : العادلة حل-٢٨٤

 {ي م= نفرض لذا٤ المتجول تحري لا العادلة هذه إن: اطل

 الشكل الفرومة العادة فتاخذ بي؟=٣'
d2 "R=  و م م

dx

- 2c, e? Pد د 

p -+-2

92 dp > ن X
p"- 4

2(1+ c, e%)[) =
1- c, e%  ومنه

y=2x- 2log(1-c, e")+ c, : ذلك بعد ونجد

: التفاضلة المعادلة -حل٢٨٥
٥

٥٠٠٠٠ اسعد دبي,ر« امر، الة ه ، ن
: الشكل المعادلة فتأخذ=y ا3 نفرض

d'د، ري٩ 
dx

q"=2٤+e,

,(c+2٤±)=قا yو= 
٨ 1 :y' ,x+c (ي±2= )+c,

'1١y ة = +٤,x+c)+c (٤ز2 c,

=y رد٥ ا1٦ ± x (تةم2+6),+05 و +e, x+c,

 ومنه

 ويكون

: التفاضلية المعادلة -حل٢٨٦
(y«ق ) ) + xy« + y" = o
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: الشكل المفروضة العادلة فتأخذ=»y" نفرض: اطل

(q')+x٢-'٩=٥
q= ٤٢+'٨'٩ او

 نجد للها المعروفة القواعد طقنا اذا. كميرو معادلة وهي
q=cx+ e%

y" =q=c+ c

y' =cx% + +x فث c,

1cY=5ج٣ +ش cx+0٤+ c٥

 ومنه

: التفاغلة المعادلة حل-٢٨٧
y" =y' y-+ ق

"y المعادلة وتأخذ =p' p=y فيكون  نفرض: اطل
: الشكل

p' =p" +١ dp
(2R  ح ب

p( p%+1)

(1) ٢ Cp
 'جي ب

1p+1
dpdy =pdx= p'+1 ش

Y+ c,=Arc tgp

: ومنه

: العلاقة الى واستنادً

: حد

(2)(6+٧)٢g=p او
 العام الحل فنجد(٢ ،)(١) المعادلتين بين م نحذف ان ويكننا

: نكتب او ديكارتي بشكل لمعادلة
dyP=ر١;= g(٧+c)x

١٤٢



d .dx=," , x+=log sin (Y+ g( ت y+ (٥ ر
y=٤+ are sin c,e ,  اخرأ ونجد

: التفاضلية المعادلة -حل٢٨٨
xyy" - xy'%+ yy'= o

 فلنكتهاy,y',y" ل بالنبة متجانسة المعادلة هذه ان: اطل

: التالي بالشكل
y" y' -"()y'XX و = o،y y y

"(y"=y (w' + uالمعادلة وتأخذ 

(u' + u)- xu"+ u=0o

uy=' ولنفرض

: الشكل
X u' u=0

: حلها متفرقة متحولات ذات معادلة وهي

Ku=C , Ky'=cy

: °,y=c نجد الثانية المعادلة وبجل

: التفاضلة المعادلة -حل٢٨٩
xy" (x%y" +2xy'+2y)+2yy'=o

t dx ب المتحول بدلنا فاو  لدو بالنسبة متجانسة المعادلة هذه ان
: لوجدناx=e' العلاقة حسب

1 dyd%y 1 d%y 1 dy dy dy dt ،dy
x د سر =، مد ب و ت بد ب ح ع م٥ ب dtdtdx dt dxxdt٨ dt%dx%

: الشكل تأخذ فانا المفروضة المعادلة في القم هذه جلنا اذا
2y dydydydy1 dyd5y1

x+23٢+2٧+)»a٤=9 د د« ، ، ع ، اد د د JT/\ a Jء(@٤ 

١٤٣



dy
 لاستب
dt

: نفرض ان وبعد الاختصار بعد المعادلة هذه تأخذ

dvd"y dv dy
2 و ب ]د

dydy dtdt%
 التالي الشكل

dv dvV2+ب٧()٧+٧- y)+2y٧=0
dy dy

dvd ،٧ ٠ o=٧-2y)(ش+ 
dyy

: الشكل تأخذ فانم2=% هو جديداً تابعاً المعادلة هذه في اتخذنا إذا

، =نy ج! ج١2
: العام حل( ريكاري معادلة وهي

12=٥Y+ "c ر

: ومنه

٥y=٢4" ه1 + 4

: الشكل تأخذ المعادلة هذه فان

dydx
 ه در

yey+4 cخ x
٥yFFc2c log c,=

٠C log أ c,x)-1/)لا= 

dy
٧k

d x

 ي

 او
$

 ان عا

: نجد الاصلاح وبعد

(1)٣ قy'+(xy'-y=)٥ التفاضلية: المعادلة -حل٢٩٠

 ، الثانية الدرجة من تجانساy,x بالسبة متجانسة المعادلة هذه إن

: الشكل فتأخذx عى طرفها نقم لحلا

(2) xy" +(y-  =%ر ه
x

١٤٤



du لا فيكون
٧X ] ا ا

xdx
: نفرض

y = u+ x u' =٧-+٧

dvdv du_" )٧-+٧Xy"=٤(1+ dudu dx
• العادة عل اتنمل ر« فيالعادة القم مذ. لنعمل

٥(=u-٧+uم+) ٧+٧ u

dv ٧+٧+٧=٥ u
 م

 او

v ونفرض٧ على نختصر ان وبعد oنجد 

dv +٧-1 د0
du

: العام حلها الاولى المرتبة من خطية معادلة وهي

e"(1٧)=c
: جد فاننا اعلاه فرضناه ما الى عدنا اذا

ddu (xe")=ce"(1+x)=c , dxdx
x أخراً ويكون e"=cx+c,
: هو(١) للمعادلة العام الحل ويكون

Y
٤

٤e CX-+c,

١0 تفاضلية- معادلات ١٤٥



 فاودن غر غار

: الرافقة الاجوبة صحة من وتأكد التالية التفاضلية المعادلات حل

: ex+D+%B٣+ ؤ+٣٨,=y ج «) x

- ٢٩١

- ٢٩٢

1 ٠ •y= x'+Ax+B- siX : sinx+٤="y ج
6

y =c,٣+ c €+X ي  و ج

٨y=١٤(A ٢)\+ ج'
log y=٤e+٤,e- :  ج

 {ء ي ص

y"= c ?y)sl١ ر x+ c  )ر ج:

, 2Ace»e' = :.1 - c2 s م٥2

٢y2-ش y"=٥-٢٩٣
yy" =(y)4-2y ٢٩٤
yy" -"=y 1ogy -٢٩٥
yy" +y3=yش٢٩٦- 

-٢٩٧y" = e?

y = Iog cos(٤-٥)+6 ١=٥-٢٩٨+'y"+y و ج:

(١+٣)y"+2xy'=2x- --٢٩٩
y=6+c,Arctgx+  ا ج:

x

-2xy" y'= [og
X  ص

y=٥,x2+6,+(٤+1)logx
-٣٠٠

: ج

٣-٣٠١2="y+شر 
x2(x%-4x+ 12)

y= C,٥Cر٨ +C ٨ ع:  ن12

K= eY+٥ ر +ylogY :  ج
y%=2x%+c,٤-+C  ي ج:

١٤٦

yy" +y9=٥-٣٠٢
yy" +y"2=2 ٣٠٣



yy" =y'2( 1-٧'cosy+yy' siny) ٣٠٤

=cر + cو ogY + siny :  ج

±//٨(9١ IF-T=A٢+8  ج٧ ٠م,ثم,="-٣٠٥:
, ٠٨ 1٩٧="١ Y -٣٠٦

٥٧=١(٧٦-٥٨)١٨١١٦+٠٨ ج
(1+٣%)y" +y'2+1=ه-٣٠٧ 

y=(1+c;)log(»+c)- ٥ ر٤+٥ و ج=
٠٤ +]

y=(c,x-c;)e6 +c ٢y"=y ي ج: 1 - حy ي لا ٣٠٨
12y=(- c,)+c  ي ج:

N

«4

Y=٥e +Cر X-+C  ي ج:

y"2y' -٣٠٩

ay«=y" -٣١٠
y() y"2 م o

y=(٤+c)log(٤٥)+c٤+c,
٣١١
 ج:

x =c,y٦+٥٨٧+c 'y و ج: y@) 3y"" o

- ٣١٢
- ٣١٣
-٣١٤
-٣١٥

 ج

y=٥,٤(x-c)+cر ج:٥ y'+y" ٨xy"

(٤-٥)+(y-e y"=(1+y2) =)ي١ ج:  ث

1 +y'+ xy'y" = ay" }/١+y7

K= a sin 0 -+cc0s g

y=c,-a cos 9 + eي sin - و cي log 1g(" - رلإر 4 2 :

»-e= a log sin =(y+ لأ٣-لا٠ ج١(/1 ay" ٣١٦a

3y=(c,-2x)4+c,x+c :  قاy٣١٧ قy ج

١٤٧



٢١٨-"=y7?)- 2yy+1)6ر 
 %ر+y"+c+٥,Y-+c =و٥ ج

2x=2(y,-2e)//6آ٦+٥+٠٤ yy"=١-٣١٩
y" =ae -٣٢٠

 در
1 [cf+ae -c,X+ -og] ع ت :  رث]/c}+ae7+c, {"أه "دم ج

 ةy و="5-٣٢١
4(٣- c)=(e٧ +2)/,,٤-٠٤

2(2a-y)y"= 1+y٣٢٢-2ا 
: y=2a-c ج sint , 2x=2)٥ +ر٥t-sin2t)

"٤-٥=),٩٥)٥٧٧(y-٥)١٤+y=٣٢٣-

y" -yف y"=١-٣٢٤
2 cي .y4 = 2c, c, + c? e% + ( c;-1)e- ٩ ج:

y(c "y"=yy +ي٤=)٥٨+٤:٤ ة -٣٢٥

y"(1+yy')=y (1+٧٧)-٣٢٦
x =cو +cر log (y+u)+ log(y-c u)٠ u"= y"+1-c; :  ج

y=c, e ٢2n ٤ جyy=y د

2yy" +y"2+y"=  ه
2(c,y-1)= c+٥ ر2٤

٣٢٧
- ٣٢٨

 ج:

٩y" ٣٢٩y cos"(x+c,)+٥ و ج:٥yy"-3y=

 المتحولين تغييرات احدى من مستفيداً التالية التفاضلية المعادلات حل
: بالعلاقات العرفة

y-٤y=u yy'=u

١٤٨

y و ± x=u



٠٧٠٢ ه--٣٣٠
: +٥t (و٤+y"=c ج log t)t=٣/]+١+x7

y"٩ - 2xy" +x4=yش٣٣١ 

y-ce-e-+x)(y-c, cosX- cو sinX-x)= ٥ ج:
٣y0 +(8y'-٧٣=٥-٣٣٢

: -,c)٤=y ج Arc sin4)
K

X€و y= log لا :  ج
1-+€X xق y" =(y-٢y)4 -٣٣٣

٣4yy" - 2x%y% +٤yy +y=٥-٣٣5
y(cي +x")=c, ٤ ج:

١y=,٠5لأد:٤ yy"(y-xy٣٣٥-
(yy"-y ق,,ة,فدر-٣٣٦ +xyy'=yشم) 

C، x2 l0g +=y, ث :  ج
x  و€

،

y = ٥ ر [x+ c '١MXyy م ي ج +٤y4-yy'=٥

١٤٩

- ٣٣٧


