
 المرخان
 اللب النفاطلب رت المار

 معادلة هيn المرتبة من اغطية التفاضلية المعادلة: تعاديف١
: الشكل من تفاضلية

»٨4١ +لإ"٨, لإ"+...+٨-١ +لإلإ٨٧-٧)« xdxn- d ا x"

,,A,8.٠٠ حث, Aتوابع-٥ xالعاداةونسمي) بأمثال تدعى B( x.بالطرفالتافي 
 كان واذا نابتة امثال ذات المعادلة إن فلناx تابعة وغير ثابتة الأمثال كانت إذا

o(=قلنا}) افي طرف بدون أو متجانسة اغطية الماداة إن .

• اغطية التفاضلية المعادلة خواص-٢
 المفروضة للمعادلة خاص حل وع يساوي تامة تفاضلة لمعادلة العام الحل إن آ

. الثاني طرفها بجذف المعادلة هذه عن تتج التي للعادلة المام ألحل مع

: كان وإذا ثان طرف بدون(١) للمعادة حلولا ر'٥ ,ي٠٠٠,z, كان إذا- ب

C, C ,ا النابع: فان اختيارية ثوابت , ر C, =٠٠٠2 و6 م C, 2١ + +. و2 و+0٠٠
. المذكورة للمعادلة حل هو

 تغير فانZ ب له ولرمزn المرتبة من متجانسة خطية لمائلة حلاخاصاً عرفنا إذا>-

u n للتابع بالنبة -1 y المرتبة من تفاضلية مادة الى يقودنا = u ا  العلافة حب النابع
. واحدة مرتبة المفروضة المعادلة مرتبة خفضنا قد نكون لك وبذ

,y كانت إذا: الاساسية الاول لوعة-٢ ، y٥٠٠٠٠٠yحلو لوعة٠ 
: امتحوة الأمثال ذات المتجانسة المطية لمعادلة

y«"+ a, (x) y-" +..٠+a,(x)y=0(2)
: المتجانسةافروضةهو للمعادلة المام الحل فان ، بعضهاخطياً عن مستقلة الطلول هذه وكانت

١٥٠



y =6y١ + Cو y6+-و٠٠+ ,Y٨

 ، اختياريا نابناn(6,,٥ و د٠٠,6,) حيث

: الاختيارية الثوابت تحويل طريقة: ها خاص حل ايجاد التامة المعادلة

(3) y" +a,(»)y"-' +٠٠٠+a٥(»)y =b (x) :  المادة لتكن
: هو ثان طرف بدون العادلة لهذه العام الحل ان ولنفرض

y= cy١+٥٥Y٥+٠٠٠+٤٠ y٨
 حل الى تقودنا التي الإختيارية الثوابت تخويل طريقة نطبق(3) للمعادة حل لإيجاد

c,' ,c' ,'c و د٠ و.  للمشتقات بالنسبة التالية، القطية المعادلات جلة

c,' y-+٥٨' y٨+٠٠٠-+c٨ yو = o
o=,لا, c+٠٠٠+y٤ 'و+'y6 'ر

+c,'y ,c=( لا-مإ  ي لا ء د ا٧ -إ٥+ ا,٧4 إلا-م

 الفو: من عووا. .ن (ؤف2١ السادة4 اقا الدرف٥»(١ ن٤ ا5 -إ ه
(b {x)=b, (xكان وإذا ,Y(٣) الممادة عن الناتجة التفاضلية للمعادلة حلاخاصا mه m-

),,b) الثاني اطرفا بابد x٠(٣) التامة المعادلة خاس حل و0) المجموع فان

 المطية الماحة اننال &ت إذا: الثابتة الأمثال ذات اغطية والعادلة
y" الشكل من خاصة حلولا تقبل فانها انة = eحيث rثابت عدد .

: ,a+٤=)٣)f المعادلة إن r-!+ ٠٠٠+a,=o(4)
 المقابلة ومشتقاتهer الخطة المعاداة في الداخلة ومشتقاتهy ابدال عن تنتج الي

٧ ز د2 و9٠٠٠ دr, غتلفة جذر]n ، العامة الحالة في لما يكون. المميزة بالمعادلة تسمى
rx٢x٤٠٠x ,"e",e"" هي, الخطية للمعادلة حلول الجذور هذه عن ، وينتج ..,eالملول .إنهذه 

: هي المفروضة للمعادلة العام الحل ويكون خطياً بعرا عن ستقلة٠

Ix٢٦y c٤ ريث e"

 إ.ه داه بنوه الد سه يا لرن
 الجذر هذا النابل الخطية التفاضلية مادلةl ا »فانحل منالمرتبةr' ،ضاعفًا }جذرًا الميزة)، لد.ادلة
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 امثالهx النسبة[q-١ ادرجة من حدود كير (مx) حيك"P(x): هو
. اختيارية

 فارن وفارت ماش

: التالية التفاضلية العادلات حل

y3+الآا y" -y' x4 ر3٥ +1٥ sin 5٣٣٨٤
 طرف بدون اولا نحلها نابتة امثال ذات خطية المعادلة هذه إن: الطل

: الميزة معادلها فنشكل ثان
٥=8-٥-G3٥ +ث

: هي حقيقية جذور ثلاثة العادلة هذه أن ونلاحظ
 =ر@٥٠1 -=و1 و٥ -=و3

: هو ثان طرف بدون للعادلة العام الطل ويكون

y=٥e+٥,e-+٥,e-٥(l)
 الاختيارية الثوابت نحول(١ التامة) للعادلة خاص حل لايجاد

 العات تسا اني اخية المادلات جة ض فسن ؟ي:",_ %ي'

c,' e3+cو ' e- ٣ و+ e-٩-٥
٥'e-٥e٤-3 ٥ و e- (2)٩ م=

 أ إ،مي:ى٠+٠/٠٠ -د٠٣+٠٠«٠٠
 ، الثالثة المعادلة الى أيضا وجعناها الاولى الى الثانية المعادلة جعنا إذا

: العادلتين جملة عل نحمل

«) 2 c, e-2c,'e-=o
2 c,' e4+6 c, e-»= 3 x o م1 sin 3 x
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: نجد فاننا الثانية من الاولى المعادلة طرحنا إذا

x4 =ة + 10sin3x8e, =e"(3 x4 + 0 sin 3x) c,'e-3 ومنه8

8c, =/3٣%ed x + 10 /e° sin3 x dx

: الأمن الطرف في الموجود التمل اجراء بعد ونجد

10e22x4wc, = 3e"( -sin3x)"+ -"ي ا+ cos3x)

 يرءي" ر» جا ببة اخي
', قيمة(٣) المعادلتين من نستخرج مم

8 c,' e= 3 x%+ 10 sin 3 x

8c,= 3/x4 e-dx+ 10 /e-sin 3xdx

8 C,=-3e-٦(٦"+2x-+2)-e-٦(3c0s3 x+ sin3 x)

:٤(٢) المعادلات جمة من الاولى المعادلة من نستخرج مم

8 c, =- 6 % ر e- 20 e4 sin 3 x
8c,=-6 e( x%-2x+2)-2 e4(sin3 x-3 cos3 x)

,c ء,6 و التوابع قم حلنا إذا , cالحل نجد فاننا(١) العلاقة في 

١ ثاني طرف مع للعادلة الحاص

y=-=6-49ه) x+20)+ cos) ه 8 x-sin3 )

 فاننا ثاب طرف بدون لمعادلة العام الحل الى التابع هذا اضفنا وإذا
: التامة للعادلة العام الل نجد

y =c, e+c,e-+c,e-3-(9٤%-6٤+20)+و 

1 ٠ (cos 3x- sin3 xج) 
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y'-4y= cos 2x"+٧ «ا-٧ - ٣٣٩
 مي ثان طرف بدون للمعادلة المميزة المعادلة إن: الطل

٥-٥+١٥-4=(٥-1)(٥+4)=(٥-1)(٥+2i)
(٥-2i)=o

» ,ع=1
، 9'  و -و)( ات و

 ا
 =ر)}21

 +ا
 ورها وجد

 طرف بلا التفاضلة للعادلة خاصة حاول ثلاثة الثلاثة الجذور هذه يقابل

: هي ثان

e , e"= cos2 xisin2x , - أ-ح c0s 2 x- isin2 N

 التالين المتبقيين الحلين كبين الر الا>يرن الحلين عن ينتج

C0s 2 x sin 2 x

 هو نأني طرف بلا للمعادلة العام الحل عندها ويكون

y,=c,e+cر cos28+ sin2 و X(l)

 الاختيارية الثوابت تخويل طريقة نطبق التامة لمعادلة خاص حل لايجاد

: التالية الجبرية الخطية المعادلات الى تقودنا الي

c,' e+ c,' cos 2 ٤+ و€ sin2 x=0
ce-2 c,' sin2 +2 cي ' cos 2 x=0
c,' e- 4 c, cos2 x- 4 c,' sin2 x=cos 2 A٠1

: نجد هذه المعادلات جملة بجل

1 ٠ 1 ،2,'٥-c0s 2 s2 ٦,='و٤0000 x sin2X - cos 2 X١- 5 1 ٥

1 ٠ 1 .2c,' = cos2 xsi2X- ٦م Cos- X٥ 5

 نجد مل التك عمليات اجراء وبعد

I X.لا ا c,(2sin 2x- cos2x)٠ c=-د in 4X- 5C05٤-  =4ج
 ا25
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1 1 . x
00s-smn4X٤٥-٩ د 4X0 ز=ر

 لمعادلة اغاص الحل نجد فاننا(١) التركيب في القم هذه حلنا إذا
: التامة

11 ٠ 21 x x ٠٧= 5m sin25- ٦m6 C0s'- -٦s2Kم00 5 5n 2x

 الحل من ن الاخير الحدن ضمن التابع هذا من ولوالثافي الا الحدن ادخلنا اذا

 العام الحل على نحصل فاننا النوع، نفس من ،لأنها(١) المتجانسة لمعادلة العام

 التامة للعادلة

X ٠y=٤,e+(cثم-ي )cos28+(رث٦- ) sin2- 1

٢٤٠-2y"-y'-2y=5sin2x+ 12xe3«+ا(٧( 
: المتجانسة للمعادلة المميزة المعادلة لنكتب: الحل

٥3+2 G"-٥-2=(٥+٥()٥-1)(٥+1)=o
 ويكون٥-=2٠٥ =و1,٥ -=و1 هي المعادلة هذه حاول إن

: هو المتجانسة للمعادلة العام الحل

(2) y,=c,e-٦+€,e+6,e-%
 عير الامثال طريقة نطبق ان يكن التامة لمعادلة اخاص الحل لايجاد

: الشكل من خاص حل عن ونفتش المعينة

(3)

A sin2 x + B cos2 x

y2+اقا y"-y2ا- y=5 sin 2 x  للمعادلة

%Cx+ D) e)الشكل من خاص حل وعن للمعادلة :

٧"" +2y"2٧ -اy= 12x e%(4)
 المفروضة للمعادلة حلاءاصاً الحلي هذن جموع عندها ويكون
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y= A sin2 x + B cos2 x
y2و= Acos2 x-2 B sin2 x
y," =-4 A sin 2 x- 4 B cos 2 x

y«38=ا A Cos 2 x+ 8 B sin 2 x

: نجد فاننا(٣) المعادلة في القم هذه ملنا إذا

10(B- A) sin2 x-10(BA)cos 2 x =5 sin2 x

: التوالي عل نجد فاننا الطرفين بن طابقنا إذا

, A=-B ٠ A+ B=0 -=A د , لإ B=20,إ I=5

: لنكتت

1 ٠yو =(cos2 x- sin2x) : ويكون

 ويكون

: الثاني الخاص الحل اجل من نفسه مر الا لنجري

yو =(Cx +D) eق s
%Ce%+2(Cx+D) e=و 

y4و"= C+4(Cx+ D) e
Cx) ق + D) eق y12=اقلإ Ce8+

: نجد فاننا(٤) المعادلة في القم هذه حلنا إذا

( 19 C+ 12D) e% + 12Cx e%= 12x e%

،C-1 D أن الملاتة هذه طرفي بيث بعدالابقة ونجد • ب لإلإ_ •.[

: هو افق الو الامس الل

Ay12=)و x- 19)12
: الجموع إن

 ?ج
y = يy+ و ( cos2 x- sin 2x)+,(I2x- 1٥)2 . 4

: العام حلها ويكون التامة للمعادلة خاس حل هو

١٥٦



y =c, e+c,e-+c,e-"+ ) م cos 2 x- sin2 x)+
2r

(.12x-  (ي%1٥
12

.y«3 + 3 y" +3y'+y=5 esin x -٣٤١
: المميزة المعادلة لنكتب: الطل

٥3+3 ٥"+3٥+1=(٥+1)
 عن فينتج-(١ منها) كل يساوي متساوية جذور ثلاثة المعادلة لهذه إن

e-,٤e-5.x%e-  هي المتجانسة التفاضلة للعادلة خاصة حاول ثلاثة ذلك

: العام حلها ويكون

y,=e-(C,+6,K+c, x)

 تحويل طريقة نطبق ان التامة للعادلة الحاص الل ايجاد أجل من يكننا

 الشكل من خاص حل عن نفتش ان يكننا6 الاختيارية الثوابت

(e"(Acosx+ B sinxو= yالمعينة غير الامثال طريقة ونطبق 
 فنحد

: ويكون ،٥ -; - 11
A= 45

e . (sinx- 11cos2و{ (وز= 

: المفروضة للعادلة العام الحل ويكون

٠e-٠ cosx)y =e"(٥ +ر٥ ر٤+c2)(+ي٣ ع sinx-115

 كحل٣ تقبل انا علت اذا التالية التفاضلية المعادلة حل-٣٤٢
: لها خاص

2 y"+5y'+2y=5-+2 x

١٥٧



 التابع تقبل المعادلة هذه ان من نتأكد ان جداً السهل من إن: الل
y=xبالعلاقة المعرف النابع تغيير نجري العام الحل ولايجاد لما خاصا حلا 

yx+2الشكل فتأخذ :

22- ٦'2=0

 للصفر مطابق الثاني طرفا خطية معادلة اصبحت قد وبذلك

 الحل فيكون =جAe-٥+B#-: هو المعادلة فذ. العام الحل إن
: و المفروضة للمعادلة العام

y=x+ Ae-2+B «# م
: التالية التفاضلية المعادلة ز-حل٣

x3 y3ا ر x4٧" + xy'= 2٩ x4

 العام شككا او)ر او كوشي معادلة تدعى المعادلة هذه إن: الطل

A٤٩٨ y« + A, A,_xy+8,y=f(x)+٤'-"٧ ا-»+-٠٠٠
. ثابتة اعداد8,٠٠٠٠8٨A٠, حث

 تغير اجريا إذا فيا ثابتة امثال ذات خطية معادلة الى المعادلة هذه نعيد

=x': بالعلاقة معرفاt جديداً متحولا واتخذنا المتحول eويكون :

١/d%y dydy_ d ١ dy'dy_dy dt_ 1 dy
 ةأةأةFF أةa »إأأ )أ (تة -أ )أة د د د د ، در د د ن د دد

4 لإ٤ لإلإ( هy ء,4 إ
dtdtx3 dtdx°

 ذات خطة معادلة الى انقلبت المفروضة المعادلة في القم هذه حلنا إذا
 نابتة امثال

،adق y 24eت د 
dtف 

١٥٨



"١2e, ويكون: + e, )dt ، y= 2/ e" dt= 12 e" + e؟=/) 
y=/( 6e"+٥t+ dt(٤ و ، y'=6e"+ct+c

y = 3e%+ ,c لا t+c,t+c,
: المفروضة للمعادلة العام الل نجد» المتحول إلى عدنا وإذا

y = 3x%+4e, ( log x) + c, logX+ cو 

: التفاضلية العادلة حل-٣٤٤

(1 -+ x)%y" +(1+x)y+y=4 coslog(1+x)

: العام شكلهاLegendre لجاندر معادلة تدعى المعادلة هذه إن: الطل

+ A,(ax + )-y-٨+ لا٠٠٠١(ax+ h)
٨٠-٨(ax+b)y' +A,y=f(٣)

• نابتة أعدادA,A٨,,٠٠٠8, حث

 المنحول غير إذا ثابتة امثال ذات خطية معادلة الى المعادلة هذه تنقلب

ax ا العلاقة حسب + b= eفيكون :

dya, dy dy dt
٦ ساه ء ما

dx dt dx ax+ b dt

dyd%ya%٠
{ ، مصر ٢ ه6 ة(,ا+a ا±

 فسجد· المدر- الدادة ه فم مد. حد٩ .معنا.
y=4cost+I٤i(١+٤(/١٦٨ ق) (+)-ف٤ن-\١)+٤

d3y
?F] ي +y=4cos t

: العام حلا الثانية المرتبة من خطية المعادلة هذه إن

y =A cos(t-B)+2tsin t

١٥٩



: المفروضة للعادلة العام الل نجد الاصللي المتحول الى عدنا وإذا

y=A cos)l0g( 1+x)-B{+2log ( 1+٤) sin log(1+x)

 كاردن غر نار

 المرافقة النتائج من وتأكد التالية التفاضلية المعادلات حل

٥٠-٣٤٥-y"٠، إ
y=٥e-+ e(eos -"+e -in ه •2 -ر٥+٧+٣ ج:

4y=e ق-٣٤٦ + e# + eلاه'+ -"y-اقر 
x eق y= e( +( ج-ث e"(c,+)+ce-"+  م ج

y«" + 2y +y=٣4+٣-٣٤٧
y=( C0s(« +,ث6 و -cx)sin+٣+ و€( 4+x+ ٤ ج:

y«4١ - 8y" + 16y = 8 eق-٢٤٨ 
x3

y =e%(c,+C,٤+)+e-2(C 4 +ي٢,٤) ج: ،

y( -"٩y)+ ة 3oy= 20 e? cos 3x-٢5٩
y=c, e%4 + c, e-2»+ cو c0s 3 X-+ csin3x- :  ج

2rع 
( sin3 x+3 cos3 x)

0

y2+ا٩١ y"= e-sin ق2+2 2x -٢٥٠

: =y ج cos وc+C٥٤+٥ ر xy2+ c, sinx)2
3 e-¥

(sin2x+ 16 cos 2 x186 ر (ه 17

١٦٠



٧"+٩yق٩ ومه٩٢-٣٥١= 

+ eو٨ "+ e,e- )٢+ ج5م cos x- sin4 x) : ٥,+٥ يy=3 ج

 المرافق اغاس اال تقبل التالية التفاضلية العادلات من كهلا ان برهن

: العام حلها اوجد ثم

e4 ٠y"-2٧+2y=e -٢٥٢
y =e(١+A cos x + Bsinx) :  ج

3 ٠ y"- ١3y' +١2y=  ن-30٣٥٣
y =3+ A e+ B e'# :  ج

2sin 3٤ , y"+٩y=- ١٥ sin x ن -٢٥٤

y = 2sin 3+ A cos 2x + B sin 2x :  ج

 التالة المعادلات من لكل المرافق التابع يحوها الي الثوابت قيمة عن
: منها لكل العام الطل اوجد م ها خاصاً حلا كور المذ التابع ليكون

a ebr ٠ y" + ١3y' +42y = 112e4 --٢٥٥

a=2 ,b= ١ ج:

a eh , d%s,٥-+٥s=60 e-'t - ٣٥٦
a =6٠ b=-1 :  ج

a snnpx ٠ y"+y= 12sin 2x - ٢٥٧

a=-4 p=2 و :  ج

y" + +y' +3y= 8 cosx-6sin٤-٢٥٨

a sin p٤ + b c0s px ٠

a=٠١ h=2 , p=1 :  ج

١١( تفاضلية )معادلاث١٦١



 امثال ذات خطية معادلات الى تحويلها بعد التالية المعادلات حل
• ثاتة

٩٣-٢٥٩=y" - 2٤y+2y٨ ق
y= Ax +Bx%+ 2" :  ج

x2y" +٥xy' +25y=50 - ٣٦٠

y =2+A-'cos( 3logx) + Bx-'sin(3log») .ج·

٤-٣٦١y'+8y= 5cos (log8١+"y#3+اق y0«ا 
y=8 cos( logx)-sin (logx)+Ax +  ح€

Bx cos(3logx- a)
w ٤y'+y=\og-"y )ا+03,٣2)+ دy3 ا -٣٦٢

y=4+ logx +Ax+ Bx log x +Cx( logx )%+ D x(log ٤) ج:
٣٦٣-2١٥(١+٣١y=8+٧(2١+٣)٥-"y«(ب٥ ق )ا 

y=(1+2x)[}log (1+2x)٣+Alog(1+٤١+B] :  ج
 "رفي4+٥#٧'٥+y +ا2٧=٣٦٤٥

y=c,٤+c,xlog ٤{+ ج

٣ قy ا»«+٣١a-y'-2٧¢٢ و+٢-٣٦٥
y=٤,٥+ x (ccos log xc sin log x)+ ±x"(logx-2) -  ج

+ 3 x logK
(٤+2١٧(-"٧+٦)٧+'٧=٥٧+٩-٣٦٦

y=(x+2)[٤+c, l0g ( ٤+2)+ log"(x+2)]-2 5ز :  ج

(3 x+2)%y" +3(3x+2)y'-36y= 3x"+4+1 ٢٦٧
y=٥(3x+2)-+c,(3x+2)- ٥+ ج

]3x+2)l0g(3x+2)+1/)ي 
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y" +y=4g٣-٣٦٨
3t xy=- 00s xlog g()-٨ cos x- B sin x :  ض٠24 ج

٧ عمي=«-"-٣٦٩
y=1-xe--(e-+e-)log(1-e)-+c, e-+c,e- :  ج

Y"+٧ -٤لممج=-٣٧٠
y = x sin -+ cos x log cos x-+ Acos x + h sinx :  ج

" لأ/ ة c5٥ و٢I  ومه٥٤-٣٧١
 ن،

y =A cos x- B sin x-ycos 2x '  ج

9x%6x-/ ٨y"-6x'9y م.2  ت و

y= e34(A B)+
x

١٣

- ٣٧٢
 ج:


