
 الفصرثاي
 الممر-ل- التائبات التو: ائةاط أثوء:

 وقعت إذا فيا محدودة إناk مستوية نقاط غوعة عن نقول-١ تمهيد:
A P مين عدد ياوي قطرها ونف0 كزها م دائرة داخل  نقاطا جيع
P A نقطة كل أجل من يكون بجيك  موجب عدد إيجاد الممكن من كن إذا أي

: المجموعة من
 ب

[ 0P[<A
 ن6 إذا فا ،M ، اعى حدأ امجدوعة لهذه إن ونقول

/ 0P/</M\
 نقطة الأقل عى يوجد كن وإذاE المجموعة منP النقطة كانت مها وذلك

 الراجحة غققP واحدة
٤-\0P/>/M/ د

. :برأ ع الوجب العدد كان مها وذلك
 اجحة المتر محقق التي المستوية النقاط مجوعة إن: نقطة جوار- م

 ا2</%-٤
.2, للنقطة٤ قدره جوار]ً تمل

، k  النقاط لمجموعة تجمع نقطة إنها ,ج النقطة عن نقول: التجمع نقطة-٣

a E النقطة غير ,a من الأقل عى واحدة نقطة -  جوار كل دوى إذا فيا

 مكن المجموعة. نقاط من لااثيأ1 عدد ي=وي تجمع لنقطة جوار كل أن ويجدهن

. نقاطها من لاتكون ان أو الجوعة إ التجمع نقطة تنمي أن

-٢٥



eierstrass بوزانو شراس فار نارية - lolzano\\:وعة4 لكل 
. الأقل عى واحدة تجمم نقاة ، المقاط من لاناثيا عدداً تحوي محدودة

 ة ة

: والحديه والخارجية الاخلة النقاط ء
 امكن إذا فها داخلية نقطة إاE امج،وءة منP النقطة عن نةول

. L  المجموعة إلى برمته منم] ل ما جوار إيجاد

 ما داثرة إيجاد أمكن إذا فها خارجية نقطة إ(() النقطة عن تقول- ب

• b'  المجموعه نقاط من نقطة أي الداثرة هذه لاوي بجث وسطها في)( تقع

 كإ حوت إذا فياH لمجموعة حدية نقطة إناM1 نقطة عن نقول->

 تكون تد. الأثل عى خارجية واخرى داخلية تقاة وسط,ا في١ نقع دازة

. الها منتمية لاتكون وقد المجموعة نقاط من الحدية ال:قطاة

 ا!فتو>ة الجدوعة إذا فا وفتوحة بجوعة إ( نقاط وعةf عن فول
. داخلية نقاط,ا٤ك كزت  ي ة

 إدا فيها تجمعها نفاط جيع تحوي التي المجموعة هي: ااخلقة المجموعة
· تجمع نقاط لما كان

 منعاقة تكون إاD نقاط وعةf عن نقولDomaie المنطقة٨

: التاليين الشرطين حققت إذا فها

. داخلية نقاطا جمم كانت إذا]
• ا3٦

,H نقط كل ربط اممكن ان كن إذا- ب , Pالدوائر من بالة منها 

,(C.٠ ا.)كز م يكون بجث منى منى نقاطة٠ ,ث( ي ,Cفي Hوكز 

H, C في

 فاننا تجمما نقاط كلS مفتوحة وعة4 إى أضفنا إذا: وعةf غلاف و
٠ مغلقة وءةf هو :€وعة غلاف إن.S بنلاف و,ا0 ن #و:ة عى نحصل

 ، لواحد واحد ، ،قابلة إيجاد أمكن إذا: لا-مداد القابلة المجموعة-١٠

 إما امجدوعة هذه ءن قلنا الطبيعة الأعداء مجوعة وعنامر ما وءة4 عادر ما

. لاتمداد قأدلة

Borel لوبك بوريا نظرية١١ - Lehesgue:نت اذا& E4نقاط وءة 
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 من نستخلص ان يكننا فإنه(compact متراصة جوعة) ومغلقة محدودة مستوية

 منته )بعدد منتهية تغطية( الأقراص من منته غير او منته بعدد) المجموعة فذه تغطية كل

. التغطية اقراص من الاقل عص واحد قرص في من نقطة كل تقع بمجيث( الاقراص من

 وعةf عى الطبيعية الأعداد مجوعة طبقنا إذا: المركبة المت.إا-١٢
 جتتالية نسميها غوعة على لمحصل فاننا المركبة الأعداد رعة•L جزئية

. ه ااقابل الطبيعي العدد عرفنا إذاH عنامر من عنر كل درفة0 عندها مكن

 حدودها من لحد المقابل الطبيعي المدد نسمي٤ بجدودها المجموعة هذه عناصر نسمي
: الشكين بأحد لمتتالية عادة رض. الحد هذا برقم

١ ٠٠;٧٨{
$

u او u ر ١٠٠٠٩,\٩٠٠٠

 إذا فيا{u}, لمتتالية باية إنه عددا عن ناول: متتالية .هاية١٣
 فرأ ع كان )مها موجب عدد كل أجل منN طبيعي عدد إيجاد امكن

: امتراجحة عن يتج بحيث

p م. اu, <\ا-٤ المتراجحة > n
 ذلك خلاف كان وإذا متقاربة المتتالية إن فلنا موجودة النهاية هذه كانت إذا

. متباعدة إا قننا

u, =٤,+٤y, { ٠n-٠ ركبة متتالية لتقارب والكافي اللازم -الشرط١٤ {-nn

. }متقاربتينy},},{. اطغ.قيتان لنان انتا تكون أن هو

 أت هو كبة ر متتالية لنقارب والكافي اللازم المرط: كوشي نظرية-١ ه
 )مها ،٤ موجب عدد كل أجل منN طبيعي عدد إيجاد الممكن من بكون

 يكون بحيث( غيرأ٤ كان

٤,>u,٧ -رب/

n امتراججة تحاقn ارقاما التي الحدود كل أجل من > Nما وذلك 
. p  العدد تممة كانت

: اللانهائي المجموع نمى: امركبة السلاسل١٦

(1) t, +uو٠٠٠-+ - U,-- ٠٠٠

- ٢٧-



 ب: الأول حدودها منn ،وع4بل ز0 ونز مركبة بلديةu, الركبة للأعداد

u٥5, = uر+٧ و+٠٠٠ +

 للتالية كان إذا فيا متقاربة زا سللة عن نقول: السلاسل تقارب-١٧
,Sالجموع سعى إذا أي ذلك غر كان إذا فيا متباعدة أنا عنها وتقول معينة باية 

S,عندما وذلك نهائية. قيمة من أكثر له كان أو اللانهاية • n  ج الى
 إما(1) المركبة السلة عن قول: مطلقاً المتقاربة البلة-١٨

 حدودها قياسات سلسلة كانت إذا فيا مطلقاً متحاربة
 صح

٤/٧٠١
. متقابة في مطلقا متقاربة سلة كانت واذا متقاربة

(١ المركبة) السددلة لكون: كوعي قاعدة-٦ التقارب: قواعد-١٩

: إذاكان فا مطنا متقاربة

Bin  إ <ق١.v إ
٨- ح

• الواحد من أكبر النهاية هده كانت إذا فيها متباعدة السلسلة هذه وتكون

 فبل مطلقاً متقاربة(1) الركبة السلة تكون: دالامبير قاعدة ب

: كان اذا

 >ذ-ة مج ا »ا ا<ا"ا

: كان اذا فيا متباعدة وتكون

o- اi ا>ادلا/ Uي 

 مطلا متقاربة(1) المركبة السلة تكون:Haabe راب >قاعدة
• كان اذا فيا

I o و د-ه}-اديلاا}ه Lه- 

٢٨-



 الركبة السلة مقارب:Abel آبل قاعدة د
 صح

}4٧.
 التالية الشرومط غفت اذا فيا

 قمتا نت
 ا مها عدوداً اv+,٧٠٨٨+٠٠٠+٧\ ابجدوع كان اذا,

m »n؟ 
 صح

 متقاربة[{٤.-٤٠٠٨\ الدة انت اذا٢

 اللانهاية الىn تسعي عندما الصفر حو يمj ا;
 و سي اد٥ا م

442 4م
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 فارت

 المجموعة فان مفتوحةR منA المجمرعة كانت إذا أنه -برهن٢٨
. مغلقةC, ها المتممة

 نقاط تحويC, أن نبرهن أن يجب الفكرة هذ. لبرهان: الطل

M ,C ل جوار كل أن بعى M تجمع نقطة  أن لفرض• تجمعا

4ا A،"٠•- نقاط من فهمC, منM تكن) اذا.C, نقاط من لا;\ثيأ عدداً يجوي

 عدداً يجريM ل جوار كل أن فرضنا لأننا مستحيل وهذاA متمتتها

 من ليست دهيA ل داخلة نقطة ليست اذن فيC, من لانهائيا
 وإذا{ داخلية نقاطا فكل مف:وءة بمجوعةA أن فرضنا لأنناA نقاط
. امالاوب وهوC, متممتا نقاط من فهيA منM تكن

 الركبة الأعداد لمور المشة النقاط ممرغةE لتكن٢٩

n٥٠٠n5(+1)=,2 ا(cos+isin)
n n 0 0

(n= 1» 2»٠٠٠)

. ع'دبا عدداaً نفرض حيث

 يا م•٠• نقاط ماهر ب محدودة ا هل آ٠ التالة الأثة عل أجب

 "كيا-•• يا• ه هل و مغلقة بمجوعة ه, هل .ء ذلك لما كان اذا تجمعها
 المجموعة هذه هل و. الحدية نقاطا ماهي ه مفتوحة بجوعة

. غلافها ماهو  ز. متصلة

• لأن وذلك محدودة المجموعة هذه إن آ-: الل

٣٠-



1.٠ n-nM1  (=/.ةا١ /)م+cos ث+isin =اتت١<-+2
nt٧

 حيث=٧/p الشكل من أنه فلنفرض عادي عدد» إن ب

p«,العدد خواص ومن بينها فا اولين نفرضها طبيعيان عددان 
 يكور بجيثA الطبيعة الأعداد من لانهائى عدد يوجد أنه العادي

 بيها فها أولمي م» أن فرضنا أننا وبا طبعا عدداA, اغداء
 د-٠٠-٠٠])٠

• طببعي عددa ،حثA,=ap فان

 عى تقع2 دورة أن يعني وهذا ٩"" اشكل من هى4. إنأدةالأعداد
=٤p ه'

٠٥-٠٠tn.0, المستقي ؟Hمع يصنع الذي oxهده عدد وأن قدرها زاوية 
٢٥-- =-P

• 2P  ويساوي محدود المستقات

0H,  المستقيمين عل يقعان4««+%,٤ العددن صورتي إن

٠٠-k 5٠٢٠•  مع يصنع الذيOH و, و قدرها زاويةo مع يصنع الذي
- --P

k+2 (a k m-. ox2٢ قدرها ذادةa+-)عى منطبق وهو _لا/٢ك 
-PP

. 0H،  السنتم
 إلى لتقم قابة24a قياسا الي القوس أن تقدم ما نستنتج

2pًمنم' قم كل طول مساوية قسما 

 إذا فها الأقواس مبد! في الأخير التمم
• الأقواس مبدا عى

٠٠٠٠2, ااستقيات رممنا إذا p) 0H,n=  عيط تقطع فانا(1,2

- ٣١-
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=\z الدازة ,M,,M٠٠٠٠, النقاط في]1 0 Mفرضنا ما إذا ، ويكون 
: الدائرة هذه معox تقاطع نقطةA أن

٨i, 4٤,٨N,_29,1M,393, .AM,, 2 P٠»s
 {أ ه) د هباء ،٩ ر

PPPP
:٨ عى منطبقةM, النقطة أن بسهولة ونلاحظ

 المستقيم عى ة العدد وصورة0M, المستقيم عل2, العدد دورة تقع

( h<p h طبيعيان عددان ,a) ,M دية العدد صورة أما وهكذا0

 العدد إن.a الطبيعي العدد كان مها وذلك0M, المستقم عى تقع فانا

h p و n=2ap+h أن وبا اللانهاية إلى يعى أن يكن  الطبيعي
 أجل من أن وجا اللانهاية إلى يعى ان يكنa فان محدودان عددان

 عى يقع فانه0M, السنتم على واقعةa. نقطة يوجدa قمة كل

 لروز.a, النقاط من لان;اني عددOM, المستقهات من مستقم كل

 جزثية €وعة لأا محدودة الجوءة هذه إنE٠, بد النقاط هذه لمجموعة
 لما فكون النقاط من لاائبأ عدداً ونخويE المحدودة المجموعة من

 عى الواقعةE المجموعة تجمع نقطة إن نقول• الأقل عى واحدة تجمع نقطة

 المركب العدد صورةM, النقطة هيOM, المستقم

hqa .ي, h٩٠، S ,ر تSlZ00 +ت6
Pp

 يجري النقطة فذ. جوار أي أن نبرهن أن يكفي ذلك وابرهان
. .ة النقاط من لااثأ عدد]

 إن ع. قطرها ونصفM, مركزها دائرة الجوار هذا لنأخذ

: فيها يكون والي0M, عى الواقعةa, النقاط كل تحري الدازة هد.

- ٣٢-



١ 1 ا<٤
n٦

 التي النقاط إلا الداؤة هذه ضمن واقعةE المجموعة نفاط كل إن

 العاكسة المتراجعة تحتى الي وهي التراجحة هذه لاتحتق ارقامها
1n <  ع

1
 ع

n
1

1 >1 + ٤n

 من اصغر ارقامها التي الحدود وهي عدود الحدود هذه عدد إن

 النقاط أ هذا ومعنى صغيرً م كان مها وذلك الحدود العدد

,Mم( h=1»2٠٠٠)عرفناها ا وهي المجموعة هذه تجمع نقاط هي 

=[z الدازة محبط عى واقمة اعلاه  التي الدائرة هذه قوس وتقسم أ1

• المتساوية الأقسام من2 م إلى٩2» اوفا والي الأقواس مبدأ مبدؤها

 إناa ما نقطة عن نقول. نقاط لمجموعةH ب ارمز٣٠

• E H من نقطة له جوار كل حوى إذا فها  المجموعة غلاف من نقطة

 بجوعة هيE أن برهنE المجموعة غلا نقاط لمجموعةE ب رمز

. مغلقة

E E المجموعة تحوي المسألة بنص المعرفة  المجموعة أن لنبرهن اطل

 مجموعة لتصبعB تجمع نقاط ذلك فرق ونخويL تجمع نقاط وتحوي

a E نقطة كل لأن E نقاط من نقطة كل تحوي  المجوعة إن. مغلقة

 فرضنا لو وكذلكE نقاط من إذن في لها جوار كل في تقعE من

E A من الأقل عل واحدة نقطة بجوي A جوار كل فان ا تجمع نقطة

. E A من نقطة هي إذن A فالنقطة  عير

E '  خارجية نقطة وجدت لو إذ النقاط هذه غير لاتحوي] إن

٢ العقدية(م- )الساحة - ٣٣



 ليتB أن أيE من نتطة أي لامجوي لها جرار ايجاد لأمكنB مثل
E F ب رمزنا وإذا. المسألة بنص الوارد تعريفها حسب  من
. E =F المجموعة غلاف تعريف وهو E U E  يكون فانه الإشتقة للمجموعة

 المتبقة في. تجمعها نقاط تحوي أ( أي مغلقة بمجوعةE ان الآن لنبرهن
 الأقل عى يمري ء قدره جوار كل فانE ل تجمع نقطةM كانت إذا

 يقع بجث قدره ه ل جواراً نجد ان فيمكنناE منa ما :قطة
 يجري ه جوار كل ان وباM ل٤ الجوار في برمته الجوار هذا

M E والنقطة -M من نقطة بجوي E جوار كل ذان  من نقطة
. مغلقة بجوعةE وE في واقعة

n- د.ا.٤ "لخ±ا} الاالة تقادب ادلى-٣١

: بالشكل المتتالية هذه العام الد قياس كتابة يكن: الطل

 إ,ه]]2)
n n

 مايؤكد وهذاn- عندما اu ه+إي فانy ة1 أن وبها

 ا مركب -دد ع قياس سعى إذا لأنه متباعدة المفروضة المتتالية أن من

. اللاهابة إلى يعى نفه المركب العدد فان إلى

: المتتالة تقارب ادرس٣٣
)n%٤(

][ د
{"" +ق,1 ا

 قاس وخواص مركب عده قياس تعريف إلى استنادا: اطل

: نكتب أن بكننا الركبة الأعداد
n%n" . ] ا٤ ي=ا u,[= n'+11ق+ nه 

lim أن بسهولة ونلاحظ [u,]=o.ًالعدد تعريف إلى واستنادا 
nي C· '١ ٥
-٣٤-



li ه= أن نلاحظ المعدوم الرك u٩ اسم أت برهنا قد نكون وبذلك  ، حء.-,
 .ه. متقاربة المذكورة امتتالة

 المتتالية تقارب ادرس٣٣

in )n( =,]] م
n+١١n-3{

 الأول الكسر فان اللاابة إلى١ يعى عندما أنه نلاحظ: الل

 نحر الثاني الكسر يعى بها(1 الى) يعى ،" وكيب في الداخل
iر«,٤ فان١ ح< عندما أنه وانبرهن- uأنه لنبرهن أي 

 طبيعيا عدداً مغرا كان مها ووجب عدد كل أجل من نجد أن بكن:ا

Nيكون بجيث :
 >مN أجل من/١(-,١-٤<\)٤

: نكتت أن بكننا القيقة في
: iiinnو "ll,-(1- ،= )غ غ+ا

٠ بر•• م ته وبي "تم"يا
:" من اصغر الكسر هذينن قياسي وع4 يكون

4313 ٤٥
 د ب ي٢ ب د

n+1 [ n+1 ة6 م n+3i

 لأن وذلك
3 3< n9+7٧/ ز

1
+ 1

<· ب

n

 يكني لذا١٥,(-١-٤١١<٤ يكون فانه لإ ، كان قاذا

 التراجمة اتكرنN-±> أو فم ء< لتراجحة عتاN نأخذ أن
- ٣٥



. امطاوب وهوn-٨ الراجحة جةق« كل أجل من عققة امطاوبة

: بالعلاقة مركبة متتالية نعرف-٢٤

() 11 n=٥٠١٠2٠٠٠7,١(=٥)-+,٠ Zت 

lim w,=1 ٥٥ أن برهن ,>Arg7-ب> 
2 2

 أن ونفرض

: التالة العلاةاتت نستتم المفروضة العلاقة من: الطل

(z,+1)%(6-١)%z%+1
 ر]= و[, و ,ك[} مد

2z,27,2z

(2)  )(=ت٥ -ر٥1-21
 +,لا1 +ة1

: العلاقة الى نوصل بالتدرج م
n

٥--127,-1
 ء٠(-٤) ر

٥٢٥٢ ء٠٠. cos )ه لفرص w +isinو- -<ه< ان فرص وقد =ة (ع 

. فكون
\0?+1-20,C054 cos ا(٥-,a ر ( -ه1 + G% sina
 ا+م{ا\\٥ ا»» ا)ا أ«أi اةدمه#+اا ، ا

٠٠ ..4a. -٥cos a> 0  فبكون<٥-< ان المألة ص فرضنا لأننا وذلك

 إلى يعى قياسه لأن المفر إلى يعى(2) العلاقة من الأين الطرف إن

 ومعى ه الى اسها بسعي قوة إلى مرفوع الواحد من أصغر كعده الصفر

: أن ذلك

him  =,ة1
n٨ C

lim(٥(=1ة,- 
nج C

- ٣٦

. او 7, 1hm =o
o%-  +ه1



,{a}الركبة لمتتالية ن6 إذا-٣٥ فانه١ معنة نهاية 
 للتالية يكون

aر -aو٠٠ + a,..  !=ا!٣ إ٩-4
: -ا٥ كان إذا الأمر هذا يصع هل

 بد لها ز0 نر ناية وها متقاربةa, المتتالة ان فرضنا اننا جا: اطل

• يكون بجث و طبيعيا عدداً >ع ه كل أجل من نختار أن بكننا فإنه

n>q </ا٤-,a أجل من ا

 نكتب أن يكننا الفرض هذا إلى استناداً
[a,+a + ٠٠+a,- 0 +a أ a+٠٠٠+a,  'لاا<ااتم-ا +ل"لا

 م ا٩ -إي +\ا٠٠\+a \ا-.

 الأول الكسر قينة اتكون كاف بقدر كبير]٨ نختار أن ويكننا
: فكون+ من أصغر الراجحة هذه من الأمن الطرب من

n-a,aر +aم='-ا<//-"٤ لا-+٠=2٠ -و٠٠٠ 
. امطاوب وهو (صححه1) النهاية أن يرهن ما وهذا

 امتتالة تصورنا لو لأنه صحيحة غير الفكرة هذه فان =ا ه كأن إذا
٠٨(a,=(-1فان )الشكل تأخذ النسبة)ا :

-1-+2-3+٠٠٠+(-1)"n
n

•2 من أصغر وهي محدودة الكسر هذا هابة أن تامة بهولة ويلاحظ

: المتتالة ان ذلك من استنتجa ت, المتتالة كانت إذا-٣٦

- ٣٧-

(1)



, ء h, 2, + h,7ي٠٠٠+ +b, 2,
٥,٠٠٠b+,b,+h ك ل}

: الأعداد أجلها من تكون كبقية مركبة أعداد ,ا أن نفرض حث

,\b+ي٠٠+ h+,أ ، ا١ 

]B+]٠]=56]+]6 +آ٠٠٠#
: أيضا ويكون م3 قابت موجب عدد من أكبر ،n قيم جميع أجل من

b, ++-/,b\+ +/يh٠٠٠\+ ا  ه

 عدد اختبار يكننا فانه متقاربة2, التتالية أن فرضنا أننا ا٢: الطل

: يكون بجيت ، صغيرً كان مها ،٤ موجب عدد كل أجل منP طبيعي

n>p أجل من ا٦-,٤ <ا٤
: نكتب أن يكننا ماتفدم الى استناداً

٤١٠ ا/إ يا+4+٠٠٢١٠٤/ +,H,+b أي د] ب ٠٠+ h,٠ =
/b,2+ h + ي4 ي .+ b,٦, -(b,+يا٠+ .+ b,)  [ي م

/h, + b, +٠٠٠+h,/
+/b,( 20)b٠١/٩ إ)ي  +/)ي٠٠٠-

[ h, + h, + ٠٠٠+ b,/
 عدد ايجاد ويكن محدود الأول الكسر صورة في ا\وجود المقدار إن

: فكون منه أكبرA موجب

/b,/+/bي٠٠٠/+ +/b.\A
} ًأ{ ألكا ١b,+h,+٠٠+h,\[h,H+\b/+٠٠+/l,/٠٠

/ b,م١/+٠٠٠ +/b,\  د ي
,\h+٠٠,+.b, + hا 

 اصغر سيكون مقاوبه فان3 موجب عدد من ,,أكبر أن فرضنا لقد

٣٨-

(1)



•٠- م الراجحة من الاجن الطرف من الأول الكسر أما محدود مقدار فرو من
 فبو اللانهاية الى بسعى مقداد عى عدوه عدد قسمة حاصل فو الأخيرة
 ليكوب كاف بقدر كبيراً م اختيار إذن يكن. الفر إلى يعى

• من أصغر الجداء ويكونe من اصغر الكسر هذا

 بادي لأنه محدود فو الأخير الكسر أما

b,/+ b,/+٠٠+ b1 »],b+٠٠+,h+١ --ي ،م'ممل اام
/ b,+b,+٠٠+b,[  لأن وذلك عدودن عددن تفاضل وهو

• n u قيمة كانت مها8>.8 كان  وإلا الصفر إلى يعى أن لايكن
• المطاوب يرهن ما وهذا

: السلسلة تقارب ادرس-٣٧
nي ب- و" 

: بالشكل السلسلة فذه العام الحد كتابة يكن: الل

n5.n٥n2e7و" %(٤٥i+()«ي٤"=)م 
: السلسلة هذه من الحقيقي الغم أن ونلاحظ

 (ر7ق) س» <؟ (,لآf) ج2 هn5 ج2 ه
• ساسب هندسيه سلسة مي الراجمة هذه بن في الواقعة الدة إن

٠:٠· ٠"5 الأقسام اة أن ذاتها بالطريقة ونبرهن متقاربة سلسة فهي ا-ي=
. متقاربة المفروضة السلسة أن هذا عن وينتج أيضا متقاربة الوممية

: ونجد كوشي قاعدة نستعمل أن بكننا: ثانية طريقة

- ٣٩



 بد

i@  د= ا<ه;
: دالامبير قاعدة استعال كننا أنه6

٧+٤5w+2ا م-ا";'ا١ ا" o5u.

. مطلقا متقاربة المفروضة السلة أن برهنا قد ونكون
• العلاقة صحة برهن-٢٨

2 sin 6sin86sin 6 sin26
-5 أبب}4٠() ن د cus 62"2

: أساسها التي المندسة اللمة لنتصور: الحل

(cos6 +sin  -ذه ه_ وأن </«ا1 أث ولنذكر=«4م(6
• ذلك بنتيجة فيكون متقاربة السلسلة

2
7" ٠٠٠-+"+٠٠= 1-2

: فنجد موافر د:ور ولنطق فرذا باديه ماz الدستور هذا في لنبدل

5(c0s ' + i sin 6 (cosn 6+ isinn cos) ؤ إةة٩""،:%"" -م"""ت""ت ج6 6+isin)42ه٥١= 

2 cos @-1+ 2isin 6
 م

5- 4C0s @

 مع العلافة هذه من الأبر لطرف الحقيقي القم بين ساوينا إذا

: نجد الاجن الطرف في مقابه

$cosn9 2cosg-1
 ن

@400s-57ه= 

{٠



 في مشيه يادي الاير طرفها في الوهي القمم ان كبنا إذا أما

: الطوب نجد فاننا الأجن الطرف

sin4sin n (
 ن د سر

٤Cos6-٠١"2م; 

: التالية السلاسل من لكل المطلى والتقارب التقارب ادرس٣٩

(a)
٠nنت 

 [=)ر ررب2 ي6٥

 ج "خ
E)ا( 

،--7 log n
 لراء" م"/٢(١+٤
 الملة لأن وذلك مالقاً متقاربة(a) السلسة إن: اطل

 ب ا٤ \ا ج1

 ر١
١-١ د"n، أ(· n١١-١-١

 متقاربة سلسلة هي

 سلسلة فهي )ا( السلسة أما لأن وذلك مطلقاً متقاربة عير

٤ ا11
 ب٥ ب

 ا1 أ»ه إ7»
 للسلة عدةفا متما سلة' العام حدها الي الللة أن المعروف ومن

 القبقبة الأقام سلة لأن وذلك متقاربة هي بل مطلقا متقاربة غير المفروضة
: الوهمية الأقسام وسلة

١٦- ر يج(٠1"
 د

،<٦ iog[2n+1)
(-1)

 م٦a @ع3[«
 تب

 كل في ويعى متناقصة لحدودها الطلقة والقم متناوبتان سلسلتان مها

 السلة وتكون متقاربتان سلسلتان ف] اصفر إلى العام الحد منها

. متقاربة المفروضة

٤١-



 العام حدها قياس لان وذلك متباعدة سلسلة فبي(c) السلسة أما

: الفر إلى لايعى

/2>١ ٢١+٤ ة(\)١ له لأن  ر

nn

 عدد٨ حث""% العام حدها الي امركبة السلسلة -لتكن٤٠
: قابت كب مر

K\»\< ١ كان إذا متقاربة تكون السلسة هذه أن آبرهن
<e /دz=\١ كان إذا أبضا متقاربة تكون  تكوت وإا@1

.\a]> 1  كان إذا متاعدة

 السلسة فذه فانa،/ 1#2=[١ كان إذا أنه -برهن ب
٥<٣0<1 كان إذا وذلك مطلقا متقاربة ليست ولكنها متقاربة تكون

. 4 ٣<o  كان إذا متباعدة وتكون

٥=1 أجل من متقاربة تكون السلة هذه أن أخرأ برهن- ء
 السلسلة فيها تكون الي الحالة وهي@٣>1 يكون عندما وذلك

@@٣<١ كان إذا متباعدة وتكون مطلةً متقاربة المفروضة

 فكونlogn=p'٣=٣+٤/ ا:فرض: اطل

n" = e"" = e"( cos p / + i sin p/)
=«n"\= e""= n ,  ا0

Iفنجد دالامبير عدة ة لنطبق :

n+1 n" n ٣  تما« -/«ا)تب(=ا٠\٦\
(n+1 " ر n+1 n-+a

 ايا ء٠ <\ة]م١ كان إذا مطلق] متقاربة المفروضة السلة تكون

- ٤٢-



 الحد عندها يعى لن لأنه >إ«ا ر كان اذا متباعدة وتكون متقاربة
. الصفر إلى العام

 الشكل تأخذ القياسات سلة فان =ا%/1 كان إذا أما
 نج1 يج1

٢٦٢
[:a ، ي ،i7[4ب.

 متقاربة وهي>" ا كان إذا فها مطلقا متقاربة السلسلة هذه إن

. فقط الشرط هذا ضمن مطلقاً

 لالسلة العام الد ويصبع=« "م فان =[«ا1 كن إذا ب
. الشكل من المفروضة

i١61
 ه ع

n"

 هو الطب هذا شروط ضمن المفروضة لللة العام الحد قياس إن

٠ 0<w< ١ كان إذا متباعدة للسلة العام الحد وهو
n"

Aر el  آبل شروط تحتى لأنا متقاربة السلسلة هذه أن لبرهن
: نفرض (عيث٢٩ )ص

1

v, @ مi ج

: عدود

1
 هة,"

n"

\•• المجموع أن -لنبرهن١
@o م(-+1)8 _ iأج 

،in-٤١، )(٢6)[ (), V,م = P/٨+e!٠١٢ ا/+٠٠٠- e/١'V,\,,رر٠٠٠٦ i61- م

: العلاقتين جققان الأخير الكسر وخرج دورة قياس أن ونلاحظ

eioe \ +/ ei(m+1)/<2>ا \(ei6 - ei(m  ا1+

- ٤٣



cos= د ()"+sin-١\--/)cos6-isin 6-١=/ei9-1ا 
. (

 ا«=٥in٤ ا
1
/٠ ;<ا.٠ رتو، S]I]  سب

 ويكون:

6٦ 2 k a si كان إذا أي { o ة ٧ طا محدود١ ، أن يعني وهذا

• المطاوب هذا في اشترطناه ما وهذا ة«1 كان إذا أي

. العام >دها التي الللة أن نبرهن٢

(١)
n" (n+1)

. مطلة]ً متقاربة

: نكت أن بكننا القيقة في
1

١1(١+١-)٨٠(1 م+-")1 د أ
 د

(n+1)"n"(n+1)"(n+1)"n"

 نيرن دستور (مجب١ م+") ننشر أن يكننا لذا<١ إن

: متقاربة سلسلة بشكل

1»,٢1-(١)١ م  )+ا(=1 +")(نتم...
n n 2 n

(2)
{4n (n+1/" n ( n +1 " ر

: الشكل(١) العلاقة عندها وتأخذ

٧+g (m)11
 د د

) +n. حث o n) عندما محدوداً مقداراً يمثل4

٤٤



 العلافة من الأين الطرف في اارجوه الكسر أن الواضع من إن
. مطلقا متقاربة للسلة العام الحد يثل(2)

/٨ ء/" ه لأن وذلك هء± أن تامة بسهولة نلاحظ٣
n"

٥@<٣=1 كون بسبب
 السلة تكون وبذلك نحتقت قد الثلاثة آبل قاعدة شروط إن

. متقاربة المفروضة

 الشكل من يصبع العام المد قياس فان =ة١ كان اذا ء

<w فرضنا اننا وعا ٨4 متقاربة للسلة العام الد هو الد هذا فان1
 متقاربة فهي مطلقا متقاربة ا±لة هذه في المفروضة السلسلة وتكون

•4٣<1 ن5 إذا متباعدة المفروضة السلسلة أن ولنبرهن

 لا-للة العام ا±د كتابة يكن فانه»2٣<٥ كان إذا١
 بالشكل المفروضة

٠11 /p-i، ددب٦ لا-ر 
«-i/٢١ nn

 هذا العام ا±د -وإن>»o ذان<»o أن فرضنا أننا وبا
 كذاك متباعدة والة المفر إلى لابعى فبو« مع اللانابة إلى يعى

. الصفر الى لابمىn"- العام الحد فان =ه٥ كن إذا

 متباعدة السلسلة هذه إن نقول0<٣4<1 أن الآن لنفرض٢
 حث٨٠=,»+i./ ما قمة أجل من متقاربة أنا جدلاً ولنفرض

• بالمستحيل بوقعنا الفرض هذا أن ولنبرهن٥<٥<,1

 حيث٣=٤t٠+٥ بالشكل ها نرمز٣ ل انة قمة لنأخذ

 ب٤٥ ب



١-+٧٤=7 فيكون>o و
1١1  ر س ي

٢/٧o 2n n n

 عث آبل سلسلة شكل أخذت قد المفروضة السلسلة وتكون
: نفرض

1٧,=
n""

1
 و ع ا-

٤n
n

٣=٣. أجل من متقاربة المفروضة السلسلة كون إلى استناداً  لننظر

 من متقاربة السلسلة هذه لتكرن2 ,ا يتمتع أن يجب الي الشروط في

 السلسلة هذه تكون لكي٣ ، ب%+ فا رمزنا٣ أخرى قيمة أجل
 التالية الشروط تتحقق أن يجب متقاربة

: الاول اشرط-

M/>٨/=/٧٠+٧٨٠١+٠٠٠+٧٠٨.Vا 
m قيمتا كانت مهما وذلك 1n.فرضنا لأننا محقق اشرط هذا إن 

. متقاربة٧, السلسلة

 متقاربة التالية اللسلة تكون أن: الثاني -اشرط٢
 »-"اأ٠+٠١\ ي[

 التالي بالشكل الشرط هذا الملة هذه حدود كتابة يكن

[\/٣+١) م4 e-٧١"٥٤١+l0٤»١[= اl١،

/0 ١

 ""/ءاة٠٠ ا ا٤]/٠-""٠٠/
 قياس أن تقول التي والخاصة التكامل تعريف إلى إستناداً وذلك

- ٤٦



 القياسات دع4ج من أصغر الجرع

: أن بسهولة ونلاحظ
(٤l0١٢n-+l-٨log n-C٣2+لآ ا٠(0١/٤ ر]/ "ء"،١ ر»٧ 

2٢٦٠ ء بح 1 1 ٥  ا»٢2La٦[/٤/ ءة ح ه سب[<} ا[ست1
.» هو العدد« دليل أن فرضنا إذا وذلك

 أجلها من يكون4 مثل نقطة كل في عتقا الثاني اشرط يكون
' >؟0 و -<\ها٥٢

p ، مه >؟ م كان إذا مقى حلم ه. الثالث ط الا٣،٥ ٦٢ اممي

 تقع نقطة كل أجل من متقاربة ام»روضة الللة أن تقدم عما يتج
٤١-<٥,-٠•

 هذ· جملة من إن ا.6>\ ونحةق في رأسها6 زاوية داخل

 في متقاربة اللدلة بان ورضنا عن ينتج أنه أي. =م ا النقطة النقاط

•٢ ا- أجل من متقاربة أنا ،/ النقطة

 السلسة أن أي
 سب٦ ب٢ .،٢٢٠• ا11٠
n2١

 متاءدة الللة هذه كون من مقرر هو ما ±ااك وهذا متقاربة

 متاعدة المذكورة الاة وأن صحيح غير فرضناه ما ان مايؤكد وهذا

٣44<! أجل من

- ٤٧-



 لمل ممال

 هو المغلقة المجموعات من عدود عدد اجتاع أن -برهن٤)
. مغلقة بمجوعة

 هو المغلقة المجموعات من عدوه عدد تقاطع أن -برهن٤٢

. مغلقة بجمرءة

 المجموعة مشتقA' فانh المجموعةA المجموعة حوت -إذا٤٣
.١ المجمرءة مشىh تحري ا،

 المستوية النقاط مجموعات من تن الوحيد المجموعين أن برهن٤٤

 المجموعتان ها واحد وقت في ومغلقتان مفتوحتان بأنا تفان المتن
%Iالفارغة والمجموعة 

 فا زمز نهاية ذات اعداد متتالة٦0 ة0٠٠٠٠٧ الكن٤٥
 التالة فذ. جزئية متتالة نجد أن دوما مكننا أنه برمن بي

. lim a,' =&  يكون بجث٧'٠٨'/١٠٠٠٠%٨

: أن ذلك عن يتج فانه ثاحة التالة كانت -إذا٤٦٦

P٨٥,(+٢,-R'», +..+H,-P.,). ، ء ١٧+P٥ ا٥+٠٠٠+٧١٨,
 ركي ه سجج د،د4 أ<

PP +Pي+٠٠+٢ 
 و د

: وأن كفة موجبة أءدادF ، أن نفرض حث

H,=([+٠٠١٤+p)-٥+

- ٤٨



R"  المستوية المجموعة من مفتوحة جزئية بجوعة أي أن -برمن٤٧
. مفتوحة أقراص اجتقاع هي

 مفتوحة مجوعة إلى منتميةP ما نقطة كانت إذا أنه -برهن٤٨
. G F المجموعة تجتريه D مركزه R قرص يوجد فانه  من0

٢ مركزهH المتري في مفتوحا قرماDً, -اتكن٤٩

 الثلاثة بالصفات يتمتع مفتوح قرص يوجد أنه برهن ة قطره ونصف

 عدد قطره نصف٠٢ عاديان عددان مركزه إحداثا'١: التافهة
r .٠ عادي D ،D يجري D و P إلى منتمية

 ا,ا وأن {متقاربة(«4مك}) التالية أن رون-٥٠

. الصفر تساوي

 ، يلي با العامة حدودها نثت الي المتتاليات أن -برهن٥١

 الكل الحقيقي التم نهابة أن من وتأكد منها كل نهاية واحسب متقاربة

 القسم ياوي الوهمي القم ونهاية لنهايتها الحقيقي القسم يادي منها

: لنهايتها الومي

(a) ٤n+1-3"-nخ 
(2n+4i- (n-1)( ة

(b) [ (04 ٩٤/٠-٤]
n- 3n+4- ٢

(C) [n +2 ٤+n]- ة ،

(d) [/n (n+77- [ + ( ة

. بالعلاقاتu, المتتالة بدلالة٧٠ المتتالية -نعرف٥٢

V=u١٨ V,=u٨-cu ٨١ د (a1و )
 التتالة فان ا معننة نهاية إلى٧. المتتالية انتت إذا أنه برهن

 إىك. تتبب"
٤ العقدية(م )الساحة - ٤٩-



 أرت برمن. الفر غو المتقاربة{w}. التتالية -لتكن٥٣
 امتتالة

D٨V,= 0,١ u٨+0و٧ و-+٠٠٠-+@٨ .

 الشرط م,,» الأعداد حققت إذا وذلك أيا المفر نحو متقاربة
: التاليين

p n كان ما وذلك o  عندما اصفر إلى»•• العدد -يسعى١

M - ٢. n =\ العدد كان »\+/./مها٠٥+/٠٠٠,»/+٠

 أن برمن ا٦ ا.6 التالية كانت إذا٥٤
G٥=,'@٥١,٨+»٦٥٥ و+٠٠٠+٦.4٨ ج

 إلى بالإضافة السابق التمرن شرطي,» الأعداد حققت إذا وذلك
 التالي الشرط

41+٨١+٧٨,٥+٨.٨A,=6٠٠٠ ح

.u امتتالتان كانت إذا-٥٥ uح-,٧ vفان 

u٧٨٨u\ ٧\ - Uو٧ و+٠٠٠ +
 _ر]٥ ب1{]

n

u, ٧١U,٠+-٧+,٧ و٧٨-١+٠٠٠  «ه,] ه[] لآ
n

. أن برهن{w٠ ح-}١ التتالية كانت إذا-٥

, Cw,+C;w, + ٠٠٠+ C; w,
 ،أتة تأسه

 م°2

 والسلسلةA نمحوa. العام حدها التي السلة تقاربت إذا-٥٧

 ة٥ ه



a, +h, B العام الحد ذات السلة أن برمن ,b غر · وn 'م الماء حدها التي
. A +B  نحر تتقارب

=,a,+٤3٠ -لكن٥٨  حث متقاربة للسلة العام الحد4
a  ث العام حدها التي السل-لة كانت إذا أنه برهن=.». ه أن نفرض

• متقاربة]a/, العام الحد ذات السلة فان متقاربة

 الللة لتكن:Direchlet دوخي -سلسلة٥٩
c

( لإ٠ ٦e n

 موجبة أعداد4, و مركبة أو حقيقية أعدادa, العوامل حيث

.2 ج ه و متزايدة

' درخلي بسلسة تسمى التي ، السلسلة هذه كانت إذا أنه برهن

 ة ل قيمة أي أجل من متقاربة تكون فانها=«a. أجل من متقاربة

: أجلها من يكون

/٨٢g (٦-a١<k<2

 ولنفرضa, العام حدها التي السلسلة لتكن٦٠

,a,=5+-ر٠٠٠+ a+٠٠٠٩ عددية متتالة ولنتصور ة,b٠bبجث 

: طان الشر يتحقق

Iر,5, امتتالية hمتقاربة 

,S.(b,.) العام حدها التي السلسلة ب - hمتقاربة .

a.h.  العام حدها التي السلسلة أن ، الشروط هذه صمن برهن
· مقاربة

٥)



 السابقة المألة في العرفة الجزئية المجاميع أن -لنفرض٦١
• العلاقة تحتى

١] ايم,ا٨
 ابn ه ه٠< .ة الموءهb, الأعداد أن ولنفرض تابت موجب عددM حث

 فه يكون بشكل(b,٥) العفر نحو وتعى باطراد متن'قصة
/n (b,-h,, ١ العام حدها التي السلسة وتكون [nh,-o

 متقاربة التالة السلة أن الشروط هذه ضمن برهن• متقاربة

٤٠.t
.»E اللمة حقت إذا٦٢ zمن التاليين اشرطن أ-د 

• .ة=% أجل

٦-k n«,%\>ا 
"-kn%/>2+«,4ا١+,١٥٠٠٠ 
 السلسلة فان ،n عن مستقلان موجبان ثابتان عددانh وk عيث

\٥ \ة\<\ أجل من مطلقاً متقاربة تكون ل.»2"

٨٨٨

،٥٢


