
 لرا. المضل

 النوابع نشر- ا:لامل

 فاذا التحي التامل يعرف٤ الر التامل يرف: التكامل تعريف ا=

f(»)=p(٤٠y)+i0{x٠y)
 مستمر(),P من كلا أن ولنفرضAB مقيسا بيطا منحنياً فلنتصور

. بالنقاط جزئية أقواس إلAB ولنقم.AB النحتي ل
=BA = Z, ٥ ة١7٥١٠٠٠٩ ة٨ ر

: ة٨4١ د ,ة بين واقعة المنحني من نقطة ,غ وليكن
• الجموع ولنشكل

(٦.٠١-٦١٤٢5١
p=٥

 يأخذ الجموع هذا فانG +,ي=,i٦,٠ =,ة٤٨+iy, فرضنا إذا
: التالي الشكل

} (٢,٠١-٨١2٤»,(-١٤٠y,١-١,) 0(6٠.«١
p=٥ p=٥

+٤]٤(٤,٠١-8١0(60»,+2(y ٠-y,)2(60,)1
٥= دز٥

 نهاية المجاميع هذه من جموع لكل بكون المنحني التكامل تعريف إل استنادً
: الشكل لذلك ونرمزp كانت ح/,ة-ا,ةامهاo وn ج عندما

B B%ر [f(٦)d /=f()dz/= ة ٢d٢-0dy +i/0dx +Pdy
- ٩٢-



 التابع ولنتصور ومقيساً منلاً بسيطا منحنيا1 لبكن كوشي: نظرية
)%(fداخل الواقعة المنطقة عل المنتظم Fالوسط عل مستمر أنه ولنفرض 

• معدوما يكون التالي التكامل فان الشروط هذه غقت إذا نقول.I+٥ المستمر

/f(٦١ dz
 ل النطفة كانت إذا ملاحظة:

() الشكل في٤ الاتصال متمددة

 المنحنيات من بمدد محاطة كات إذا أي

 المناطق من عدد إلى تقسيمها عكن فانه

 بسيطة منحنيات عاطة الاتصال البسيطة

 من نقطتين نصل بأن وذلك ومةيسة

 من نقطتين إى داخلي منحن كل
(٤- )شكل مقيسة منحنيات بواسطة الخارجي المنحي
 نظرية تطبيق عندها ويكن ل في وافة

f(  )ج تكاملات وع ويكون الشكل جذا عليه حصلنا الذي المحيط عل كوشي
 عى التامل يأخذ• للصفر مساويا ، المحيط هذا عى الموجب بالاتحاه امأخوذة

 من هذا ويتج الساب بالاتجاه الداخلية المنحنيات وعى الموجب بالاتجاه الخارجي المنحي
 المختلفة المنحنيات بين وصلنا أن بعد ، لمنطقة الكلي المحيط رسمa التحول أن

 المتحول مع يس شخس يسار عى المنطقة تبقى بحيث ، أعلاه بيناه الذي بالشكل

• المحيط هذا عل

 عدة أو جنحن المحاطةD النمامة عى منتظماً لأبعا٤ً(2) ليكن كوشي: دستور

CD ها نرمز ومليسة بسيطة منحنيات +C )f عى مستمر  )ج أن ولنفرض
: يكون فانهD النفة من نقطة ع كان فاذا

(1) f(5- 2ia ج/٤/٤إ ة 2-G
c

 بالعلاقة التابع هذاn الرتبة من المشتق يمطى

- ٩٣-



(2) ٥٢٦٥١ خ/٢٥١٠4٤  م د

2٤٩-«(٤)
٥٦

 بجوار أعلاه المبينة بالمنات التصفf(2) التابع نشر يكن تايلور: سلسلة
: الشكل من سلسلة حسبD نقاط من نقطة

f(z)=a٠+a,(٦-٤+)٠٠٠+a٠(٦-٤+")٠٠٠(3)
• >مك ٠،

1 f(u)du4) م}لمرا=.ه 2ia (٥-6)

'l(.3) السلسة تقارب منطقة داخل برمتها وتقع غ مركزها داؤة عيط

 ,ة وكادتD اللنطفة عى منتظماً ابماf(2) كان :إذا منتظم تابع اصفار
f( z) ,a. للتابع صفر هي =f(a,) إن نقول o  وكان النطفة هذه من نقطة

 سلسة حسب التابع هذا منشور بدأ إذا فهاp امرتبة من صفرa ر إن ونقول
: أيp الدرجة من بالحد تايلور

f(2)=a,(٦-٦,)" + a٨١(٦- z,)٣++٠٠٠
. D  تعريفه منطقة في معزولة نقاط منتظم قابع اصفار إن

: لتابغ والاقطاب الاصلية الشاذة النقاط
 التابع بكن م إذا فياf\z) للنابع شاذة نقطة إناz, ما نقطة من نقول

 الجداء كان إذا فياp المرتبة من قطب إنها عنها ونقول تحليلياً فيها

(٦)١٣f,z)ة- 
.2, للنقطة ما جوار في منظما

. قطبا تكن ولم شاذة نقطة كانت إذا فيا اصلية شاذة نقطةa إن نقول

Mero موري الرو التابع morpheمناء.ة في منتظم قابع كل من نقول 
· ور0 رو0 ابم إنه ، التابع لهذا أقطابا قثل معزولة نقاط ماهداD ما

، D : المنطقة في مورفي مر تابع كل نشر يمكن Laurent  لوران سلسلة

- ٩٤-



: الشكل من سلسلة حسبD من ج نقطة بجوار

٢٠ ء١ ز-٠١-+٤٣
: وحيث+o إلm و ه- إى يسعى انهn عكن حث

' f(u)du1a.
 ةi٢ إ٤i-1 ء ،

da'ه /,{و١(٧١(٧-٤١= 
 ثه+

,C, د'رتين بين وواقعة غ مركزها دائرة عيطc حيث ,Cمتمركزتين 
• منتظماf(z) التابع فيها يكون حانية متطفة بينها ويجمران غ في

• f(z) n قطب ج النقطة فأن وعدودا <o  كان إذا
m0 كان إذا أما n <oح و- nأملية شاذة قطة ع فان •

٣٣2

٦٥-



9

٥

8
 +,و4 ا

٦A
 -ه( )شكل

 فاد

 التالي التكامل -احسب١٠٧
 المبين0AB الطر.ق عى عربا

. الموافق بالشكل
adzأ 

0A8

 يساوي التكامل هذا إن: الطل
0A  عى الأول تاملين جموع

 أيAB عى والثافي

[ wdn =[,Adق +[,wde

 =ه مء مرo٨ يم مسا ء قيمة أن ادافع من إن
 وبأخذ٠dz=idy=٤y+3% يكرن فإنهAB عى أما

: التالي الشكل السابقان التاملان
#d«]23 ر2 3،,2,2 iy١+) إ+ idy=[ i+[ ج [٩y+٤!]

•5٠·i(6+2i)= 5+6i=لإ+ 
. الطاوب التامل قيمة هي وهذه

: معادلته الذي0B المستقيم على التامل هذا لنحسب
2
=y د 5X

-٦٦



2=٤+iy= ٢ له+ i  د الشكل: من2 المتحول عليه يكون والذي
: الشكل المفروض التامل وبأخذ

: «313 2 . 2 +i)dx=(1+١ ج)٢٠(i+1 ج/)
0

O

(٥1+56)٠ =-لأ6i+2 ي لا ر د44. و5

 المستوي في منتظما تابعا =)«(؟z التابع كرن تقدم»بسبب ما ونستنتج
 وجدنا فقد بالطرقوهذا تتعلق لا الفروض التامل قيمة ،.أن كاملا المركب

 لقيمته ومساوية0B الطريق عى اقيمته ماوية0AB الطر.ق عى قيمته
ox B وقس8 من تمر دازة كقوس  إلى0 يصل آخر طريق أي عبى

•0 فيox ويسB من إر مكافىء قطع أو0 النقطة في

: التكامل -احب١٠٨

٥
=

٥'

(٦- )شك
 إ=اd٦ هد

 م-/ العقدية( )الساحة ،١



C(- 3, )B,' م 0,3)A (3,0), ABC C داة نذف هو  حث

 الدازة حط عل يكون أنه الواضح من إن: اال
 د

d2= 3 i ei@ d6 ,2 =3 ei6,a= 3 ei@

٤a٨=dد٥/٤ =ae1= و/ أ-ج6 ;ة. @أم.
o o

a AC أن فنجد  المستقيمة القطعة عل التامل هذا قيمة لنحب
 ن

=dz بالعلاقة يعطى القطعة هذه عى dxz =x z=xويكون 

y4 -3-3-
 ا١=٢٦٥ إ=« ه=,[ة]=لا»

 الدارة لمحيط الأدى الندفAB'C عى التامل هذا حسبنا وإذا

 نجد فإننا المفروض

٥٤a=-ص adz=if d=ا أ, 
AB'C o

 كون امرسوم الطربى بجسب التامل قم في الاختلاف هذا يبرر
: الركب المستوي كل في منتظم غير ة التابع

: اتامل احسب١٠٩

١/ dzي 

 ، ولمرء، ،٠ كر ر از: عبه ببن+

: يكونa, مركزها دائرة محيطz يرمم عندما: اطل

dz = i ei6 م ٥6, 2=7,+ ٥ ei6 ,%-2,= @ei م ،\2-z[=٥

٠ الشكل المفروض مل التا وياخذ

٩٨-



," ٥8 a٩  /-ا ج -ة /أ= ه٥-2٤٠

 المفروضة الدائرة قطر نف٥ بد متعلقة غير الكمل هذا قيمة إن

 منتظم غر٤(z -ة(=)٦'). التابع لأن العفر ياوي لا أنه6
• التابع لهذا شاذة نقطة ة والنقطة ,ة مركزها دائرة كل داخل

: التامل -أعب١١٠
d2(,٦-٦). ,%"م/=ا"

 وبصبa. مركزها داة( المنحني يكون عندما وذلك

. الواحد يساوي لا صحيح عدد٨ د كفي قطرها

 السمابق التمرن في أجريناها الي الطابات إلى إستناداً: اله

2- ١/'٤٥ei6d6 . ي)]-,,, ٥"ein6
()

i(1-n) ]يأيجي-٠ -أ-٠

2a  دور دودي تابع

٥ »< ٩ م • مب د ل يم> ما

2 ج

ei( ١-٥)6 d
 ر
o

e  التابع لأن وذلك

: التكامل -اعب١١١

 =اءا.١ الدازة عيط عى ,شر=ا

: يكون فإنه =ا«!1 الدازة المتحول برمم عندما: المهل
dz = i i6 م d@

- ٩٩-

@i2 ت م  د



,e3%4e١- /'e" i e/% 4e
@ei د لل لا ، 3ei@3.

2٠i6i62=. e d6i6
 =ا٤ "ه٥-٥٤ /ف/ ء٢ -أ""ء١٠٣3"] ه=أة

)o'أ • "e -

: النابع لأن وذاك كرشي نظربة مع تنجم التتجة هذه إن

• 2{(٦)=
7- 3

• ومحطها الدائرة هذه عل ومتمر =\«ا١ الداثرة داخل من:ا.

 الدمل: -اقة١١٢
 م

- ب{ ا/٨5in ر

K•

: المركب التكامل من لننطلق: اطل

•2 ت/-٨ ء

 من وااؤاف المراق بالشكل المبين المنحني هو( حيث نصفي

• AB ١' A' : ،/; المستقيمتان والقطعتين I'  الدائرتين
 هو6ك اموجب بالإتجاء المنحني هذا نرمم أننا نفرض و ه•• م0 ء ه0

 هذا ،قيمة كوشي نظرية حسب ، وتكون الشكل

 عى مبن

 التامل
 ونصفH هو'/ الكمبرة الدا,ة قطر نصف أن لنفرض. للصفر مساوية

r  هو م الصغيرة

 فبكون
ix م l2

1)l=/ e ، edX- d7 -+
X ٠ Z

H7 د

R 1x i»

١

e edx+/ - d»=oل 
K ٠ 2

 أ٠٠



A
X-7'ox ددأنا &له  عى المحمرة المستقيمة القطع عى

r

(٦- رشكل

 الشكل فيأخذ4 ""ر الثاني التكامل في لنكتب

d6=iei ر ,م%/٠/\٠٠٩١/٠٠٠٩'-/٢٠/٠٣١4٠٠٠٩ e«%=ر, 
()،

m٤٦

R" الرابع التامل في والنكب e»=فنمد 

e) ر "؟١٠٠١١١٠٠٠/٠٠ d16[8ا 
2$

٢'

 الشكل ،يأخذ٢ التامل فان-» »ب الأول التامل في بدلنا إذا أما

.'sInXe -eء»خبا»بز 
XX

ir٢ -i٢٤
/٥ dr. /edب د د٤ 

X٠X
R

 ا٠١



 ±نا إذا أن نستنتج اننا(1) العلاقة في النتائج هد.

sinX  إيلا-ع»=[.
X Reه 

']i٥8+i٠٠o٠ إ-/8٢٩ sinxdx  »,جج!±=-مس:٨ ه
0

 ا ي

1 .  ج- ناm لا
H_,c 0

- [ sin « i٨cos «
e d0

 ن الأخر التاملين من كلا الآن النحب

 ٠: أن الواضح من إن

["-١٩i٠٠١٠i٢٠o٠ «
d0e

: ٨sinr ' lsin «-/e e/=» ه o
• ى"  لأن وذلك

/٤(٦) dz\/٤١(»)\d%
 ولأن

«inه in « +ih cos 0\ - Hه h-ا 
e [=e

٠٠٠٠٩،4-20·o < o : sin يكون عندما  ه جز أن: بموة نبرهن أن يكننا

٤٠٠٠·20٠2 =V مشتقة الذي التابع فرضنا إذا وذلك sin o-V'=coso-
٥٤=٥٢

 ء٥٤
 المجال في واحدة مرة ينعدم الذي ه= اجل من(٥ و-د

 ء2
V'<o0د <o<« V'>o أجل من cos يكون  ==ه حيث

 ء٤٥٢
>a< اجل من oأجل من ا ينعدم o=o، ء2• فهوإذن فقط =نه ؟ 

-١٠٢



sin المرجة" القيمة حتى الدفر من يزداد a-  قيمه عل محافظا مميتتقص4
• ه ,1ع•٠ ة

 صحة يبرون ما وهذا دوما ووجب فمو الصفر حى القيمة هذه من الموجبة

2٠٠٠٩٠() ب- sin> الراجحة oأن هد عن ويلتج 
at

 ة. ة.،
Rein «

e do=/ eا R٥٤d o= e- ا(أو )
- 2 R«

) 0

 الصفر إلى ينتهي العلاقة هذه من الأجن الطرف أن بهولة ونلاحظ
: الثاني التامل أماR ح+ ه عندما

• rsin 6-ir cos4 ٤/١=aA'±ج/° #
: ويكونr مستمر- تابع فرو

• ٥him g (r)=g (o)= / ي de=-2 2

• أخرأً وجد
 م

sInX 57
/ dx=

· X 2
O

 م

 ان برهن

0
C0sX-e dx=0ا 

X
0

١١٣

 ونتخذ٢)( ؟ النابع من تتطاق التامل هذا لحاب الحل

-١٠٣



0A المربع من ولفة٠ ، الركب المتري في ،D منطقة A'B4 رمز الذي
 منه ونحذفh ب ضلعه أطول
 ونصف0 مركزها دازة دبع

 لبط ولنرمزr<R قطرها
 التابع إن.I ب المنطقة هذه
)('fعى منتظم أعلاه المعرف 

D + 1'  علل ومستمر المنطقة هذه
 كوشي نظرية نط.ق أن إذن فيمكننا

(٧ )شكل-: ونكتب

(a/= إ،+،+،+ d=0(1) ا (ا
8i8'،A١'hai١ ي

dz.=idy , 2=H +iy 'AA حث  على التامل لنحب
i(H+iy)

e .
0yب 

H +iy

R

 إ-ا
AA'

 باوي أو أصغر التامل إشارة تحت الموجود الكسر صورة قياس إن
 أيR يساوي أو أكبر فهو الكسر هذا خرج قاس أما -م

-yi(١i٢)
Ce
 و

 ا»٠٠-\٨
: ويكون

e- ١! ز٠ i«١-i١ieار 
H +iy

()

(i(R+iy٢إ
٠e

dyم أ /
H+٤y

: ونجد

 ا٠٤-



Rلإ-٢ 
1- R1-١1e /٦-»٢- ]م ء =إ٦٨ ا١ ء-١-٨

1
+ O/ h ,٨A حر

AA' • نجعل عندما الصفر نحر عى التكامل إن H  ح بعى

dz= dx٠z=x +ih A'B حث  عى التكامل لنب
? i(٣+iR)

e ·H+٤٠ م٠+إ-!٠٠

 د أو أصغر التامل إشارة تحت الموجود الكمر صورة حاس قي إن

 إذن فبكونR يساوي أو أكبر فرو عرجه أما- يادي

٨/A //ا

dx -R٨ ؟-/e e= إ ابز  مح
R cH ج

A'B H على النكامل إن  ج ه عندما الدفر إلى يعى

=«٨" حيثba الصغيرة الدائرة يط ربع على التكامل لنحسب

: المعروف الدستور إلى وإستناداً,:.i6 م Ie  ء ة =2ا6)

f(a)=f(٥(+),٦-٦),٢(a)+(٥-z.)٤(»)
 ه ،'' ج,ع() >»ب و =,ةo نأخذ ا٨ ،عند حدد ح، ,ج عندما )ج(ع٥

•• ٠م]2 f\z)=e

a١+ ه(]-z)٤+i\م١+٦"= 

 حث يقى» الصفر نحوa تسعى عندما محدوداً

 اشكلha عى التكامل تقدم بعدما أخذ

 إ٠٥



/4 +/
٠٥٠ baba

• aء +،إ=» ه،"ه" ، /
 الأخير التامل فان ح-ج ه عندما محدود ه أن ا٤

٠٠3٠ و ؟ . أ٦ تساوي قيمته فان الاول التامل آماr مع الصفر

=dz >.تa٨ على مل6 الا- كتابة مكن dx ,2=xبالشكل 
 التالى

P٢ i٤
%/ ر]٤sin+cosx« ر  سه أ أ

:; X

dz= idy ٠2=٤y Bb حيث K على مل٤ ال- كتابة يكن

: التالى بالشكل

y-و •
 ق/ /إ»٤ إ،

yii iy

 نجد(1 ر العلاقة في المعاومات هذه كل جلنا وإذا

 نحو إسعى

R r

[' cos + isin ٤ برر  لأ]
• X ٠
r H

-y

e .٠dV =٤+y • 2

 ج{ وr حo عندما ج-0 حمث

 أن اله'بق التمرب في راينا لقد
g

sin X 5/:-dx=K 2

 فيكون
-١٠٦-



R ١ R ٦

،
٠١

eCOS-COS٦ /-رل X e dx = ٥
K V X

r r

 أخرأ ونحد
»

H م
-y

p4
2cosx-eا dx= lim ، COSX-e dx = lim =0

H ارع  ر ه )،cx ج
 ج}]0

. برهانه امطاوب وهو

: التاملين من كلا أن -برمن١١٤
a c

١ cos x x 1 /sin x" dx

 و&?+
 التابع من لننطلق: الطل

a)= e)المستوي في ونتصور 

 قطاع من المكونة المنطقة المركب

A( R,0) AB حيث0  الدائرة

"A@B = «s(٨- )شكل كور الذ التابع ان

: كوشي نظرية عايه فلنطبق ويطاD عى منتظم

O=ا ا=/+-+١ 
I0١١(A(A8

(1)

 الشكل: يأخذd م=«٢ و =ا٢ حيث(A عى التامل إن

٤"١٠٠lim ,e x='(2)

١٠٧



 معروب هو ك}

d2=(1+i)ds ,a=+ix B0 حث  على التامل أما

(3) (١+٤)/
H

-2ix%
e ١+i =dx ا /2

 ا م م كبي
dte ز٤

 ا=yZx بالعلاقة التجول تغير بعد وذلك
 بعد التالي بالشكل حابه يكن فانهA١ القوس عى التامل أما

: بالتجزئة تامل اجراء

 ي) إ٠ -ت=إt إ-إث!
2,Ahi١،١i

"e على ومستمرات منتظان
< ب

z4
ae- ٠ التابعين لأن وذلك

2

-• 'ة وال وكذلكR دح عندما الصفر نحو بسعى امقدارام&مل إنAB القم

• R  مح عندما الصفر إلى يعى فرو الأخير التامل

 تجد فاننا(1) العلاقة في امءاومات هذه جلنا إذا

 ا' ند+
 سه ج]Cن

1+i " ,/e dt= o١2 ٤٦
 م

: او
c،

٠٥٤٠٢ )=/e٤sinج- e0ا٣') 
442

. 2 G <

'' «t= /cos tt -٤/ sintdt

 بن الملاةة.نم هذه طرفي في الحققين القسمين بن ساوينا إذا

: نجد فوف فها الو"ممين القسمان

 ا٠٨-



c /­=};]%ostdr«0-/٠ آ

sin =ه ج[إ tآ 
 ة2

 أن بر«ن اK\=2 ح ه الدائرة ميطC كان إذا

7"+22-5
 أ(1 )(ت

٠ (z+ 4)(z+ 22+2)
 الدائرة محيطC, كان إذا: مابلى وبرهن السابقة النتيجة من استفد

z  بكون فانه ،\5=/2
2+22-5

,:/ ي03 د( (z+- 4 (z4+22+2) ر

'( يكون عندما صحيحة تبقى السابقة الفكرة كانت إذا فها ب

/.2+١=\2 الدائرة عيط

 أ اصغر تامل قياس بأن القازة النظرية إلى استناداً: اطل

 ثة القا بة والنظر التكامل إشارة تحت الواقع التابع قياس تامل يساوي

 قياس أن ثة القا بة والنظر القياسات مجوع يساوي أو أصغر مجوع قياس بأن

 مكننا هذا كل إلى إستاد] ، قياما تفال يساوي أو أكبر عددن وع4

: C  الدازة عى أنه نذكر أن بعد نكتب أن

 ا=«
R%- 4 ,/%+ 22+ 2/-R%- 2H-2/--4+4,ا z-5/-- H"+ 2 H+52أ%+ 

: ويكون
R'+2H+2٤+%2٥-5 ا
 د رر
(R4@R-2F-5]١ z"+4/٠١٦+22+ 2

 عوب عدوه لتابع تكامل قباس أن القاثة النظرة إلى واستناداً

 النمي بطون مضروبا النابع فذا الأمى المد يادي أو أصغر منعان عن

١١٥



l!
 يكون فانه

( R%+ 2I +5)2-H
 ،د8ال

( R- 4  ما+-R(R%-2H-2) ر

(٨- )شكل

 الثى برهنا قد بكون وبذلك
• المألة من الأول

 تحت الواقع التابع إن٢
 نقاط أربع التكامل إشارة

: في شاذة

t- i-1=-ن2٤ و= 

 داخل النقاط هذه ل تقع
a٠2 الدائرة =  ة المفروضة

 كاف بقدر كبيرةR أخذنا وإذا

: برمتهاC, الدائرة تحويC فان

C, على كوشي نظرية لنطبق +tأن فندد :

O=و ا ت ا 

C+ C;

. المألة من الثاني القم برهنا قد نكون وبذاك

 المفروض التابع الشاذة النقاط كل لاتحري «ا+١=/2 الدائرة إن
 نطبق أن مكننا ولا الدائرة هذه خارج تقعان2٤ النقطتين أن إذ

;C عى كوشي نظربة +Cعلى التكامل بكون لا وقد Cمعدوما .

 منشور اكتب >م حيث١ م'ج=)( م التابع: ليكن١١٦
. تايور سلسلة حسب التابع هذا

 مدا الركب التوي من نفطة كل في منتظم ا=ابع هذا إن ، الل



١ (z)

: بالدور المتتالة مشتقاته وتعطي =ةa النقطة

(p+ n-1)٠٠٠(P(p+1١ إ٠)-
a-٥) أ )P+٠

: العلاقةa,=a نقطة كل في ونجد

1 1 (z- 6,)
-2) دعد ل د ي ي a) "(a-, ة) (w-a,7l

,("٥-٦)(١-p+n)٠٠٠(P(p+1١ «ر+)-
 هي

n! (2-a ٢ ه٠٠ م+(

 ونصف #,ةa مركزها دائرة كل داخل صحيحاً يقى المنشور هذا إن

p=1 >r أجل من بكون خاصة وبصورة :z,-a1 ا  قطرها

("z-٥)،٠ ,(z)١١ -ة = +ز'٠.٠)"( و+٠٠٠ (2 -a)"+'( a-a)"7-a٥-, ة

(1)

: الادللة ادرس١١٧

p(p-1)٠٠٠(p-n+ ١)٠٥·»f(٥=)١+p٥+٠٠٠٩ ا +"خ،شم٠٠٠

 من ويكننا ا2</1 أجل من متقاربة السلسلة هذه إن الطل:

 ا وعم٤: مشتق نحسب أن الدازة هذه داخل الواقعةz قم أجل

: التالي بالشكل

p(p-١)٠٠٠(p-n+1),٧=، م١
-+٠٠٠p+p'p-1)2٠٠٠+٦متZf' (٥)

( n-1)  ا

 أن بهولة ونبرهن
(1+z) ٠٢(z)-pf (a)

: ومها

-١١١-



P٢(%)
f(٦)١+٥

 يكوب الإتصال وحدة منطقة في العلاقة هذه طرفي كاملنا وإذا

 نجد: فإننا منتظماfiz) فها
log, t(a)= plog,(1+٥)+k

 و الرة ذا اللغارتم تعيين و بادايل بعني

• وهمه
· p.log(+»)
f(ج )=ce '٩

 أو
f()=c(1+z)٤

(1+z)  التعيينات المتعدد للاتابع و الم ذا التعيين و بالدليل نعني وهنا
 أه يكننا(1) بالعلاقة المعطي٤ )ة( تعريف إلى واستناداً

: فنكتبC الاختياري الثابت قيمة تعيين
f(o)=1= ٥٠(١ م)

p=- c=1 إ مثلا كان فإذا ، (1"),= ١ فإن =و0 د  ء2 ء

c=-1 م كان إذا (1),=- %-=١p فإن٩=1 د  أما

: نكتب أن عندها ويكننا
21

= ه ل{ ط{ ٠٠٠21(1+z),3

 -;ا%+١)٠٠٠ لإ(-٠+1١
 ي؟ب ءي٠

n!

z)1+ !=لا(=.1,(z+1)- ، و ,0

(1+z),"

-١١٢

1- ٦(1+z),



z-0 عم. أء.> ه. = >زها مر دائرة كل داخل صحيح2 o  بجوار المنثور هذا إن

•١<١ قطرها ونف

(٥-1+()4):- -ر حبf(2 أ-=) ابع ا:٥ از١١٨

. المتلفة القوى سلسلة

 كسرن مجوع إلى الكر هذا تفريق الرل من إن: الل
 ونكتب بسيطين

(1) )%(=f1 ة 2٥+1
g4١-2 +ث

 أماالكسر ر«= ر النقطة هي شاذة نقطة(1) من الأول ونلاءظأنللكسر

 لأولى٣ة النقط تقع2-=2٤ ،z=2٤ ا:٨ شاذتين نقطتن له فان في ا:

 الأخيرتان النقطتان أما(1 ر قطرها ونف ه مركزها التيC, الدائرة عى

 أمام سنكون(2) قطرها ونصف ه مركزها الي زة الد عى فتقعان

: z  فها يتحول التي المنطقة حسب وذك المشورات من مختلفة أشل
 داخل كنا ذذا ،C ي خارج أو(C,0C) الحلقة داخل أوC, داخل

: ونجد ا2<\1 يكون فإنهC, الدائرة
11
-٥٥-٤-٠٠٠-l--٥-1 ، ه 1

 الداخلة النقاط من نقطة كل أجل من متقاربة اللسلة هذه إن

. C,  للدائرة

 اماز:٢؟- والد+4ا جب يعى، إنة به اواي إلجر ا
Z+76[.٦ -ا]ج=٨+٠٠٠-)(+ )م(+٠٠ ا،د د

1 -
41

٨- م العقدية( )الساحة -١١٣-



. ، هذا بعد وبكرن ا؟ا ،< لأن وذلك ،•

٥"٥٧+٥٧١٥١%z٥+1 (ا 4+7 ±اe!2 و4n3 "و[ أ٥ ٦=/٠٠٠+ أ ي د سه[
 ا3+8
 «+ر،+2

 د
+٠.]

 ما: الداز في الذكور التابع منشور ويكون

(-١ -)ز+٥(١(%-)-;+١ ر%-4(١-)%-٠٠
444

 يميهي،اي,جز;:: ونجد <ا'ا1 يكون (فإه ي(,C, ر الملقة داخل% واقع إذا أما
«،٩، ,+0٠٠z"z72 لآz١٠٦12-1

,3،2111.
f(z)=44٠٥8،(٠٠٠-٤٠٠٠--+٦(١+٩ .+؟"-٠

: </لإاوهد١ يكدن فانهC ي الداز خارج ة وقع وإذا

+١ إ٠٠Z7"z٠٠٠٩ +ا]و'.يإ.بر٠+-٠ +)ج(/٠1 4

٠ 1+4 1+١ 1-4 ١-4 1+4"f(ة+٠٠٠(=++++ 
Z z%%ج ا" 

2 2 4

-١١٤-



 "س نار

 حث=(0A1 الطريق عل التالي التكامل -احب١١٩

: B(200)0و ا(،٠1) د الاحداثيات مبدأ تثل 

dz4%ا=/ 
٠ و بد و

• متساديةن قيمتن عى محصل انك وبينOB الطريق عل أحبه مم

 (إ=ا٥+i ه) التمل -احب١٢٠
٠٠\(30)٠B(-3,0) :.AB C قارها دائرة زحف يمل  حيث

 =ا "ك ،2 التكامل احب١٢١
M٤

b( , ٠1)٠C(٥٠1١0(٨٠٨)٠ ABCO C الطريق يثل  حيث
٥Tعى أحبه تم٨ ,،( د0) ى• إ-،- و ء A0ذاك وبرر الناتجين قارن .

٠ التكامل أن -برمن١٢٢
c

 ر
cos ( x%) + sin( x%)-1

 د لأ
٣% 0

•7 مح ه التابع هذا تكامل واحسب٢ إه( -"ع1 التابع من )انطلق

 ضلعه طاول.٠o٢٥y عى ضلعاه ويطبقo في رأسه مربع عيط عى

Rاللانأة نحر بسعى )

 (إ٣-٤y"١dz. التكامل -احسب١٢٣
١١٥



 القطة إلى(1,2) النقطة من=٠2٨ امكافي القطع عى آ
٠«٠(2,8)

 من (م١,8) النقطة إلى(1,2) النقطة من منتقم على ب

٠(2٠8) إلى(1٠8)

٠(2,8) النقطة إلى(1,2) النقطة من مد:قم -على=

 دذوسه تقع مربع محيط على [ا2 انكامللءه -احب١٢٤
. القاط في

 برؤوس المارة الدائرة عى (مم0١)٠(1٠١)٠(١٠٥)٠(٥٠٥)

· ااربع هذا

 الدائرة محيط آ عى%d%(3+/)« التكامل احب١·٥

٥=zالمحالف بالاتجاه(٥٠2) النقطة إلى(2,0) النقطة من 

(02٠) (إلى2,0) من اللستقم -على ب. الساعة عقارب لاحاه

(2,2 من) (نم2,2) (إلىo,2) النقطة من المستةم عل=

 نتائج من عله مانحل فسر(.٥٠2) إلى

: التكامل -ا-سب١٢٦
2-i
/ (٥٤y + iy) d

٠(2-i),(i)  النقطتين بن الواصل المتقم احط اعل

-١+y=1 ب t، x=2t- 2  المنحني عى

: التكامل -احب١٢٧

/(z!'  ه
- ١١٦-



 ا٧-١-/٠١-/%/١ الدازت من كل عى

-'z»)٨ المك"مل احب w + ١٢٨ ة(2
 تقع الذي المربع عبط عى ب ا-ة الدازة نحيط عى آ

 ءامنحي(٠1 (و)١٠١)١(١٠٧)٠(١,0 النقاط) في رؤوسه

 حى(٥«0) النقطة منy=٨ امكافىء القطع قرس من الماف

 حى(1٠١ النقطة) منy" ،٢ فيء المد ا"قطع قرس ومن(١٠١) النقطة

٥,0) النقظة

 ثيد الكاو قوس (أعى+d/1/ التكامل احب

=a(6-siN 6)٠٧٤(1- cos6)
25-6 النقطة إلى النقطة من

dz التكامل احب١٣٠ + %z%المعرف الني إعى ا 
 امعادلة

+272+"7» د w=(2-2)٥+(2+2i)٧

٥=2+2 النقطة إلىz= ر النقطة من

: التكامل احسب١٣١
dzم 
 د

٢٠ 6- 2

 -ن١= ة الدائرة عبط عى -اب2-\١ الدائرة خبط عى آ

=-2±2i٠ 2 2 ٤ النقاط في رؤوسه تقع الذي المربع على

 الدازة عيط (/عى ث+i )شds: اتكامل احب١٣٢
. =ا«/2

 المنحني هذا قوس يثلs أن نفرض

- ١١٧-

١٢٩



 ا:اة في ح-بةاوران -ولمز)(ا التابع: انشر١٣٣

wa<3المنطقة في نم »:.

 المجاورة المناطق في لردأن -للة حسب اتالية الترابع انشر١٣٤
: منها لكل

 لا

(4-٤(١2-٦)

 و0<%2 هب<
٥ -ا(2) 2 >2

20z -.ن<2<1 202-1  <و١٠1<2<1٠0

2

74 ١

1
 -ن(2%) د

1- COS '
2

i/>2\%-ا 

a2,2>ر٥/ 

: الصفرر بجرار التالية الترابع -اشر١٣٥

a2e" ٠٦٥١١y٦"e4,ث,٠± ا 
a2,

: التوابع الشاذة القاط من كل نوع وعين -أوجد١٣٦

٥١+2١٠٨٣(٩+٦et)%+لمر os«م١٠٠' z'(2sin 2-1)%

2

e -1
 السلةالي تقارب منطقة عن ،-)( بجوار ال=الي التابع -الأشر١٣٧

 الشاذة. التابع هذا نقاط ونوع عليم( تحصل
 (/ة٤-2)

e

-١١٨-


