
 سادن الفصل
Analytie Continuaion  ا"لتحبل الخرير

 قابعان لدينا كان إذا الهولومورفية: التوابع في الطابقة نظرية ا
 من منتهية غي وعةf أجل من التابعين هذن قم وكانت( ساحة في ورفيان0 هولو

G ;H ل منتمية الأقل عى واحدة تجمع نقطة {H ل وكان متساوية  النقاط

.( الساحة في ان أينا متساويين النابعان يكون فعندئذ

 وى له بكون أن( ساحة في مورفي مولو2)f) لنابع لاجكن-٢
 مالم( من جزئية لى( ومحدودة مغلقة ساحة كل فيa المواضع من منةه عدد

)f) التابع يكن aد مطابقا aااوضع٠( aلتابع (f( zاللوضم «وذاك 
.(f(2,)= a ,z أجله من يكون الذي

)f) التابع كان اذا٣ zًساحة في «ولو«ورفيا Gأن بك::ا فم:دثذ 
 ف التابع قيمة فيه نكون شكل عل صفرة بدائرة( من ,ج نقطة كل نحبط
 التي الحالة باستثناءa, كزها م في لأيمته ماوية عبر الداثرة هذه من نقطة كل

)f) للتابع فيها يكون zكل في نفها القيمة G، أمفار ان هذا من وباج 
. G  في منزة(7) النابع

 كانت و[ذاG في ورفيين0 «ولوf (ي2) وf,(z) التابعان كان -إذا٤
 مشتقا] ججيع قم كذلك وكانت متساويتين( منa, نقطة في النابعين هذن قيمتا

.( في متطابقين التابعان هذان يكون فعندئذ متساوية النقطة هذه في

: التحليلي التمديد مبدا
 ولنكن م( ساحة في مورفي ولو2),f) تابعاً أن لنفرض: -نظرية ه

- ٢٠٦-



,Gمع تشترك ساحة ,Gفاذا. ذلك سوى في مما تشترك ولا ع جزئية بساحة 

 فعندئذg في (زا٥) مع ويتطابقG ي في هولومورفي )ة(و} آخر تابع وجد

. حيدا و النابع هذا يكون

 ان يتر أنها٤ك للاخر غليا امتداداf,(z و)f٨)%( من كلا تدعو

. الكبية الساحة في مورفي «ولو٢('a) واحد لتابع عنامر

 قطعة عل معرف)x حفيفي لتحول تابع تمديد أمكن إذا: نظرية٦

 ا إلى الوصول أمكن إذا أي) المركبة الماحة إلى(k الحبيني الحور من
 القاءة( هذه طول عى الأصلي التابم مع ويتطابقk ساحة في مورفي هولو مركب

. التمديد لهذا وحيد شنل سوى لابوجد فعندئذ

H(x)]P) عادي حقيقي ابع كل إن (x)/0(x(٣ و))
 التي النقط باستثناء طه ااركب المد:وي إلى للتمدد قابل]x في حدود كثيرا

، e F(z)=P(a)/0(a) أن.٤ امتداده هو  ويكون خرجه تعدم
cosx . sinxهذه امتدادات وتكون كله ااركب المستوي إلى للتمديد قابلة 

• cosz sin د z » e  هي

 ما نقطة2, كانت وإذاG, ساحة في مورفياً «ولوf,(a) كان -إذا٧
 نصف وأما ،2 ر حول قوى سلسلة فيf,(2) ننشر أن عجننا فعندئذ ر( من

 التابع يكون وبالتالي ، عدود غير يكون قد فانه السلسة هذه تقارب قطر
 حاولنا ما فاذا. محدودا يكون أو ، كه المركب المستوي في مورفيا «ولو

 لامكن أنه نجد كد فمند التقارب داثرة خارج إل فحايلياً السلسلة قديد الثانية ا±لة في
 واحدة شاذة نقطة الداثرة هذه عيط عى يوجد وانه الاتجاهات جيم إى تمتد ان

. المذكورة بالسلسلة الممثل للتابع الأقل عى

 التابع عن نقول قندئذ اتجاه أي في ممكن غير الدلة تمديد كان وإذا

 الطبيعي الحد المفروضة التقارب داثرة عبط ويكون للامتداد فابل غير انه المفروض

. لاسلسلة

٨a,( 2- z,)" G وكان الرابط بسيطة ساحة  )ة=f،(2 كانت اذا
);f) نمدد ان استطعنا واذا ،G من ,ة في تحليلي لتابع عنصرا  ودعى ,ة من بدأ2
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 وحيد ورفيا0 هولو تابعا التمديد هذا ي.طينا فندثذG ل يتمي طريق كل طول
.( طريقا مقيس مستمر منحن كل نسمي) كلهاG الساحة في التيمة

 مورف. هو بعد ."ل•• ه فبا لرو، قبها٢(٥) لبك(:schwarz )مبدا التناظر ميدا٩
 نفها المجال قطمة وعى القيفي المحور من(a»b) مجال من جانب عى

:-C=-=•-١ تابلا التاي. يكون فعندئذ -ققية القطعة هذه طول علل التابع قم أن ولنفرض

 ي· ':"في ر٦٠ تسا ا±ق.م للدور بالنسبة المتناظرة النقط في ويأخذ(a ا,) عبر للتمديد
.• مترافقة كبة م

 لإ٨ا لا
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"sin المطابقة لدينا لتكن-١٧٠ z+ cos" z=1تصح التي '
 أجل من كذلك تصع انها برهن ة الحقيقية التم أجل من ، نعم ا

. لاء الركبة التم
G =F(a) واتكن sin? z + cos" 2-1  التابع لدينا لبكن: اطل

• الحقيقي المحور من قطعة تحوي المركب المستوي من ما ساحة

sin من كل كان ا zو cos zفي مورفياً «ولو Gمودي هولو٣ )ة( فإن 

F () =(%)F فإن الحقيقي المحور طول عى  ه أن وبا. كذلك

"si أن ينتج ومنهG في الصفر يطابق 2 + cos?»=1أجل من 

 من تصح المذكورة العلاقة فإن كبنيةG أن وحيثG في2 قم جيع

• ء المركبة التم جيع أجل
 التابع أن -برهن١٧١

, (a) =z- z° +  ق-2+٠.٠%
•» ه٠ ١: ل يثل الذي التابع ذلك بعد أوجد٠/٦</1 الساحة في مورفي «ولو

. الممكنة التحليلية تمديداته جميع
/٦</1 عندما متقاربة السلسلة أن( النبة اختبار) بهولة نجد: اطل

 ان• الذكورة الساحة في هولومورفا قابعا تمثل السللة هذه فإن ولذا
2٠

 ولكن.F;'٦ -ر;=) \،هو2<\١ عندما ، السلة هذه :جوع
Z,

-٢٠٩- م-}' العقدية( )الساحة



a =-1  باستثناء المستوي نقط جميع اجل من هولومودي التابع هذا

=\z الداثرة داخلF,(z)=F,(z) يكون انه6  فإن ولذا]1
. الطاوب التابع هوF )ة(;

F,(١٧4رء٤ -ه٥٠ بالعلاقة العرف التابع أن ­برهن-] 
 امتداده ذلك بعد أوجد.R()>o المستوي نصف ي هولومودي

 المستوي من الآخر النعف إلى التعليلي

• نجد بالتجزئة بالتامل: الطل
c M
] ٤ e- dt = Lim [ t e-dt
o Mر co

-٥t ٥t t-و 

e e elim {(t)()-(٥٣() (+)و٥t)( ٥( تر -M;  ه

-t
Me

 إ/(ه-

-"٥Me-"٥Me٧-Me١ ٠ز إ٥
 مد {أ{أ ي= ب

2M22ر 
»M6 -م

{
'z ي

٠-٠6•R (a)>  ه كان إذا ت تسادي النهاية وهذه
-٠٥

 استثناء كله المستوي في هو)ومورفيF ت;=)ة(. التابع أن إلا ء٠6٠ا٠

F:(z))( أن}2-٥ =Fولذلك الأن المستوي نصف أجل من 

. المطارب التحليلي الامتداد هوF,(z) أن زى
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=F(x) إ=ةx/ التابع هل-١٧٣ yالمدور عى المعرف 
• الركبة الساحة إلى التمديد قابل <<ه-+ التقي

 غر لأنه المركبة الماحة إلى الفروض التابع قديد لاجكن: الطل

• x=  ه النقطة في للاشتقاق قابل

F فإنx> ه كان إذا: نقول أو (x)=xويكون التمديد قابل 

F(x)=-x x فان <o F كان إذا كذلك ، ام.اده هو (z)=z

F(2) هو امتداده ن و< لتمديد قابل =- zمديد لاوكن ولكن 

. غتنفن بشقين ما ابع

F (») >x>1- الحقيقي التابع -مل١٧٤ ١ الجا في المعرف

x= ٥ أجل من o #x ويساوي i ه أجل من ه  يساوي والذي

 مشتقات ذوf(x) التابع أن لبلا>ظ) المركبة الساحة إلى لتمديد قابل

 به(· المعرف المجال نقاط جيع في وذلك كن مرتبة أبة من مستدرة

 القطعة مجويG ساحة في مورفي هولو تابع إيجاد لامكن: اطل

<­x<1+(٤) مع ويتفقfالمرشح التابع لأن القطعة هذ. طول على 
 أجل من التابع قم من يتضح6 ، "-ج هو الأمتداد هذا ليمثل

x<+1>ه ااوضع في أساسية شاذة نقطة ذو التابع هذا ولكن ،٥ •

 الأعداد من متتاليةg,,٤٠٠٠٠٠٠0٠٠٠٤١ كانت -إذا١٧٥

2 باوي أو أكبر ااتتالة هذه حدود من حد كل كان وإذا الموجبة الصحيحة

: السلسلة تثل فعندئذ
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Gg g n'م أ'م 

2  =م8,8,6٥,
1-٠٠٠٥٥

 دائرة عبر التمديد قابل غير]z\<1 الساحة في مورفيا هولو تقابعاً

. مطلقاً الوحدة

 الساحة في هولومورفا تابعا قثل السلسلة هذه أن الواضع من: اغل

: فان اz=\٥<1 كان إذا لأه١</«1

٥١-"١-٥-1 ج»ااقا طب 1-

 وبالتالي ، <إ]1 كان إذا متقاربة تكون السلسلة أن نلاحظ ،منه
. مورفيا هولو قابعا قل

 المرتبة من1 العدد جذرا ي نفرض التابع هذا تديد ولدراسة

: أي الصفر( باوي أو أكبر ثابت عددp )حيث٠٠٠٤٤٤١,

 لي٠"...=%١

: لنضع

٥G(٥<٥<١) =ة
: يكون فعندئذ

gggg
·"·2 ع فج٥ ع9%٥..٠٥ =E
..٥"٠4=7 ١-٠."٩٦٠1-٩٠

. +o  إلى تسعى السلسلة هذه أن نلاحظ فإننا-٠+1 جعلنا وإذا

 بشكل فإنه م عددها والتي السلسلة من الأولى الحدود :جموع وآما

.2-٠٤ عندما محدودة تبقى فإنا ولذلك مورفيا هولو عادياً تابعا
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٤ت النقاط أن وبا•f(2) التابع شاة موضع£ أن نرى وهكذا

 التمديد قابلا يكون انf(a) التابع لايكن فانه=\%\1 عل كثيفة

• لوحدة دائرة عبر

 بغض ، وانهG ساحة في مستمراً تابعاfً)( -لنفرض١٧٦

 نفها السماحة في للاشتقاق قابل ،G منمk مضلعي خط عن النظر

 الضلعي ا±ط هذا نقاط في تحليليا التابع هذا يكون أن لابد أنه برهن

• (G k عيط عى تقع أن  لطرفي يكن ر

 .ة مركزها دائرةC ولتكنk من ما نقطةa, لتكن: الحل

 فعندئذ( أقل ولا أكر )لا نقطتن فيk وتقطعG في واقعة

 لحيط لرمزG,,G, جزئيتا ساحتين إلىC ب المحدودة الساحة تتجزأ

C • با الأولى C  ي ب النائية ولحيط

 المحاطة رG, الساحة داخل في هولومودفي (؟a) التابع أن وما
 الساحة هذه عل ومستمر( المستقيمة القطع من عدوه وبعده دازي بقوس

 وبفر(٩٣ )ص كوشي دستور إلى استنادا يكون فإنه عيطها مع

: G,  من نقطة ه أن
f(٤)١ (٩)٠f،2231- م±'؟/,. ي

6,

1، £(٤) 2ai هممم؟/م:ة5 ه= G-z
C

٢/.±.-٤٢٤١a٤2a z-٤ غ

 ة نقطة كل أجل من العلاقة هذ. صحة برهان يكن مماثلة بطريقة

• G  و داخل

- ٢١٣-
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: الشكل من تامل كل أن نعر ولكننا

G-z2، ا٦ إ ، a٤

 ، الطريق هذا عى مستمر قابع و )ة( و كيفي طريقC حيث

. C G من نقطة ابة لاتحري  ساحة كل في هولومودفيا" )«(؟ قابعا يثل

. المطوب وهو ة في تحلييf(z) فإن ولذلك

f, (z) ,G و (),f ساحة في مورفيا هولو قابعا  لنفرض-١٧٧
 متصادمتان الساحتين هاتين أن ولنغرضG, ساحة في مورفيا هولو تابعاً

 هي الضلعي الحط هذا نقاط أن بذلك نقصد ،k مضلعي خط وفق

 قيماfي٠٤ ل أن كذلك ولنفرض ، الساحتين من لكل خديه نقاط

 هذن من كلا أن برهن.k نقاط جميع أجل من متساوية حدية
. لآخر تحلبي امتداد التابعين

 كان، إذا لأنه مستمرأ تابعا تشكلk على التابع قم إن: الطل
(٥)fالنقط من خال مغلق لطريق الداخلية الساحة على مستمرا تابعا 

 القم فإتf)&( حدبة قيمة ي حدية نقطة كل في ويقبلC المضاعفة
 أن يكفي ذلك ولبرهان.C عى متمرا قابعا تشكل (؟٤) الحدية

 ا±دية القيمة تعريف وإلى منحن على الاستمرار تعريف إلى نعود

 من تجعل الي6 )غ( القيمة هي ي حدية نقطة في لتابع الحدية )التيمة

. ا( المعرف الساحة داخل من ي في مستمرأa)f) التابع

,f) والتابع عققة السابقة المسألة شروط تكون وبذلك (zامتداد 
;f!) تحليي (aوبالعكس .
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 بالسلسة العرف التابع ليكن-١٧٨

F«٥-٤ث٣
N1ه= 

 تمديده بوساطة وذلك قم كثير التابع هذا أن إثبات والطاوب
 الاتجاه في+1 النقطة حول دازة طول وعل0 النقطة من بدءاً تحلياً

.0 النقطة إلى ثانية نعود حتى السالب

 الدائرة عل منتظم مضلع دذوس٥٠٦١٠٠٠ لتكن: الطل

١/=z-1ولكن ا pالمضلع هذا رذدس عده p>  ولتكن6
: بكون فعندئذ الرؤوس هذه أحدG النقطة

-2vai
P (e (=1٠2٠,٠p-1ة= 

 أن نلاحظ ذلك أجل من. ,ة حول المفروض التابع لننشر

coF ()= w--
 آ=ه٥1

F(درء (k- (z-١) >ا(الإل0 ر

. النشر هذا يكون وبالتالي

٤(٩١+٤(±4-٤ ر٠-
n-٥ ر  =ه1

=٣ ة(١+٤(٤٤ ر
1-٥ ر

 الأخير النشر تقارب لدائرة القطر نصف فإن/1 =\ة-1 كان وما

 الجديدة التقارب دائزة داخلa, النقطة تقع وبالتالي ثانية لاواحد ماو
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٠(٥ من أكثر الضلع أضلاع عده لأن -ية]٦</١)

d ٦-٥ ر١ صح dz ج٣-(١=٠2 1-٥ 1-٥١ 5٦
kd ٤-"(٥١١ (k-١)لنمر 

dz1)٥-1ا -z)

 م

: أن وجا

 د-%(٥ ر٠ ا١
1-٥ -ا2

: يكون ية الموضع في النشر فان

F(٩١+F(4 ٤ل+)٤٢46 ر

 ،4-٨ اره- ف اي اسنر لذ م,:سمر ا سية وبعراد

٢ ة(١+٤(4 +)١6-٠٠٠+٤(٩--١١+٤ ركا(

 ببهت ء ائم شًه ر مداأي. "ه
 التمديد قابلF(z) التابع أن ينتج فانهF )ء( مطابقة-( الأخيرة

. الاضافي بالثابت البدء نقطة إلى عودته بعد تزداد قيمته وانz=1 حول

F( ٥+)٤ لق-%(١+٠٠٠+٤ ردعق-%(
1-٥ ر1-٥,١

: نلاحظ التابع هذا لحساب

2ai2 mi-2(-1)ai ر
 د،ا

P-e Pم e٥,-٥١ "٧ دا -استZ=0 ر - 2(٧-1)٦iل [_ر] ن 
١Pe

: أيpF )ة( مساويا الاضافي الثابت يكون والتالي
.zfر i -2 م2

p(1-e6 ١٤١ .+'ج+;+1.٠٠
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 ا عله نحصل فإنناp عن مدتقلة القيمة تكون أن يازم أنه وبا

 الثابتة وتكون الصفر إلى ة يعى عندئذ ه الى تسعي م بجعل

٠23i  مساوية

5."% القوى سلة عن -لانعل١٧٩ a(=٦)fأن سوى 
 دازة محيط عى .ة وعيدة شاذة نقطة ذو يثلها الذي (اz) التابع

 أن البرهان والمطارب. بسيط قطب الشاذة النقطة هذه وأن التقارب

a,  ح/"-اr و
8+1

a  ج"2
8+1

: السلسلة تقارب قطر نصفr أن بفرض

 التابع يكون فعندئذz, القطب عند الراسب قيمة لتكن: الطل

 دازة في تابعا«رلومودفياً يكرنءذا والتالي .ء في تحليلياf(aً كز-)

• R z,/=r ا R>/ حث ا٥
€٠ ع

٤2 الإ=ج-ج-٠٥3 الآ لنفع

: خاص بشكل يكون فعندئذ
b, 2% o ح

 أن ما ولكن
C  ع ع

=2(-. )z"!a,t-2-٥٥ م

 أن بسهولة مغد فاننا

Ca.=h,- ١+n ممي
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 ومنه

n+lb,ب١ %, -ea٨  ب ت2 ,,جب,
n+2b,1+8٠ ب1 ة-٥

 الثاني الطاوب مباشرة ينتج ومنه الأول المطلوب وهو

: السلة أن برمن(١-)١٨٠

111 z+-٤ 2+٠٠٠F(5+ة٦ -٦-+٩(= 

 ا٦<\١ أجل من متقاربة

: السلسلة وان(٢)

F,( 1-1٥ ا-+ {=)ء٠٤ ا{-٤2(+4 ({+ر٢-٤-٤ ر

+1 ر'-ة(٩+ « م

1-٥3

\٦-٤ >إ ر2 أجل من متقاربة

,F) من كلا" أن برهن(٣) ,F) و2) . لآخر تحليلي امتداد2)

 الممكنة التحليلية التمديدات جيع يثل الذي التابع ماهو(٤)
٠ F, (z)  ل

 صمة من التحقى النسبة اختبار إلى استناداً بسهولة يكن: الطل
. والثاني الأول الطلين

 دازة داخل يقع =ةo الموضع أن نلاحظ الثالث الطلب ولبرهان
,F) التابع شر يكن ولذلك الثانية السلسلة تقارب (zجواره=ة في 

: أن نلاحظ ذلك أجل من

- ٢١٨-



F,(o)=٠;٠i-} ') ا٤2 إ+.+ )+ i-1 ي.، 2 i-1
1٠1  اج-ة»ز=g2-lg ه=مي

1-i

F',(2)=4+. ، +ر٤ة٠..=1)
1 ا-1-1٦-1٥-٥

F,6 ١(k-1) ي)ي)
 ل ، ه

(1-z)

,F) نشر يكون وبالتالي (aهو ه=ة بجوار :
2 ت

 +ة+-٠٠٠

 التحليلية التمديدات نظرية إلى واستنادًاً. الأولى السلة هي وهذه

 يكن فإنه مشتركة جزئية بساحة كتان مشتر التقارب دازقي أن وإلى
• للاخر تجلياً امتداداFً)(, و2),F) التابعين من كل اعتبار

 منF -=)ةlg(1-z)) أن نلاحظ الرابع الطلب ولبرهان
 المستوي في هولومودفي ا-g(1 )ة- التابع ولكن ا«ا د< أجل

 الامتدادات لميع مثلا اعتباره يكن ولذلك =ء1 باستثناء طه الركب

•٢,)( د الممكنة التعليلية

٣٣ 4ر
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 "س ناره

a
 إلا يتقارب لاF=)(,([١+٤١e-dt٣ أن -برهن١٨١

. R(»)>  ه كان إذا

 الأبر النصف إلىF,(z)- التحليلي الامتداد أوجد(٢)
. المستوي من

 تقارب ساحة -أوجد١٨٢
c 2F, ()=]  "ه'٥

-F,(z) الوة في z٠٠2٠4i التحلي الامتداد قيمة أوجد(٢١ = صع=1-='•٠

: السدة أ برهن-١٨٣
2%2  ب{{٠٠٠٢

1- 21-1 ج -z"

1(/1-٥) وتادي </ا1 عندماz/(1-٥) تساوي
.\z/> 1  عندما

· التحليلي التمديد نظر وجهة وفق النتيجة هذه ناقشن

 إى ,تحليليا "أ{ ال-دسة قديد أبدأ بكن لا أنه برهن-١٨٤
 -/ءأ.7 الدازة خادج

- ٢٢٠-



F@z)= $ , ه »r+  ال-لسة تقارب قطر نمف أن لنفرض-١٨0
n=٥

,a م حد كل نشرنا ثم =ء وضعنا فإذا.1 ماويا zسلسة حسب 

 نحصل فعندئذ كذلك ي قوى حب المضاعفة السلسة رتبنا م ج في قوى

,F) سلسلة عى (G.تقادا قطر نصف هو وما السلسلة أمثال هي ما •

 انطلاقاFً )ع(, تقارب نصف عى الحصول أخرى جهة من يكن كيف

 قطر لنصف قيمة أعظم هي ماF )ة( التابع التحليلية الحواص من

• له قيمة أصغر هي وما التقارب

 والكافي اللازم الشرط ، السابقة المسألة شروط ضمن ، هو ما-١٨

 تحلياً ا٥ <إ1 فيF)«( باللمة الممثل٢(٤) التابع يكون ي

.2=1 في

 التابعين أت السابقتين المسألتين بوساطة ، -برهن١٨٧
: بالسلسلتين الممثلتين

 صح

+a(١)-2د 
n =٥

٠n+١C

 لآ-(١١٩
n1ه=ه 

.+1 في تحليليان

 وعقة.] ه=ة النقطة في هولومورفياً قابعا٤(a) -ليكن١٨٨

. المعادلة النقطة هذه جوار في

f(2z)= 2f(2)٠٢(z)

 المستوي كل في التمديد قابلf(٥) أن بن

• مطلقاً التمديد قابة غر التالية القوى سلاسل أن برهن-١٨٩

- ٢٢١-



 "ير» صح ٥،
2" +2c Z

'}2(٥+٥i٩+j ""  ا
o ,2n'>ي 

 =ه22٥

o ! ص ٥،

Dه٥= 

٥ 41
 ه

%2

(3)

(4)

-١٨١ الأجربة

- ٦ +»i 625 ؟ رب) R(2+1 )%>0 (١-)١٨٢

1
-١٨٥5 <٥<+o
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