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الرياضيةالبراهين

لايقينيبشكلإثبلالهايتملمماعبارةايةصحةاعتمادبعدمالعلوممنغيرهصالرياضياتعلميتميز

رنيسبشكلواعتمادهاالبرهكطرقتعددفيالأصيلالعلمهذاروعة"كماالتاويل.اوالشكيقبل

خاصة،الرياضيةللبراهينالرنيسةالطرقلبعضبملخصالكتابهذانبداانارتاينالذاالمنطقعلى

لاحقأ.الرياضيةالمسانلحلفيبهاالاستعانةس!مالتيتلك

الم!هلامرال!هرطأ:

لزمإن،معروفةرياضيةاومبرهناتاوصيغقوانيننستخدمكما،مباشرةحساباتفيالمعطياتنستخدم

إثبلالها.المطلوبالعبارةصحةلاستنتاجالأمر،

نستخدمثمأ،العبرةصحةاولأنفترض(،لي!)1ليالعبارةإلىتؤديأالعبرةانلاشلبات:ملاحظة

صحيحة.ليالعبارةانلاستنتاجالفرضهذا

.فرديعلد2ررفإنعلدأفرليأ،وركانإذاائهاثبتمئال:

نستنتج.صحيحعحدلحيث+ا،ل2رر-الشكلعلىكتابتهيمكنفلإله،فرديعددورانبماال!رهلن:

اننلكمن

ل(+ا2+2ل2)2ل+ات2+4ل4تل+1(2)2ت2رر

عحدودي.2ررإنن،

بل،واحدةخطوةفيالنتيجةعلىالحصوليمكنائهلي!ألصحةالمباشرالاشلباتيعنيلا:ملاحظة

اسهلجزنيةمسانلإلىعادةالرنيسةالمسالةنقسمحيثخطواتعحؤالاشلباتيتضمنقد

لي!ررع،...د+ا،ع!دع،...،اع!أ

منتختلفوقد-الحاجةحسبإليهااللجوءيتموسيطيةعبراتعرر...،عد+ا،عد،...،ا،عحيث

لي.!أانلنستنتج!"11للتضمينالتعديخاصيةنستخدمثم-أخرإلىإثبات

التدا!لهدمتخدامال!هرهكة

إلىللتوصلالفرضهذانستخدمثم،صحيحةغيرليالعبارةانبافتراضنبدا،ليالعبارةلاشلبات

اناي4خطاكانليالعبارةصحةعكلافتراضان-الرياضيالمنطقباستخدام-نستنتجما.شثض

صحيحة.ليالعبارة

عحداند،لحيثدالصورةعلىكتابتهأمكنإذانسبيأالعلد)يسمىنسبيغيرحملاأنأثبتمئال:

ل!.(.ؤصحيحان

د،لحيث،دهـلا-الصورةعلىهـما-كتابةيمكننلك،علىبناة.نسبيهـما-أنافرضال!رهلن:

اختصرهايمكنفلإ+ا،غيرلد،للعدلينمشتركةقواسمهناككانتإذا..#لؤصحيحانعحدان
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صحيحانعددانلى،محيث،مد=حملا=علىلنحصلممكنةصورةابسطفيالكسركتابةوإعادة

منونستنتج،2لى2=2معلىنحصلالطرفينبتربيع2..لىؤ+اغيرمشتركةقواسمايةبينهماليس

اناي2،لىل(2=2)2=2مإنن.صحيحعددلحيثل،=2ماناي،زوجيعددماننلك

وهذا،،لىمللعددتمشتركقالسم2فإن،زوجيمانوبمازوجيأ.عددألىيكونوبذلك2،لى2=ل2

خطأكاننسبيحملاانافتراضإنن،.لى،مللعددتمشتركةقواسموجود!مافتراضنامعيتنض

نسبي.غيرحملاانهووالصحيحتنثض،إلىادىلأئه

الم!النركرال!رهلن::

هذانستخدمثم،صحيحةيخرليالعبارةوان،صحيحةأالعبارةانباخراضنبدا،!ليألالبات

1(.العبارةصحة)وهوالمعطىمعتنضوهذا،صحيحةيخرأالعبرةانإلىللتوصلالفرض

لي.!أانايخطأ؟كانليالعبرةصحة!ماخراضان-الرياضيالمنطقبالشخدام-نس!تج

.فرديعددلىفإنوليأ،عددأ2لىكانإذاائهاثبتمث!:

هذهفي.زوجيعددلىانايخطأ،"فرديءدلى11العبارةاناوضفرديأ.عددأ2لىليكنال!رهلن:

ناذلكمننستنتج.صحيحعددلحيث،ل2=لىالصورةعلىكتابتهيمكنالحالة

2(ل2)2=2ل4=ل(2)2=2لى

.الفرضمعيتنثضوهذا،زوجيعدد2لىاناي

الرياضيالاستقراء::

الرياضيالاستؤاءمبدانطبق،يمهللىالصحيحةالأعدادلجميعصحيحة)لى(عالعبارةانلالبات

:خطواتثلاثمنيتكونوالذي

صحيحة.ال(عاناي؟=للىبصحيحةالعبارةاننثبت)1(

صحيحة.)م(عاناي؟ليمهمحيث،=ملىبصحيحةالعبارةاننفرض2()

صحيحة.+ا()معاناي؟+ا=ملىبصحيحةالعبارةاننثبت)م(،عصحةبالشخدام)3(

هذافيبالتضميللهاللتعرضالمج!يتسعلاالرياضيللاستقراءمخللفةصيغعدةتوجدملاضة:

ا.يمهلىالطبيعيةالأعدادلجميع)لى(عجمارةصحةإثباتهوالمطلوبيكونماعادة.المقام

لى:طبيعيعددلأيائهاثبثمث!:

لا)لا+1(

(*):=لا++2+...ا

.اعلاه)!(فيمعطاة)لى(عانلاحظ.الرياضيالاستؤاءمبدانستخدمال!رهلن:
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71-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل ا)1+1(-اإنحيث،رر-اغدماصحيحة)*(انالواضحمن:الأولىالخطوة

نااي؟رر-مبصحيحة)*(اننفرضالثائهة:الخطوة

+1()مم

مت+...+2+ا

نااي؟+ارر-مبصحيحة)*(اننئبث:الثالثةالخطوة

2+()م?+)متا(+.+)م.+2+.ا

يليكماالئانيةالخطوةنسئخدمذلكلإئباث

(1+)م+م(+...+2+)1تا(++)م+م...+2+ا

(1+)م++ا(م)مت

(2++ا()م)مت

نااي؟ررالطبيعيةالأ!ادلجميعصحيحة)*(اننسئنئج،الرياضيالاسئقراءمبداحسب

ط3!رر+ا(رر)رر

ررت+...+2+ا
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الأعدادمجموعات

::مقدمة

مل!،اليوميةحيلالهفييحتاجهاالتيالأعدادمنمجموعاتعدةتدريجيبشكلالانسانعزف

1=طالط!عية:الأ!ادمجموعة 000? ,i ,r yM

0،1،2،3،4،0001-=):الكليةالأ!ادمجموعة

،1،2،3،4،0001!ا،-2،-3،-.،-4،=)..صرر:الصحيحةالأ!ادمجموعة

ئما.2لصرر،ولد،اد=!النس!عة:ا!!ادمجموعة

غيرالأعدادهذهإضافةتمتلنلكمثلا(.2،=2)س!فيحلوللهاليسالمعادلاتمنكثيرأانلاحظ

.-الضقيةالأ!ادمجموعةالنسبيةالأعدادمعلتكؤن(كلإ،طحملا،حملإ،)مل!النس!عة

توسعتهاتمتولذلك2+ا=.،سللمعاللةجنرايالمثالهسبيل-علىتشمللاالمجموعةهذهلكن

المرك!ةالأ!ادمجموعةعلىلنحصل

يم(=،توحأ،ليت)1+لي=م

المصادر(،بعضحسبضطلي)اوليتئسفىكماالضقي،الجزءأئسفى.=أ+ليتمليكن

كما،تأ-لي=مالمركبالعددانهعلىتأ+لي=مالمركبالعددمراف!يعرف.التخيليالجزء

متجهطولهندسيأيملروالذي+،بم==Cالحقيقيالعددانهعلىممقالسيعرف

لي(.)1،والنطةالأصلنقطةبينيصل

هوالآخر)الجذر.+ا=2سالمعاللةجذرياحدوهو(حقيقي)غيرتخيليعددحم!=تمحصة:

إذاحدقيأمالمركبالعدديكون.!محاناي،مركبعددهوحقيقيعددكلحم!(.=--ت

م.=مإذاوفظ

مركبين.عدد!ت2+لي2=21م،+ليات=11ماليكنالمرك!ة:الأ!ادعىالصلياث

ت(2لي+الي)+(21+)11=2م+ام(1)

2(ت-لي2(+)ليا-أ=)211-مام(2)

2)11=2ك!مام)3( f21(تا+لي2ليا(+)21ليا-لي

لي-أأليلي+لي11-ام4
ت22112+211=ك!مك!مث=

1؟+لي122؟+لي2212م2م(
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المطلقةالقيمة::

ض!اءاتإلىتعميمهاتموقداستعملا،واكثرهاالرياضياتفيالدوالاهممنالمطلقةالقيمةدالةتعتبر

إهـليدية.ويخرإهـليلاية

التالي:النحوعلى111،بالرمزلهاويرمزأ،للعددالمطلقةالقيمةتعزفحقيد(.عددأأليكن:ت!يف

.أ!،11ا

أ!.،ا="ا-أأا

الصفر.تمل!التيللكعنالأعدادخطعلىأالعددتمل!التيالنطةئعدهندسيأا1تمل!

حدقيين.عددمنوحأ،ليليكن:المطلقةالقيمضمص

.!11)1(

ا-أا=أ)2(

أيرأيرأ)3(-

لياااأا=األيا)4(

ء.ليبشرط،ااث=ث)5(

ا-أليا=اأ-ليا)6(

لي+اأايراأ+ييا)7(

يمه.ليحيثحدقيين،عددمنوحأ،ليليكنم!رهنة

لييرأيرلي-!ليير1))(

)2(tأير-لياوأ!لي!ي!ل

::الفور

ئعزفعددأحدقيأأعددأطبيعيأؤلاليكنت!يف

فرديررأ،في=اا

زوجيلى1،1ا

.أ+=اانوالصحيح+=+أ،اعتبارالشانعةالأخطاءمن:ل!ويه
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التاليةالخطواتنئبع-4=.2سالتربيعيةالمعادلةلحلمئ!:

2=+س!=2س!!+=!24=س!2-4=.س

خطأ:فهوالانياما

=+2!سم!=!س4=2س!-4=.2س

هامة.:.متدنات

:الرياضياتمسابقكفيالمسانلمنالعديدلحلنحتاجهاالتيالهامةالمتبايناتبعضنورديليمما

كلنإذا:الترلعيالومط-الهندمىطلومطالحممالىالومط-التواضيالومطمت!نة.

فإنموجبين،حقيقيينروتأ،لي

أك!ر)1،لي(؟--2
!ي2+لي21م!ا!يأ+لي+!يم!يمب12!يمأصؤ/1،لي(

ب1+

لأكبرهما.)1،لي(أك!روالعددتلأصغر)1،لي(أصونيرمزحيث

سالبة،يخرحقيقيةاعدادأرر،1121،00001كانتإذاالهندمى:الومط-الحممالىالومطمت!نة.

فبن

.+أ+..أ

رايرك!أرر.ك!..11*

فبن،ح،ء3أ،ليكانتإذا.

ter+ليء+ألي2+ء2!21+لي

فبن،سالبةغيراعدادأحقيد4،ء،رأ،ليكانتإذا.

ير!بر++

فبن،ح3ررلي،...،الي،أرر،...،11كانتإذافمئارتس(-كوفس)مت!نة.

رر(لي+...+2)لي(رر?+...+2?)!يم(2ررليأرر+...+اليا)1
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الحدودكثيرات

.:متلمة

خصانصهاودراسةمعهاالتعاملسهولةناحيةمناللوالافضلمنالحدودكثيراتتعتبر

دالة:هيكلي(عدد3-رر)حيثررالدرثةمنسالمتغيرفيالحلودكئيرة:ت!يف

سرر+أررور-اسأرر-ا+...+س+11-أ.(س)ر،--خم!:ر

يسفىكماالحلود،كثيرةمعدكترر000،1،1،أرر،111ئسفىرر!..أؤو-ا،أرر،000،أرر1011حيث

درثة)ر)س((.بالرمزر)س(لدرجةنرمزالئالهت.الحدأؤيسفىالرني!ى،المعاملأ

-".درجتهاونعتبرسو-،قيملجميعر)س(-.الدالةهيالصئريةالحدودكثيرة:ت!يف

انهاعلى-س!لىالحدودكثيراتمجموعةنعزف:ت!يف

(-ورر-،وأرر،أرر-ا،110،11،000ررسأرر+سرر-اأرر-ا+...+س11+أ.!اتاس-

اساىؤااسصتعريفيمكنالطريقةبنفس

فإنه،صفريةغيررو)س(كانتإذاحدود.كثيرتيرو)س(ؤر)س(لتكنلهقي(:مع)القمممةم!هرفة

بحيث،)س(ليؤ)س(tحلودكئيرتاتوجد

(()س)رولرثة((ء)س)ليدرثةؤك!رو)س(+لي)س()س(خ-ر)س(

)س(عنسميكماعيه،المقم!وموو)س(ؤالمقمموم،ر)س(نسمي،اعلاهالمبرهةفي:ت!يف

القمممة.لهقي)س(ليؤالتمممة،خلرج

ر)س(،تقسمرو)س(إننقول!)س(!..حيثحدود،كثيرتي!)س(ؤر)س(الدالتانلتكن:ت!يف

ر)س(.)س(ووونكتب،الصفريةالحدودكثيرة)س(ووعلىر)س(قسمةبثيكانإذا

كانتإذا،.،ررر)س(.)س(،.راالحدودلكئيراتمشتركعامل)س(ووالحدودكثيرةإن:نقول:ت!يف

القد3!)س(روالمشتركالعاملإن:ونقولحل!.علىهذهالحدودكثيراتمنواحدةكلتقسم)س(رو

بالرمزلهونرمز،)س(.،ر.)س(،.راالحلودلكثيراتاك!رالمائمترد

)س((.،ررر.)س(،..)را01.مى

)س(.وو!اسممنهذهالحدودلكثيراتأخرمشتركعاملايكانإذا

أنالواضحمن+ا.س-7د)س(ؤ،س2-ا3اس-2ل!)س(ؤ2،سر)س(-3لتكنمئلى:

(-اللاس(،)س()ر.01م.ىوانس3(-ور)س(،)س()ر.01م.ى

o b e i k a n d l . c o m



52-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

الحدودكثيرات.ةجذور

معادلةأيةتسمىتويف:

وطررحيث)ر)س((-رر،درثةؤار)س(و-اسحيثر)س(-.،

رر(.الدرثةمنحلوليةمعاللة)أونونيةحدوليةمعكلة

ت(=.ر)1+ليكانإذار)س(الحلودلكثيرةثذرتأ+ليالمركبالعلدإن:نقولتويف:

كثيرةكانتإذا.صفريةغيررو)س(حيثحدود،كثيرتيؤرو)س(ر)س(الدالتانلتكنم!هرفة:

الحدودلكثيرةءجنرلأير)ء(=لي)ء(فإنوو)س(،علىر)س(قسمةبثيهيلي)س(الحدود

رو)س(.

حقيقيأ.عددأءوليكنحدود،كثيرةر)س(الدالةلتكننتيعة:

ر)ء(.لقيمةمساويأثابتأعددأيكونالقسمةنهلجفإن)س(=س-ء،ووعلىر)س(قسمةعند)1(

ر)س(.-ء()سإذاوفقطإذار)ء(-.)2(

-أ-!يتمالمرافقالعددفإنا،-اسور)س(الحدودلكثيرةجنرات-أ+ليمكانإذام!هرفة:

)س(.1الحدودلكثيرةجنرأيضأ!

زوجي.ا-I-ور)س(حدودكثيرةلأيةالحقيقيةغيرالجذورعددأنالسابقةالمبرهةتعنيملاحطة:

تقسموو)س(كانتإذاوفقطإذار)س(الحدودلكثيرةجنراأ+ليتالمركبالعدديكونئتيعة:

2(.أس+)21+لي2-22-!ررو)س(-)س-1(2+لير)س(،حيث

كانإذاأء!.يكونبحيثحقيقيينعددين!أ،ليكنy,&'حدكثيرةر)س(لتكنم!هرفة:

ر)ء(=.يحققءليأ?الأور(على)واحدحقيقيعدديوجدفإنهك!ر)لي(،.،ر)1(

أنلاحظ-ا.س+32س-4ر)س(-شهلتكنمث!:

-6ء.تك!3-2ك!ر)2(تر)1(

منليسأنهالاحظا?ء2حقيقيأجنرأر)س(الحدودلكثيرةأننستنتج،السابقةالمبرهةبتطبيق

الجنر(.هذاقيمةتحديد-الأحيانمنكثيرفي-السهل

المركبةالجنورمنرررر!ا،درجتهاا،ر)س(و-اسحدودكثيرةلأيةللطر:الأسالىالم!هرهنة

(.وجدتإنالمكررةالجنور)باحشماب

رر!ا.الدرجةمنحدودكثيرةا-اسور)س(لتكننتيعة:

.فردير)س(الحدودلكثيرةالحقيقيةالجذورعددفإنفرديأ،عددأرركانإذا1()
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زوجي.ر)س(الحلاودالحقيدلآلكثيرةالجذورءدفإنزوجيأ،عددألىكانإذا)2(

رر.الدرجةمنحدودكثيرةااسحو)س(لملتكنملاضك:

اث!.علىواحدحقيقيجذر)س(رالحلودلكثيرةيوجدفالهوديأ،عددأرركانإذا)1(

حقيد4.جنورايةلم)س(الحدودلكثيرةيكونلاانالمحتملمنفإنزوجيأ،عددألىكانإذا)2(

لتكنالنس!عة(:والصورالصحيحة)الجنورمررهنة

صرروأرر،000،،1011حيث،ورسأور+سور-ا+أور-ا...+س+11أ.)س(=لم

هي)س(رالحدودلكثيرةالمحتملةالنس!عةالصورمجموعة)1(

أرر(أ.،لدمشتركة(،لهماقواسمأليس2.صرر،لود،ل:اد

انهاي،أالثابتالحدقواسماحدهور)س(الحدودلكثيرةنسبيجذرايفإن=+ا،أكانإذا)2(

صحيح.ءد

محصك:

صحيح.يخرعددأالحدودكئيرةمعاملاتاحدكانإذاالسابقةالمبرهنةل!طبقلا)1(

الحدودلكثيرةجذورأبعضهااوكلهاتكونقدمحتملةجنورهياعلاهالمبرهنةفيالنسبيةالأعداد)2(

الدالة.لهذهجذرأمنهااييكونلاوقدر)س(،

.!7++انحيث،نسبيةجنورايةأأسصررو-22)س(=سلمالحلودلكثيرةليسمث!:

الترلعيةالمعكلاتجور::

هوالتربيعيةللمعاللةالعامالشكل

)!!(21.،حو،ءأ،ليحيث+ء=.،س+لي2أس

)!!(:المعاللةيحضانمركبانعددانيوجدالترلعية:المعاللةلحلالعامالقثون

بمس=-لية
tv

يحققان2سؤاسانالواضحمن)!!(.التربيعيةالمعاللةجذري2سؤاسليكنملاضة:

=2ك!سساوأ=-2+سسا

:حالاتثلاثبينتميزقيمتهلأن)!!(التربيعيةالمعاللةمميزأء-24ليالحدقيالعددئسفىالمميز:

همامخللفانحدقيانجذرانالحالةهذهفيللمعاللة:.أءكه-24دي)1(
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2=-لي-!سؤسا=-لي+!

واحدحقيقيجذرنقول)اومتساويانحقيدانجذرانالحالةهذهفيللمعاللة:أء=.24-لي)2(

مكرر(

2=س=-لأسا

حدقيينيخرمركبانجنرانالحالةهذهفيللمعاللةأء!.:-24لي)3(

يمت+لي-=بم+لي-=اس
2121

،!ت-لي-=،!-لي-=2س
2121

كانإذا2.أؤنسبيةاعدادأ،لي،ءحيثتربيعية،معاللة2+ليس+ء=.أسلتكنم!رهئة:

د-ل!فإن،نسبييخر+ؤنسبيةاعداد،مد،لحيث،التربيعيةللمعادلةجذرأ!د+ل

التربيعية.للمعاللةالثانيالجذرهو

.ءؤليفأوجد+ء=.،س+لي2سللمعاللةجذرأ!5-3كانإذامث!:

المعاللةتكونوبنلك!،5+3هوللمعاللةالآخرالجذراننعلم،اعلاهالمبرهنةباستخدام:الحل

+((=.-)5+3+(()س-)5-3)س

-38=.س-201س

ء=-38.ؤلي=-.ااننستنتج

الدكيعةالمعكلاتجنور::

هو:التكعيبيةللمعاللةالعامالشكل

)***(21.،حولمأ،لي،ء،حيث=.،+لم+ءس2س+لي3أس

عامةصيغةتوجد.حقيقيةجميعهااواحدهامركبةجنورثلاثة(***)تكعيبيةمعاللةلأية:ملاحظة

.الكتابهذافيلهانتطرقلنولكننا)!!!(،المعاللةجنورلايجد

فإن)!!!(،التكطيةللمعادلةالثلاثةالجذور3س2،سسا،كانتإذام!رهنة:
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3=-أ2+سهسها+سه

أ=سها3سه+3سه2سه+2سهاسه

أ-=3سه2سهسها

ف!نء.،3ك!س2ك!سساكانإذا(.**)"التكعيبيةللمعادلةالثلاثةالجذور3س2،سسا،لتكن:ملاحظة

أ=اسه3سه+3سه2سه+2سهاسه

ير-3سه2سهاسه

الأوليةالصاملإلىالتحليل::

كاللةكراواولية)لم)س"!الرثةحيثا،اس-3ر)س(الحدودكثيرةإن:نقول:ت!يف

ا!.درجكذاتااس-يفحدودكثيراتضربكحاصلللتحليلقابلةغيركانتإذاللاخثزال،

السالب.المميزذاتالتربيعيةوالدوالالخطيةالدوالهيااس-فيالأوليةالحدودكثيراتنتيعة:

ضربكحاصلوحيدةبطريقةااس-3)س(راوليةغيرحدودكثيرةايةتحليليمكنم!رهنة:

اولية:حدودكثيرات

)س(دكرر...كر)س(ار=)س(ر

لم)س(.للدالةالأوليةالصاملاعلاهالمبرضةفي)س(.،رد.)س(،.راالحلهودكثيراتنسمي:ت!يف

وهيالمحتملةالنسبيةالجذوربتعويض.+6س-37س-42س+2ر)س(=سهلتكن:مثال

علىبالقسمة)س(.لمالحدودلكثيرةجذران=-23سؤ=اسااننجد(،+ا،+2،+3،+6)

المحتملةالنسبيةالجذوربتعويض.2-س+3س-)س(ععلىنحصل3(+ا"س-)س(=)سوو

علىبالقسمة)س(.عالحدودلكثيرةجذر=ا3ساننجد+ا،+12،)وهي)س(عالحدهودلكثيرة

-7،.،هو+2=.+س2مميزسانحيث+2(.+س2-ا()س)س(=)سعاننجد-ا(،)س

بذلك.اولية+2+س2)س(=سورالدالةتكونوبذلكحدقيةجذورايةالمعادلةلهذهيوجدلافإنه

الأوليةعواملهاإلىلم)س(الحدودلكثيرةالتاليالتحليلعلىنحصل

+2(+س2+3()س)س-ا(2+6=)سس-37سY-£4+2سه
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الأولية:صاملهاإلىالتاليةالحدودلكثيراتتحليلعلىنحصلأو-عددلأيامدكة:

(e)1(+أ()س)ست2-أ2س-

+21(+أس2-أ"س)ست-331س)2(

+21(-أس2+أ()س)ست+331س)3(

فإن،وطرركانإذاالحلون(:)ذاتم!رفة

!(ي!ررإ)ي(-ي)حيث،رر-!ص(س!ي)-كب+ص(رر)س

.ا.إ-اعتبارعليهالمتفقمن(ك!...ك!ا.0-ك!)ررررررإ-فا!ن،طورركانإذا:ملاحظة

حالاتخاصة:

rU°+صس2+2ست+ص(2)س1()

2+صصس2-2س=-ص(2)س)2(

3+ص2صس+3ص2س+33ست+ص(3)س)3(

3-ص2صس3+ص2س3-3تس(3-ص)س()4

ثم،الرياضيالتعبيرفيمشتركةقواسمعلىتحتويالتيالحلاودبتجميعنلكيكونلهالتعم!:التحليل

مرة.مناكئرهذهالتجميععمليةإعادةكنلكيمكنحدة.علىتجمعكلمنالحدودهذهبإخراج

يلي:مامراعاةالمفيدمنيكونالأوليةصاملهاإلىا-اسو)س(رحدودكثيرةلتحليلملاحظلت:

الحدين.ذاتنظريةعليهاتنطبقخاصةحالةر)س(كانماإذاباختبارعالؤنبدا)1(

.مشترككعاملر)س(حلاودلجميعالأ!مالمشتركالقلسمإخراج)2(

الحدودلكئيرةاوليلعامرو)س(-ش-ءفإنر)س(،الحدودلكثيرةجنرأءو-كانإذا)3(

ر)س(.

ويمكنأخر،جنرأ-ليتفا!نر)س(،الحدودلكثيرةحقيقيغيرمركبأجنرأتأ+ليكانإذا)4(

حدودكثيرتيضربكحاصلر)س(كتابة

(r-لي+)21أس-22)س()سخت)س(ر

ثم،بالتجميعنبدا،الأوليةصاملهاإلى1f+س4-2س2-ا3سر)س(-6الحدودكثيرةلتحليل:مثلى

علىلنحصلالمشتركةالقواسمنخرج

!اا+س!ا-2س2-ا3س6تا!ا+2س2-اس4-3س6

-7(س)22--7(س)22س3=

-2(2س-7()3س)2ت
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المجاميع
.:.مقدمة

النقاطنستخدم)وهنامع+..+.2+عاعنكتبفالنامع.،.،.2،ععاالأعدادنجمعاناردناإذا

هذاعلىللدلالة!الرمزنستخدمماوغالبأالسرد.طريقةبنفسالاستمرارعلىللدلالةالثلاث

فمثلا.المجموع

مع+...+2ع+اع=ررعفي

يبداوقد.للمجموعالئوئيالصررعنسميعاموبشكلالثائيالحد2عونسمي،الأولالحداعونسمي

نكتب:الحالةهذهوفيأ،مل!عددايمنالمجموع

مع+...++2عا+ا+اع+اع=ررعفي

مهمة:قوان!

موجب.صحيحعددايموانثابتحقيقيعددايدانلنفرض

د=مدفي()0

م2+1)م=!في)2(

(+1م2(6)+1م)م=2لىفي)3(

12((2+م)م=)3لىفي)4(

أررفي=دأرردفي)5(

ررليفيةأررفي(=ليررةأرر)في)6(
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المتتابعات
.:.مقدمة

الحدودمنمعلىوتحتويمنتهيةمئثالهعة(،21،000،أم11)المرتبةالأعدادمجموعةنسمي:ت!يف

لكتابةأخرىطرقوهاك.منتهيةكرمئثالهعة)11،21،31،...(المرتبةالمجموعةنسميكما

صورةعلىغيرالمنتهيةؤ(ور-ااور)صورةعلىالمنتهيةالمتتابعةكتابةيمكنفمثلا،المتتابعات

.ات(!ورألم!

الشرطين:أحدتحققإذامشماويتان(درراؤ(أرراالمتتابعتينإننقول:ت!يف

رر.قيملجميع-دورأوروكانالعناصرمنالعلدولهمانفسمنتهيتينكانتاإذا)1(

رر.قيملجميع-دوراوروكانمنتهيتينغيركانتاإذا)2(

الحسالعةالمتتالهعة.:.

دور+ا-دور=ثأنبحيثثثابتعددؤجدإذاحسالعةمتتالهعة(ادررالمتتابعةتسمى

المتتابعةأنونلاحظ(.ادررالحسالعةالمئثالهعةاساسثالثابتالفرقهذايسمىرر.قيملجميع

ث(رر-ا=ا+)ورد:النونيحدهايكونثفيهاوالثابتأالأولحدهاوالتي{ررادالحسابية

:صورةعلىكتابتهاونستطيع

(..(،.(ث-ارر1+)(،000،)ث1+3(،)ث1+2(،)1+ث1،))

الفدمميةالمتتالهعة.:.

دور-صدور+اأنبحيثصمل!ثابتعددؤجدإذاهنلمميةمئثالهعة(دور)المتتابعةتسمى

التي(ادررالهنلسيةالمتتابعةأننلاحظ(.درراالهندسيةالمتتابعةاساسصيسمىرر.قيملجميع

:صورةعلىكتابتهاونستطيعارر-أصدرر:النونيحدهايكونصوأساسهاأالأولحدها

(..،.صور-ا30000،1ص،21ص،1ص1،1)
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المتسلسلات
.:.مقدمة

متمملمملةيسمى2+...+دم-دا+دءمالمجموعفبنايم-ا)دررمنتهيةمتتابعةلديناكانتإذا

ا!-ادرر)المنتهيةغيرالمتواليةمجموعانهاعلى(المنتهية)كرالمتمملمملةكذلكنعرف.منتهية

صورةعلىونكتبها

...+2+دداتء

المت!سسلةتسمىالحالةهذهوفي)حقيقيأعحدأالمجموعيكونقد،المنتهيةيخرالمت!سسلاتحالةفي

تقارلعة.كرالمت!سسلةتسمىالحالةهذهوفي،حقيقيأعحدأالمجموعيكونلاوقدتقارلعة(.

الانيالنحوعلىالمنتهيةالمت!سسلةنكتبفمثلاللمت!سسلات.المجموعرمزنستخدمماعادة

درركبت.+دم..+2+دداتءم

الصورةعلىالمنتهيةيخرالمت!سسلةنكتبكنلك

درر.=ثط.+.2+دء=دا

ندممية(.أو)حممالعةمتمملمملةيسمىالهنحسية(او)الحسابيةالمتتابعةمجموعملاحطة:

تعريفوباستخدامفإنناثواساسهاأالأولحدهاايم-ا)دررمنتهيةحسابيةمتتابعةلديناكانإذا

:صورةعلىمجموعهاكتابةنستطيعالحسابيةالمتتابعة

+دم...+2+دداتءم

((ث-ام)+أ+)...(+ث+13(+)ث+12(+)+ث1+)-أ

:يساويمجموعهافبنثواساسهاأالأولحدهاحسابيةمتتابعةاايمدرر)كانتإذامدرنة:

+دماادابمتءم

تعريفوبالشخدامفإنناصواساسهاأالأولحدهااايم)دررمنتهيةهندسيةمتتابعةلديناككإذا

الصورةعلىمجموعهاكتابةنستطيعالهندسيةالمتتابعة

دم+...+2+دداتءم

م-ا+أص..+.3+أص2أص++أصتأ

يساويمجموعهافإنصواساسهاأالأولحدهاهنلسيةمتتابعةيم=ا(درر)كانتإذام!رنة:

(-امص)أتءم

1-?
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الأعدادنظريةفيمقدمة-4ا
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القسمة
:.مقدمة

،دمضاغاثمنلان)اوليقمعداءق:2..نقولدحيث،صحيحينعثديند،لليكنتويف:

نرمزل=لىد.يكونبحيث،لىصحيحعثدوجدإذادالونكتبلقي(،لهـوندعلىيقمعلاو

د.مبالرمزالطبيعيةدمضاعفاتولمجموعة،ل!لبالرمزالطبيعيةلقواسملمجموعة

2.دالصحيحةالأعدادلجميع.د:ملاحظة

اعدادأصحيحةAgJgOtg6lأ،لتكنهامةخصمص

.ءأ!ءاليؤلي1)1(

)1-لي(.المؤ)1+لي(لمخاصبشكل(.أء+ليرو)!رليراؤأ)2(ر

ط.3ور!رر(-ليرر)1)1-لي()3(

.فرديطبيعيعثدأيلىحيثرر(+ليرر)1)1+لي(ا)4(

وحيدةبصورةمكتابةيمكنفإنهطبيعيأ،عثدأعؤصحيحأعثدأمككإذاالإ!ليدية(:)القمممةحقيقة

الشكلعلى

e,حيث،+لي=خعم t!ع!لي.جىؤعررك

القمممة.لاقيليؤ،الضمةخلرجعؤعلط،المقممومعؤالمقممومميسمى

الصورةعلىوحيدتمثيلأكليعددلأييوجدىردأطبيعيأ.ليليكنتويف:

0(=}0 11 . f.ررك!لي+أرر..+.2ك!لي+21ك!لي+11=أ.(!أرر

ال!مي.النظلمفيأالطدتمئيلهذايسمىكلي.عثد!ليأى.جىحيث

=.1(،ليالأساسلكتابةداعيلاالحالةهذه)فيالضريالنظلمالعدديةالأنظمةاهممن:ملاحظة

التدهي.والنظلم

مئ!:

ك!62ا+ك!52.+ك!42ا+ك!32ا+ك!22.+ك!12ا+ك!2.ا=(11011012)

=1+lf+'1+!+l +A +! Y'
19=

النظامفيأالكليالعددتمثيلك!.ارر+...+أرر2ك!.ا21ك!.ا+11+=أ2111...أرر1أ=ليكنتويف:

انايم)1(،بالرمزأالعددأرقلملمجوعنرمز.العشري

%+...+tI +f. =f (qf
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القسمةمعاييرة.

عددأكليأ.ك!.اور2+...+أبمو.ايم!.ا+أ+أ=أ0001أأأ=أملرفة:ليكن

زوجيأأإذاكانإذاوضطاالعدد2تقسم+

م)1(3كانتإذاوضطإذاأالعدد3تقسم+

(1ك!.+11)41كانتإذاوضطإذاأالعدد4تقسم+

ه-أأو-.أكانإذاوضطإذاأالعدد5تقسم+

113ؤ112كانتإذاوضطإذاأالعدد6تقسم+

كانتإذاوضطإذاأالعدد7تقسم+

(12.-ار-اكرهأور+..+.ا.كر+21)11)7

كانتإذاوضطإذاأالعدد8تقسم+

21(كر.ا+21ك!.+11)أ.18

م)1(9كانتإذاوضطإذاأالعدد9تقسم+

.-أكانإذاوضطإذاأالعدد01تقسم+

كانتإذاوضطإذاأالعدد11العدديقسم+

أور(ا(ور...+)-+-11-21+31)111.1

114ؤ113كانتإذاوضطإذاأالعدد12يقسم+

علىنحصلمتتال!بشكلأعلاه7علىالقسمةقابليةمعباربتطبيقأ-699478ليكنمئال:

ك!47887-2بكأ47887،=6كر99478-2-لي

946=لم - fxY-tVv،كر469-2بوو

7.كو68428=699478أنحيثنلك،منالتاكديمكق61799478.فإن،وو17أنبما

م)3546(-6+4+ه+3-18أن3.لاحظهأ-46مئال:ليكن

زوجيص!ثد-6ألأنا،العدد2تقسم.

3مضاغاتمنام)3546(-8لأنا،العدد3تقسم.

مضاغك4منليسك!.ا-46+أألأنا،العدد4لاتقسم.

هءأؤ2.ألأنأ،العددهلاتقسم.

113ؤ112لأنأ،العدد6تقسم.

العددينونعزتمرتينالقاعدةنطبق،أالعددتقسم7كانتإذالتحديد.

2-.3كر--34-2ؤ6-342كر35-2-4لي

4774

YA
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14-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

لاتقسمأ7اننستنتج03،لاتقسم7انبما

.يساويلا8على546قسمةبلاكيلأنأ،العدد8تقسملا.

9مضاعفاتمنام)3546(-8لأنأ،العدد9تقسم.

أ.-6!.لأنأ،العلاد01تقسم.

لأنأ،العلاد11يقسملا.

4ت-63-4+هت-2131+-11أ.

11مضاعفاتمنليس

4مضاعفاتمنليسلأنهاالعدد12العدديقسملا.

الأوليةالأ!اد.ة

نظريةفيالمفاهيمبلاكيحولهتدورالذيالرنيسالمحورالأوليةالأعدادمفهوماعتبارشكبلايمكننا

.للحسابالأساسالمبرهنةإلىنلكفيالفضلويرجعالأعداد،

باختصار.الأسنلةهذهعنالإجابةسنحاولعددهلاوكماهميتها،وما،الأوليةالأعدادهيما

إذاأ.ؤاعداطبيعية!اسمايةلهيكنلمإذااولي!دأإن:نقولطبيعيأ.عددأأ!2ليكن:ت!يف

مؤلف.عدإنه:نقولفإننااوليأ،أالعلديكنلم

مؤلفأ.وليساوليأليساالطبيعيالعدد،التعريفحسبملاحطة:

..،.+2،+3،+همئلا:الطريقةبنفىالأوليةالصحيحةالأ!ادمجموعةتعريفايضأيمكنئثويه:

الأوليةبالأعدادنعني،صريحبشكلنلكغيرذكرعدمحالةوفي،الكتابهذافي.اوليةصحيحةاعداد

فقطالطبيعيةالأوليةالأعداد

فا!ناوليأعددأأكانإذا.صحيحةtاعدادور،...،ليأ،ليالتكنإ!اليدس:توطنة

(.الأ!)على.،رر.-ا،.يقيملأحد!ليا1!(ررك!لي..ك!.)ليااأ

وحيدةبصورةءتحليليمكنموجبأ.صحيحأعددأ2!ءليكنللحسالي(:الأسص)الم!رهنةم!هرفة

التاليالشكلعلىءتحليليمكنإنه:نقول،مفصلبشكل.اوليةاعدادضربكحاصل

،(مررك!أ...ك!ارر11تء

أخرتحليلهناككانإذاانهبمعنىوحيد،التحليلهذا.وط.،ررم.،.رراؤاوليةاعدادرر،11000،1حيث

،ددلك!لي..ك!.االليتء

الأوليةالمعاملاتترتيبإعادةويمكن-دمفا!ن،وط.،ل!.،.لاؤاوليةاعداد!.،!ي.،.!ياحيث

علىنحصلبحيث

.،م.ا،.تمي!،!لترر!ؤ!ليت!أ
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الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل-24

حتال!:
يحققررطبيعيعحديوجدفإنهاوليأ،عحدأأ!هككإذا)1(

رر-ا6أتاورر+ا6أت

)ررإ+1(.المفإناوليأ،عددأأحىرروككعحدأطبيعيأ،لىككإذا)2(

للتحليلالقابلةالمتتابعةالأعدادمن-اورتوجدرر!2،موجبصحيحعحدلأي)3(

.،ررإ+.،.rإ+ررإ+2،رر

اوليين.ليساا-اك!596=6ؤك!4+امثلا:25-6.صحيحغيراعلاه)1(الحققةعكس:ملاحظة

الأولية.الأعدادمننهانيلاعحديوجد)إ!اليدس(:م!هرنة

يحقق!يللعددااوليعاملاصغرفإن،اوليغيرليكانإذاعحدأطبيعيأ.لي!2ليكنم!هرنة:

.!أجى

اولي.ليفبنم!،أحىحيثأ،اوليةقواسماية!2ليالطبيعيللعدديكنلمإذا:نتيجة

الأعدادمنأييوجدلاحيث،79العلدقواسمضمنا0!+منأ!أوليعددأييوجدلامئ!:

أننستنتجالسابقةالنتيجةبتطبيق79.قواسمضمن2،3،5،7،وهي+،صت!التيالأولية

اولي.عحد79

الأولية.العواملإلىتحليلهررمك!...ك!أمارراء=أوليكنموجبأ،صحيحأعحدأ2!ءليكنم!هرنة:

هوءالعلادقواسمعلاد

+1(مVك!)..ك!.+ا(اN)ى)ء(ت

اح!هرالماثمتردالتاسم:

العلدإن:نقول..يساويلا-اث!على-احدهايكونبحيث،كليةأعدادأرر،1100001لتكنتويف:

هذهمنعحدكليقسمكليعحداكبرىكانإذاالأعداد،لهذهاح!رالماثمتردالقد3هوىالطبيعي

.(،000،أور.)0111.مل!بالرمزالعددلهذانرمزالأعداد.

ملاحظك:

.دطبيعيعحدلأي01.)د،.(-د،.مى)1(

فإنرر!3،حيث،أعدادأطبيعيةرر11،0001،1،أرركانتإذا)2(

أرر((01.)21،000،.م01.)11،ى.مى=(,01q.)11،21،000،.مى

لي(.)01،1.مىءفبن،أ،ليالطبيعيينللعلادمنمشتركأقاسمأءككإذا)3(

أ!لي:طبيعيينعحدينلأي)4(

أ-لي01.)1،لي(حىا.مىؤأصؤ)1،لي(01.)1،لي(حى.مى
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34-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

اوليلنلؤدان)اولللطدلهالنمم!هةاولي!ددإن:نقول.طبيعيينعحدمنلؤدليكنتويف:

01.)د،ل(-ا..مىكانإذافيمالعنهما(،

،رؤءصحيحانعحدانيوجد..يساويلا(Oاث)علىاحدهماكليينعحدينلؤدليكنم!هرئة:

التالي:الشكلعلىلؤدللعلدمنالأكبرالمشتركالقاسمكتابةيمكنبحيث

ءد+رل.)د،د(ت01.مى

د!ل.وليكن،طبيعيينعحدينلؤدليكنتوطنة:

.لعلىدقسمةبثيهوليحيث01.)لي،ل(.م01.)د،ل(-ى.مى

كانإذاحتيتة:

ك!أليم..ك!.األيتلؤك!أل!م..ك!.أل!ادت

فإن،3-لم،..،.لا،،دم..،.داؤ،اوليةاعدادم110،0001حيث

برمك!أ..ك!.براأت.)د،د(01.مى

-ا،...،م.ي!(،،دىاصؤ)دى-ررىحيث

طرق:بعدة.)52.2،4.5(.1.مىإيجاديمكنمئ!:

علىنحصلاعلاهالتوطنةتطبيقبتكرار1()

f?01.)له.م01.)5202،405(تله.م rl36=36،.()01.ه.مل.ه(ت

علىنحصل،الأوليةالعواملإلىبالتحليل)2(

ك!7ك!3223ت405ؤك!91!33ك22ت5202

علىنحصلاعلاهالحقيقةبتطبيق

36تا.ك!9ك!7.ك!2223.)5202،405(ت01.مى

الأصؤالماثمتردالمضاكأ.:

العلدإن:نقول..يساويلا-اث!على-احدهايكونبحيث،كليةاعدادأرر،1100001لتكنتويف:

منعحدكليقسمهكليعحداصغرمككإذاالأعداد،لهذهالأصؤالماثمتردالمضاكأهومالكلي

رر(.،00001.)0111.ممبالرمزالعددلهذانرمزالأعداد.هذه

ملاحظك:

طبيعيدعحدلأي01.)د،.(-.،.مم)1(

فبنرر!3،حيث،اعدادأطبيعيةأرر11،000،كانتإذا)2(

((أرر000،،.)0121.م،م.)0111.مم(تأرر000،،،21.)0111.مم

ء.)1،لي(01.ممفبن،أ،ليالكليينللعلادينمشتركأمضاعفأءكانإذا)3(

أ،لي:طبيعيينعدلينلأي)4(

ليا-أ!(لي،)01.1م.مؤلي()1،اك!ر!(لي،)01.1م.م
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الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل-44

فإنطبيعين،محد!د،دكانإذامدرفة:

لد01.)د،د(ب.مم

01.)د،د(.مى

كانإذا:حقيقة

ليمك!ا..ك!.اليادبؤمك!اب..ك!.اابدب

فإنر-،.،لع.،.،لا.،دع..،داؤأوليةأعدادع110،00،1حيثطبيع!ءلهن

ك!اورم..ك!.اورا.)د،د(ب01.مم

...،م،.اب!ي(،ي،لاك!ر)ديبل!يحيث

بطريقتق:.)48،36(01.ممإيجاديمكنمئال:

r.)48،36(ب01.مم)1( 6 xtAك!4836ب=lit

01021)48،36(.مى

علىنحصل،الأوليةالعواملإلىبالتحليل)2(

2 = tA£3!ك!2223ب36ؤك

144بك!4223.)48،36(ب01.مم...

فإن،موجبةصحيحةأءادأد،د،رركانتإذامدرفة:

بد(رر،ررل،دل).0fم.م

رردل

،J).01.مى Jed)

بطريقتق:.)24،72،48(01.ممإيجاديمكنمئال:

)1(.(24،72،48 !t !Cب)C)14.)01.مبم.)24،72(،48(01.م.)م01.م =t ( tA, YY

علىنحصلأعلاهالمبرهنةبتطب!اك!48.4-2ؤك!7212-6ؤك!246-4أنلاحظ)2(

144بك!12ك!46اك!4(ب،2ك!12ك!6،6.)014.مم

0)4،6،12(01.مى
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54-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

بمقاسالتطابق

مقدمة.ة

الم!يكونالتيالمسانلمنالعديدحلوفيالأعدادنظريةفيرنيسأدورأبمقاسالتطابقمفهوميلعب

أخر.عددعلىماعددقسمةبثيمها

،مليقصليللصدمطايوأالعددإن:نقولطبيعيأ.عددأمؤصحيحينعددينأ،ليليكنتويف:

م(.مضاعفاتمنأ-لياني)1-ررك!مأ-لييكونبحيثصورروجدإذا،اامااأ=ليونكتب

ممضاعفاتمنأكانإذاوفقطإذااامااأ=.يكونطبيعيأعددأمؤصحيحأعددأأليكن:ملاحظة

،فإن:مأ=!يإذاكانم!ا.،حيثاعدادأصحيحةأ،لي،ء،ملتكنم!رفة

مأ+ء=تي+ء)1(

)2(1-ء=تي-ء

امك!ءأك!ء=يي)3(

.!ءبشرط،اااماءلي=أء(4)

ما.ء=ر،ؤمأ=ليم!ا،ؤ،حيثاعدادأصحيحةأ،لي،ء،ر،م:لتكنحقيقة

)1(-e +x v+رم

ك!رمأك!ء=يي)2(

ر)1(=ر)لي(فإنااسوصر)س(كفتإذا)3(

العلاقةعددأصحيحأموجبأمليكن:حقيقة

مl..:R.x?3r=)1،لي(}-ا-ل

نااي،أما!يبالرمزصو!يالعددلهينتميالذيالدممفؤلصفنرمزتكا!.علاقةهي

امأ=تي-3R}اليلت

.مهوا-أمللعلاقةالتكا!صفوفعددموجبأ.صحيحأعددأمليكن:ملاحظة

التكا!صفوفمجموعةتشكلموجبأصحيحأعددأمليكنم!رفة

اصوليماالي))تصم

الثنانيةالعمليةتحتزمرة

أمأ+لي-اIالي+مل11،مص-ك!صمصم:+م
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الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل-64

التكافؤصفهواليأمالتكافؤصفونظير،أم10التكافؤصفهوالعمليةلهذهالمحايدالعنصر

.أملي-ام

ككإذاطبيعيأ.علدأموليكنصحيحةاعددأأ،لي،ءلتكنالاخحرال(:)خدميةم!رنة

(،فبن

يم!أ=يييمأء=تيء

رور

وليكنم،اعحدأصحيحةأ،لي،ءلتكننتيجة

أء=ييء

ىكانإذاعحدأطبيعيأ.

!!!=تي

ضرالسابقةالنتيجةفي.)ء،م(-ا01.مىالشرط:ملاحظة

01.)3،6(-.مىانلاحظ

ديكنالاخحرالأ(:)خدميةم!رهنة

C=فبن،(مرر،..،..)ما01م.م

=تيأ

الخطيةالتطابومعادلات.:

هيالخطيةالتطابقمعادلةتويف:

تسأ

التطابقمعاللةلدينالتكن:م!رنة

أس

01.)1،م(ور-ى.مأنولنفرض

لمعافليسل!/ء،كانتإذا)1(

لصيوجدفإنهل!اء،كانتإذا)2(

ا-.للعلاقةبالنسبةالتكافؤصفوف

اذ

الحلمجموعةاوجدمئ!:

فبنء،م(-ا،

كانإذا.طبيعيةاعحدأ

منل!إلىتقسيمهايمكن
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حلولمننهائيألامحدأهاكأننستنتج1213،أنبما(=01.3.)01،9.مى!^_أنلاحظ:الحل

وبنلك،51ك!3=912أنلاحظا.ا-أهللعلاقةبالنسبةتكا!صفوفثلاثةإلىتنقسمالمعاللةهذه

الثلاثة:التكافؤصفوفتكون

0،1،2(ت)15131،15181،151131(دتام3+دك!13اذا

الخطيةالتطابقمعاللةلدينالتكننتيعة:

وطمؤأ،ءوصحيث،مأس=ء

فيجميعهاتوجدالصحيحةالحلولمنلانهائيعددالمعاللةلهذهيوجدفإنه،1م(=.)01،1.مىكانإذا

.ا-أمللعلاقةبالنسبةواحدتكافؤصف

،أعلاهالنتيجةبتطبيق01.)7،12(-ا..مدهأنلاحظ.ا12اس=73المعادلةلدينالتكن:مثال

.أما21للعلاقةبالنسبةواحدتكا!صفيحتويهاالصحيحةالحلولمنلانهائيأمحدأهاكأننستنتج

الذيالتكا!صفأنذلكمننستنتج.12ك!9-63=73أننلاحظهذا،التكافؤصفلإيجاد

19121.هوالحلولجميعيحوي
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15-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

للعدالأساسيةالطرق

.:.مقدمة

تبسيطنستطيعالقوانينهذهوباستخدامالعد،مسانلمعللتعاملاستخدامهايمكنمبادئعدةهن!

يلي.فيمامنهابعضأنستعرضسوف.المعالجةسهلةمجزاةحالاتإلىوتحويلهاالمعقدةالمسانلبعض

المجموعامي

صرراا=اسا+ارصررسافإن(Sصرر=6ساني)1منفصلتينمجموعتينصررؤسكانتإذا

فصلفيطالبأو.3الرياضيكض!لفيطالبأ2.لديهوالفيزياءالرياضياتلمالتيصرسمث!:

8المدرسغدالطلابعددهوفماالمادتينكلايدرسونالطلابهؤلاءمن5كانإذاالفيزياء.

طلاب5ؤض!الفيزياءيدرسونطالبأ25ؤفق!الرياضياتيلرسونطالبأا5يوجدانهلاحظالحل

طالبأ=245+ه+ه15:المجموعفيكونمعأ.المادتينيرسون

صررس=ك!صررسفإنعررؤسمجموعتينلأيالضرل!:ميا

بنك78ؤاولاد01بينمنوبنتولدمنمكونوفداختياريمكنطريقةبكممث!:

7.=ك!7ا0:الجواب

يلي.كماالمجموعاتمنعددلأيالقوانينهذهتعميمنستطيع

فإنبعضأبعضهاصمنفصلةمجموعاترر.،س،..2،سساكانتإذا:العامالمجموعفثون

وراسا+...+2سا+ااسا=اسورر...ر2سراس

فإنمنتهيةمجموعاترر،س..،.2،سساكانتإذا:العامالضرل!فثون

س120001س11ساا=اك!سرر..ك!.2ك!سسا

مشروععملإنجازكانإذاالمسانل:حلفيالضربلمبدامكافنةاخرىصيغةنستخدمماغالبأ

كانوإذا(وهكذا2ءثماولأارر)ء.،ء،..2،ءاءالمتتاليةالمهماتمنمجموعةإنجازيتطلبما

التيالكيدلآعلىيعتمد)ولا2مهو2ءالمهمةإنجازطرقوعددامهواءالمهمةإنجازطرقعدد

هوالمشروعإنجازطرقعددفإنوهكذا،الأولى(المهمةإنجازبهايتم

N!م!...ك2ك!مام

82العربيةاللغةحروفعددبأنعلمأعربية8احرفخمسةمنالمكونةالسركلماتعددهومامث!

حرفأ.

المجموعيكونوبنلكحرف،لكلخيارأ28وهن!احرف5منتتكونسركلمةاي:الحل

YA= YAxYAxYAxYAxYA°سر.كلمة
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كالآتيالعلادنكتبررالعلادقواسمعددلإيجاد

ك!أ!د..ك!.2عك!21ااعتأرر

ررللعددقاسماي.طبيعيةاعداد!.،ع.2،.عا،عؤررللعددالأوليةالعواملتمل!0،1!1121،0،0حيث

العواملهذهبعضضربحاصلمنيتكون

دك!أ!م..ك!.2مك!21ام11ترو

.!عءم!ء،....عا،ءماء.تحققكليةاعداد!،م..2،.ما،محيث

وهكذا.2مالعددلاختيارطريقة+ا(2)عوكنلك.ماالعددلاختيارطريقة+ا()عايوجدانهنلاحظ

يساويرومل!قالسمتكوينطرقعدداننرىهناومن

+ا(ك!)ع!+ا(ك!...2+ا(ك!)ع)عا

.(1+عو)...(ا+2)ع(ا+عا)القواسمعدديكونومنها

التقالل:م!دا

.صاا-اسررفإنصالمجموعةإلىسررالمجموعةمنتقابلا-ص:سركانإذا

للدلالةلارراالرمزونستخدمررال!دارضيةرريساوياومنا!صحيحعدداكبرنسمي:ت!يف

الرمزونستخدمررالطدسقفرريساوياومناكبرصحيحعدداصغرنسميكذلكالعدد.هذاعلى

العدد.هذاعلىللدلالة1اررا

1/12-3.أاوكذلكا/12-2لافمثلا

هذهاحدفإنالصناليق،عددمناكثرالحمامعددكانإذاانهعلىالمبداهذاينصالحملم:لهرجم!دا

اكثر.اوحمامتينعلىسيحتويالصناليق

يلي:كماالمبداهذاتعميمونستطيع

يحتويسوفالصناليقهذهاحدفا!نكهررموكانتالصناليقمنررعلىالرسانلمنموزعناإذا

الرسانل.من!اررما+لا!على

مولودينطالبينعلىالأ!علىتحتويانيجبطالبأا2مناكثرفيهاالطلابمنمجموعةاي:مثلى

الشهر.نفسفي

الت!هاليل.:.

التبديلانهذاويعنيلعناصرها.معينترتيب!سمل!خاليةغيرمجموعةت!طيل:ت!يف

تحتويوالتيسالمجموعةتبلايلتعريفكنلكونستطيعنفسها.إلىسمنتقابلهوسللمجموعة

العنصرتكوناصورةانبحيث(-س11،2،3،...،ررمنتقابلانهعلىالعناصرمنررعلى

o b e i k a n d l . c o m



35-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

مهمالترتيبانعلىهذاويدلوهكذا.الترتيبفيالثانيالعنصرتكون2وصورةالترتيبفيالأول

التباليل.فيجدأ

يساويستباليلعثدفإنالعناصر،منررعلىوتحتويخاليةغيرمجموعةسكانتإذام!رهنة:

كرا2كر3كر...كرN(-Y)كر(-اN)كرN=ررإ

عدلي(.رر)اوررمضررل!رر!ويؤا

مثالأ:

.إ=5012يساويحروفها(ترتيبعدديعني)(،ع،ج،ع،صس)المجموعةتباليلءد1()

02!يساويالكراسيمنواحدسطرفيشخصأ02بهائجلسانيمكنالتيالطرق)2(عثد

8مستديرةطاولةحولشخصأ02بهائجلسانيمكنالتيالطرقعثدهو)3(ما

.إ=ا(.اني)1ايسريانهعلىالصفرمضروبنعرفملاحطة:

!(رر-اررإ=رر)يكونرريمهاقيملجميعضيئة:

نالنفرضسمثلمامجموعةمنالجزنيةالمجموعلتعلىالتبكيلنعرفاننريدوالان

مجموعةايترتيبنسميالعناصر.من(.دكهد)علىوتحتويسمثلخاليةغيرمجموعةلدينا

غاصرهعدد)اوصطولهسللمجموعةتبليلاص!د()هناصعناصرهاعددسمنجزنية

.صدلبالرمزالعددلهذاونرمز(،ص

فإن:،كه.دكهصبحيثصؤدصحيحينعثدمنلأيمدرهنة:

!(دضد)(=+اد-ص.).(.د-2()د-ا=د)ددص

.دكهاصحيحءدلأيددد=د!ملاحطة:

معموعةنعرفالعناصر.مندعلىوتحتويسمجموعةلديناانلنؤضالئوة:معموعةت!يف

المجموعلتغاصرهاالتيالمجموعةانهاعلى(،س)وربالرمزلهاونرمز،سللمعموعةالئوة

.سمنالجزنية

ياد،2يساويالجزنيةمجموعلألهاعثدفإنديساويسالمجموعةعناصرعددكانإذام!رهنة:

ان

دور)س(=2

"Y==52(س)ورهو(1،2،3،4،5=)سالمجموعةمنالجزنيةالمجموعلتعدد:مثال
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)التراكيب(التوافيق.:.

المجموعةمنجزنيةمجموعةايالعناصر.مندعلىتحتويسررمجموعةلليناانلنفرض:ت!يف

هيسرر،للمجموعةصتوافيقأخر،بمعنىص.توفيقتسصالعناصرمنصعلىوتحتويسرر

العناصر.منصعلىتحتويالتيالجزنيةالمجموعات

بالرمز)د(لهيرمزالعناصرمندعلىتحتويالتيسررللمجموعةصتوافيقعدد:حقيقة

ويساوي

(إص!-)د-فيص%(-)د

عناصر!3منوالمكونة(1،2،3،4،5-)سالمجموعةمنالجزنيةالمجموعاتعدد%مثلى

.مجموعات-.ا5

!2إ3

فإن!.د!صبحيثصؤدصحيحينعدلينلأيم!رفة:

(تاذ))1(

(-اد))2(

(تدد))3(

(ددص(ت)د))4(

مسموحأفيهاالتكراركانإذامضاغةثزنيةمعموعةمالمجموعةالجزنيةالمجموعةتسمى:ت!يف

الجزنيةالمجموعاتعلدالعناصر.مندعلىتحتويسمجموعةلليناانلنفرضم!رفة:

(-اد+:):يساويالعناصرمنصعلىتحتويوالتيسمنالمضاعفة

(.مسموح)التكرار!انواعاربعةبينمنحليبعلبثلاثاختيارتستطيعطريقةبكم:مثلى

علىنحصلاعلاهالمبرهنةفي-3صؤد-4بتعويض:الحل

(f+ت-1؟)(ت.32)
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للعدمتطورةطرق

العيناتاخذنماذج.:.

)ينيجمنةأخذنستطيعطريقةبكمالعندمر،مندعلىوتحتويسمجموعةلليناكانتإذا

!صغاصرهاعددمنهاجزنية(مجموعة

:السؤالهذاعلىالاجابةقبلمنهماالتثديجبحالتانضاك

لا!أمم!العينةعندمرترتيبهل)1(

لا!أممسموحالعناصرأخذتكرارهل)2(

هومدرسينا0بينمنأصماء4منلجنةتشكيلطرقعدد:مثال

021=الأ!4%=(014)

للجنة،مقررأوالرابعسكرتيرأ،والثالثللرنيس،نانبأوالثاني،للجنةرنيسأالأوليكونأنأردناإذالكن

هواللجنةلتشكيلالطرقعددويكونضامهمأالترتيبكك

0405=لأ4=ل01

الثلاثةأرقامهتكونبحيثا000ؤ001بينيوجدعددأوكم...ا!ؤ001بينيوجدعددأكم:سؤال

مخلالفة!

تحتويمجموعةمنصحجمهاجزنية()مجموعةعينةلاختيارالسابقةالأربعةالحالاتنلخصيليفيما

دغصر:على

صديساويالطرقعددمهم:والترتيبمسموحالتكرار)1(

!(دصد)=!لصيساويالطرقءدمهم:والترتيبمسموحغيرالتكرار2()

!(إصد-في)=(د)يسريالطرقعلدم!:غيروالترتيبمسموحغيرالتكرار)3(

(-اد+ص)يساويالطرقءدم!:غيروالترتيبمسموحالتكرار)4(

الأربعة.الحالاتهذهعلىمثالألنلخذوالآن

{.،"،112،ليالمجموعةمنغصرقمنمكونةل!انيةجمنةلأخذالطرقعددأوجد:مثال

هيالجناتوهذه=16=24دصيساويالطرقعلدم!:والترتيبمسموحالتكرار)1(

o b e i k a n d l . c o m



الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل-65

،(،رء)(،ر،لي)(،ء،لي)(،ر،1)(أء؟أاا؟؟:1((،أ)لي،!"،آ،ءأإ،!ا)ليكأبيأ!ئيأ،أ(ا

يساويالطرقعددم!:والترتيبمسموحغيرالتكرار)2(

12ئجت-(!دصد)-ددص

هيالعيناتوهذه

،(،1ر(،)ء،1(،)،1لي(،)ء،ر(،)،رلي(،)،ءلي(،)1،ر(،)1،ء(،)1،لي)

(ر،ء(،)ر،لي(،)ء،لي)

يساويالطرقعحدم!:غيروالترتيبمسموحغيرالتكرار)3(

6-إ4.2!2-!ص(!د-د!)(-د)

،ر(،)ء،ر(،ء(،)لي(،)1،ء(،)1،ر(،)لي)1،ليهي:العيناتوهذه

يسلإيالطرقعحدم!:غيروالترتيبمسموحالتكرار)4(

01-312!-(-ا4+2)

،ر(،)ء،ر(.،ء(،)لي(،)1،ء(،)1،ر(،)لي،لي(،)ء،ء(،)ر،ر(،)1،لي)101(،)ليهي:العيناتوهذه

الأولالنوعمنامنأخذبحيث،...،ع3،ع2،ععامخللفةانواعمنالعناصرمنداخذناإذام!رئة:

هذهتباديلعلادفبنرر2+...+مد-ما+متكونبحيثوهكذا،2عالثانيالنوعمن2مؤعا،

!دإ..مم!ميساويالعناصر

الكراتتوز:تمذج

الكراتمنمجموعةتوزيعصورةعلىصياغتهانستطيعالعدمسانلمنكبيرةمجموعةهناك

الصنادشمنورعلىنوزعهاانونريدالكراتمنصلديناانلنفرضالصنادشمنمجموعةعلى

تمييزها:يجبمخللفةحالاتهناكالطرقعددلإيجاد

مخللفة8امتمامأ)متشابهه(متطابقةالكراتهل1()

مخللفة8امتمامأ)متشابهة(متطابقةالصنادشهل)2(

الصنادش:منورعلىالكراتمنصلتوزيعمخللفةحالاتاربعهن!

ررصيساويالطرقعددمخللفة:والصنادشمخللفةالكرات)1(

(1+صور)يساويالطرقعحدمخللفة:والصنادشمتطابقةالكرات)2(

(:فارغصنلاوقيوجد)ولامتطابقةوالصنادشمتطابقةالكرات)3(
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،له(-ا(+-)ص-له،وو(=-)ص-ا،له-)ص-لهكب(=لة-)ص،له

)ص،ص(=-)ص،1(=ا-ؤ،ررصكانتإذا.،رر(=)ص-حيث

الارتدادية.بالعلاقلتالعلاقاتمنالنوعهذاويسمى

فارغ(:صندوق)ولامتطابقةوالصناد!سمخلالفةالكرات)4(

ص(-ووله():)(ء-ا)كبلة(=،لهص)س

الئلألي.النوعمنستيرلنح!دالعلدهذاويسمى

ناقبلالتعاريفمنمجموعةإلىونحتاج،صعبتان)4(و)3(والحالتانسهلتان)2(و)1(الحالتان

الأولىبالحالتين!-قاعدتينوجودإلىالتنويهيجبنلكقبلولكنلهما،المناسبةالطرقعددنبين

هما:والئانية،

المخلالفةالصناليقمن،رر()صررعلىالمخلالفةالكراتمنصتوزيعطرقعدد:الأولىالقا!ة

رر!)=ورليساويواحدعلىصندوقكلفيالكراتعدديزيدلابحيث

!(-صله

=ص2+...+سور+سساللمعاللةالكليةالحلولعددفإن!.صصحيحءدلأيالئائية:القا!ة

يسري

(-1+صله)

عددهومافمئلا:.الحلولنوعيةعلىشروطأتضعالتاعدةهذهعلىالتمارقمنمجموعةضاكمئ!:

ه.<3س3،<2س!2،سابحيث2=ه3+س2+سساللمعاللةالطبيجةالحلول

ثلاثالآنلنعرف3!6.س2!4،سسا!3،الشروطنفسهيالئلاثةالشروطلاحظ:الحل

للمعكلةالطبيعيةالحلولعددفيكون-3،6=س3ص-2،4=س2ص-3،=ساصاجديدةمتجرات

للمعاللةالكليةالحلوللصدمساويأ3!ه2!3،سسا!2،سبحيث32=ه2+سسا+س

يساويالطرقءداننستنتجالسابقةالقاعدةمن.=312+ص2+صصا

9ا(=!لأا(=-123+1

12

ملاحظاث:

الكليالعدديكون،فارغصندوقفيهايكنلمإنالأولىالحالةفي1()

ص(-ووله():)(ء-ا)كب
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(:-ا)يساويالكليالعدديكون،فارغصندوقفيهايكنلمإنالثانيةالحالةفي)2(

،رر(+رر)ص-:يساويالعددفا!ن4فارغأالصناليقبعضكانإذاالثالثةالحالةفي)3(

منررإلىالعناصرمنصفيهامجموعةتجزنةعددنفسههوالثثيالنوعمنممتيرلنج!د)4(

الفارغة.غيرالجزنيةالمجموعات

الحد!ذاتنظرية

على:نحصلرركليعددوايصؤسحقيقيينعددينلأي

رر(ص:)+-اررص(سارررر)+...+ص-اسرر(رر)+ررس(رر-آ(ررص+س)

اصرر-ا(س2)كبت

رر.(-2:(+)ارررر.+).(+.له(+)رر(+)رر)اناثبت:مثال

النتيجة.علىلتحصلالحلاينذاتنظريةفي°_I-سصض:الحل

م!حظك:

.(1رررر)!الحلينذاتنظريةمفكوكفياسمعاملاننححظ1()

واحداوسطحديوجدالحالةهذهوفيفرديأ،يكونالمفكوكحدودعددفإنزوجيأعددأرركانإذا)2(

يكونالمفكوكحدودعددفإنفرديا،عددأرركانإذااما+ا(.ده)هووترتيبهللمفكوك

ترتيبهماللمفكوكاوسطانحدانيوجدالحالةهذهوفيزوجيأ،

(12+ N)3)ؤ +)N

.صؤسالحدينمنبدلأم،...،س2،سساالحدودمنررإلىالحدينذاتنظريةتعميميمكن

مفكوكفي.-رر.+أم.+.+1121بحيثكليةاعدادأم،1121،000،1انلنفرض

(ورم2+...+س+ساس)

رر!
عادةلهويرمزهوك!سائم..ك!.2ك!سااساعلىيحتويالذيالحدمعامليكون

!.أم.إ.21!11

.(م0،1بإ.،1121)بالرمز
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11ناخذبحيثمخللفةانواعمناختيرتالعناصرمنررلعددالتباديلعحدنفسهوالعددهذاانلاحظ

هذهتباديلعدد.+...+أم+21رر-11يكونبحيثوهكذا،الثانيالنوعمن21وناخذ،الأولالنوعمن

!ررإ.01أ!أالعلادنفسيعطيالعناصر

.(9+ع+صس)مفكوكفي2عf'3سمعاملاوجدمدؤال:

!9
:الجواب

!3!42!
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والإقصاءالتضمينمبدأ

فإنبعضأبعضهاعنمنفصلةمجموعاترر.،س.،.2،سساكانتاذاانهالسابقفيلاحظنا

رراسا+...+21سا+ااستااسررر...ر2سراسا

هذهفيمشتركا!غاصرعلىتحتويرر.،س.،.2،سساالمجموعاتهذهبعضكانتلوماذاولكن

رر..رس.ر.2رسسافيالموجودؤالعناصرعحدلحسابوالإكصاءالتضمينمبدانستخدمالحالة

فقط.رر-3ؤرر-2الحالتينعلىهناوسنقتصر

فإنمنتهيتينمجموعتيندؤسكانتإذاالآولى:الحالة

+د-اسد+ساتسرد

فإنمنتهيةمجموعاتثلاثعؤد،سكانتإذاالئثية:الحالة

ا+د+ع+عا-اد+عا+اس+دا-اسعا-اسا+ا+ادساااتردرعسا

.مجموعاتثلاثمناكئرإلىالطريقةبنفسالمبداهذانعممانونستطيع

الخاصيةذاتالعناصرعلىتحتويحروالمجموعةمنجزنيةمجموعةسكانتإذاالآولى:الحالة

العناصرعحدفبن2،-الخاصيةذاتالعناصرعلىوتحتوياخرىجزنيةمجموعةدوكانتا-

تحتويلاالتيالعناصرعحدانايضأونلاحظ+دا.اس:يساويمعأ2-ؤا-الخد!يتينذات

:يساوي2-ؤا-الخاصيتينمنايعلى

(1+دسا-اد+ااساا-أدثروااتدرسا-ادثروا

س+دا+-اداا-اسحروت

ذاتالعناصرعلىتحتوي!روللمجموعةجزنيةمجموعاتثلاث،د،صسكانتإذاالئثية:الحالة

:يساويمعأالثلاثالخواصتحققالتيالعناصرعحدفإن،الترتيبعلى2،-3ا،--الخواص

:يساويالثلاثالخواصمنايتحققلاالتيالعناصرعحداننلاحظكما.+د+صس

سرل!رصت-كى

+س+د+صأ-د+ص-س+د-س+صص+د+-أسكىت

واحدهمادةفيمسجلطالبكل.طالب...2هوفهدالملكجامعةفيالأولىالسنةطلابعحدمئال:

فيمسجلينالطلابمن007انلنفرض.ورياضياتوكيمياءفيزياء:الثلاثةالموادبينمناث!على

،ؤالرياضياتمادةفيمسجلينطالب...اوالكيمياء،مادةفيمسجلينطالب..6ؤالفيزياء،مالؤ

والريفميات،الفيزياءمادتيفيمسجلينطالب2..ووالكيمياءالفيزياءمادتيفيمسجلينطالبأا.5

الثلاث8الموادفيالمسجلينالطلابعددهوما.والرياضياتالكيمياءمالتيفيمسجلين003و
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16-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

الحل:
فيالمسجلينالطلابمجموعةدوانالدزياء،مادةفيالمسجلينالطلابمجموعةسانلنفرض

فإن.الرياضياتمادةفيالمسجلينالطلابمجموعةصوانالكيمياء،مكة

01.=.ص06،=.د07،=.س002،1=.صدررسا

=003ص!6=002،ص6سا=.ها،د6ساانكما

نانجدوالافصاءالتضمينمبداباستخدام.ص6د6سنجدانونريد

-j +-.- = - uju+-سا-ا-,)r(- o--ص6د6س+ص6د
على:نحصلبالتعويض

..3.?_..?_.._.o+..1+...I-..yاس+Y6خا6د
الئلاث.الموادفيمسجلينالطلابمنc=!3ص6د6سضاكانهذايفي
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56-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

لدائرةا

.:.مقدمة

د!لي

)1(شكل

الدانرة(.)مركزثابتةنقطةصالقطر()نصفالمسافةنضتبعدالتيالنقاطمجموعة:الدالرة

الدانرة.مننقطتانطرفاهامستقيمةطعةكلالوتر:

وتر(.)اطولالدانرةبمركزيمروترالقطر:

الدانرة.منحنىمنجزء:القوس

.وقوسقطرينبنصفيالمحدودالجزء:الزاويالقطاع

ووتربقوسالمحدودالجزء:الزاويةالقطعة

.واحدةنقطةفيالدانرةيقطعالذيالمستقيم:الممالس

الدانرة.مركزراسهازاوية:المركزيةالزاوية

الدانرة.علىيقعوراسهاوترانضلعاهازاوية:المحيطيةالزاوية

ضلعيها.بينمحلاودأالقوسيكونالتيالمركزيةالزاوية:القوسزاوية

الصغيروأليالقوسينإلىويقسمهاممركزهادانرةفيوترأليالمستقيمةالطعة)1(:الشكلفي

لي"،أليالقوسزاويةوهيمركزيةزاويةليأ1،غدللدانرةممالم!دررقطر،أ-الكبير،ألي

تسمىمليؤأمالمستقيمتينوالقطعتينأليالصغيرالقوسبينالمحصورةالمنطقةمحيطيةزاوية

زاويةقطعةأليوالوترأليالصغيرالقوسبينالمحصورةالمنطقةتسمىبينماظاعأزاويأ،

اسلسيةعلافك::

ولاليونانيبالحرفاوطبالحرفلهاومزالنسبةهذه.ثابتةظرهاإلىدانرةايمحيطنسبة.

4.103تؤيبأوتساوي

قطرها(.نصفنورؤالدانرةظردط)حيثنورط2=طدط=الدانرةمحيط.

نور2ط=الدانرةمساحة.
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الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل-66

قياسبنلكنعنيفإنناالقوسزاويةقياسنقولوعندما4bالدانرعلىقىسأتحدمركزيةزاويةكل.

ضلعيها.بينمحلاودأالقوسيكونالتيالمركزيةالزاوية

راليان.!=0185:الدانريبالتقلايرالزاويةوقياسالستينيبالتقلايرالزاويةقياسبينالعلاقة.

الزاوية095،قياسهاالقفمةالزاوية095،منوا!الصفرمناكبرقياسهاالحالؤالزاوية.

*0IAقياسهاالمستقيمةالزاوية،*0IAمنوا!*09مناكبرقياسهاالمنفرجة

.095يساويمجموعهماكانإذامتتامتينالزاويتانتكون.

.0185يساويمجموعهماكانإذامتكاملتينالزاويتانتكون.

د!رر

م!رو

له/ل

و!ي

)2(شكل

مشماويتانبالراسمتقابلتينزاويتينكل.

مشماويتان.متباللتينزاويتينكل.

مشماويتان.مداظرتينزاويتينكل.

)2(:الشكلفي

لهما.فاطعسصؤ//?ألي

ؤو،يؤفة،ووؤ2الأزواجمنكلوكنلكبالراس،متقابلتانلأنهمامشماويتانررؤمالزاويتان

فةؤووالزاويتانلأنهمامتباللتان،وكنلكمشماويتانلممؤالزأويتان

.يؤروو،ؤم،لمؤررالأزواجمنكلوكنلكلأنهمامتناظرتان،مشماويتانفةؤ2الزاويتان

.5-.18الملالثزواياقياساتمجموع.

ليسأ)3(:الشكلفي

عألي//ص...

،بالتبادل-ضصأس.

.بالتبادل-غعسلي

مستقيمابم)زاوية18.-سع+صعسلي+صأس..

)!م(شكلص-"ء
..:=!A1 ?t wr+ +t rه
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76-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

المجاورتينغيرالداخليتينالزاويتينقياسيمجموعيساويملالثفيالخارجيةالزاويةقياس.

لها.

وتحققخارجيةزاويةئ!الزاوية )4(:الشكلكي

+عستص

)4(شكل

هاسإلى)بالراديك(القوسزاويةقياسنسبةتساويالدانرةمحيطإلى)س(قوسطولنسبة.

.ط()2الدانرةزاوية

)رر(:الشكلفي

-م!نيط2

-=ور!!
ني

)5(شكل

ودانر!مممتتيملتتتطعصالنلالجةالزوايا:

المركزيةالزاويةهاسنصفيساوي)6-ا"الشكلفيور)المحيطيةالزاويةهالى.

المركزيةالزاويةبذلكنعنيفإنناسكتبناإذا)س(.القوسفيمعهاالمشتركة)م(

منكثيرفيفإنناولنلك(.تمالمركزيةالزاويةاي)سالقوسضلعاهايحدالتي

الشكلفيكماالقوسيحدانضلعاهاالتيالمركزيةالزاويةلرسمبحاجةلسناالأحيان

يحدانضلعاهاالتيالمركزيةالزاويةونقرؤها:سبكتابةنلكصونستعيض(6-لي)

رر(-2سانالاحظيتنالقوس

!!

)ب()1(
)6(شكل
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الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل-68

يساوي)7"الشكلفيرر)خارجهانقطةفيلدائرةقاطعينتقاطععنالنهلجةالزاويةماس.

القاطعين.بينالمحصورحم!للقوسينالمقابلتينالمركزيتينالزاويتينطرححاصلنصف

(ص2رر=سان:ي)1

س-

)7(ءشكل
المحلاودللقوسالمقابلةالمركزيةالزاويةماسنصفيساويالمماسيةالزاويةماس.

-21بضلعيها
ء=ساليان:اي)

)8(شكل

المماس.علىعموديأيكونالتماسنقطةمنمرسومظرايانالاستنتاجالطبيعيومن

)9(شكل
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96-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

المركزيتينالزاويتينقياسيمجموعنصفيساوي،وترقتقاطعمنالمتكونةالزاويةماس.

بالوترق.المحدودقللقوسينالمقابلتين

(+صسرر=1(:)0الشكل)في

)01(شكل

النفطة!ةم!رهنة::

المقدارفإن،تؤلينقطتينفيمادانرةتطعبحيثأثابتةنقطةمنمستقيمةظعةرسمناإذا

.تؤليالنقطتيناختيارعلىيعتمدولاثبتأتك!األيا1

أ!

()11شكل
نطةمنالمرسومينالمماسينانإلىتقودالمبرضةانمثلامنها،خاصةحلاتعدةفيهامةالمبرضة

وباستخدام،ولذلكالنطة.نفسهماتؤليالنطتان(،)12الشكلضي.متطابقاندانرةخارج

فإنالمبرضة،

=أءألياناي2،أء=أءكرأء=ثبت2=ألي=أليكرألي

أكا

)12(شكل
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الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل-07

منللدانرةقاطعكهناكحيثأ-ب()3الشكلوفي،أءاك!اأءا-آ2أليا1اننستنتج`r((L)الشكلفي

كماالدانرةداخلالنقطةكانتإذاصحيحةايضأالمبرهنة.أءك!أء=أتك!ألياننستنتجأ،النقطة

.أء!اكأء=اأتك!األي1كتابةيمكنناحيثج(أ-)3الشكلفي

أ!أ!لي!

)ب()1(

)13(شكل

)ج(
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17-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل المئلث

)14(شكل

المدكئلتتصنيف:.

وزواياها.اضلاعهاحسبالملالثاتتصنيفيمكن ءص!
)هـ()د()خ()ب()1(

(1)5شكل

1".أ-)5)شكلحالؤ،زواياهجميعملالث:الحكالمدكث

الملالثزوايامجموع)تنكر:حادتينالأخريكالزاويتانوتكونقانمةزواياهإحدىمثلث:القممالمدكث

.-5 IAللزاويةالمقابلالضلعنسميالقانم،الملالثفيمتتامتين(.الأخريكالزاويتانتكونوبنلك

أ-ب".)5)شكل"وتر"،القانمة

ج".أ-)5)شكل،منفرجةزواياهإحدىمثلث:المنئرجالمدكث

زاويةكل)كيالم!متساويةزواياهجميعوتكون،متطابقةاضلاعهجميعملالثالآضلاع:المتطالوالمدكث

.=5،)lد".أ-)5)شكل

الزاويتكوتكون،متطابقيناضلاعهمنضلعانيكونالملالثهذافيالضلون:المتطالوالمدكث

هـ".أ-)5)شكل،متساويتينالمتطابقينللضلعينالمواجهتك

ومنها:الملالثات،فيرسمهايمكنوالتيوالهامةالخاصةالمستقيمكبعضهن!

المتوسط:.

)16".)شكل،الراسلنلكالمواجهالضلعمنتصفوفيالمثلثرؤوساحدفييمرمستقيمكلهو

:اي،أ2:بنسبةمتوسطكلتقسمالنقطةوهذهواحد!،نقطةفيللتقيالثلاثالمتوسطك

2ءمومأم

ء!وتامءتليمتووم

)16(شكل
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الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل-72

الزاويةمنصف::

علىتقعمنصفايعلىنقطةكل.الراسنلكزاويةوينصفالملالثرؤوساحدفييمرمستقيمكلهو

)شكل،واحدةنقطةفيللتقيالثلاثالمنصفكانكماالمنصئفة،الراسزاويةضلعيمنالبعدنفس

."17(

ءلي!و

)17(شكل

اضلاعمنالبعدنضعلىالنقطةهذهوتكونواحدةنطةفيتلتقيالثلاثالمنصفاتانبماملاحطة:

الدانرةهذهنسمي.الداخلمنالملالثاضلاعتمسالملالثداخلدانرةنرسمانيمكننافاله،المثلث

".الداخليةالدانرة11

منالعموديةالمسافاتهيبلالزوايا،منصفكامتداداتليست1()8شكلفيالمتقطعةالخطوط)تنبيه:

الداخلية(.الدانرةقطرنصفيساويمنهاكلوطولالملالث،اضلاعإلىالزوايامنصفكالتقاءنقطة

!

(1)8شكل

المدالثلضلعالمنصفالعمود::

!

A()1شكل
فيللتقيالملالثلأضلاعالمنصفةالأعمدة.وينصفهالملالثاضلاعمنضلععلىعموديمستدمكلهو

التقاءنقطة)91(،الشكلفيالملالث.رؤوسمنمتساويةابعادعلىالنقطةهذهوتقع،واحدةنقطة
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37-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

فيكماالقانمالملالثعلىوتقع،المنفرجالملالثضرجتقعالنقطةهذه.المثلثداخلتقعالمنصفةالأعمدة

2(.)0الشكل

منالبعدنضعلىالنقطةهذهوتكونواحدةنطةفيللتقيالثلاثالمنصفةالأعمدةانبماملا!ة:

الدانرةهذهنسمي.الثلاثةالملالثبرؤوسوتمرالملالثضرجدانرةنرسمانيمكننافإنهالملالث،رؤوس

2".1))شكل"،الخارجيةالدانرة11

(02)شكل

!

)21(شكل
المدكتارتنام::

فيكماالمقابلالضلعامتداد)اوالمقابلالضلعإلىالملالثراسمنعموديةمستقيمةقطعةكلهو

(.المنفرجالملالث

!

)22(شكل
)23(.الشكلفيكماواحدةنقطةفيللتقيالملالثفيالثلاثةالارتفاعات
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الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل-74

المثلثيةالمتباينة:.

بما1،35،اضلاعهاطوالمثلثيوجدلافمثلا.الثالثالضلعمناكبرالملالثفيضلعينايمجموع

ا+3!ه.ان

!إآ

(rr)شكل

فيئا!رسم!رهنة:.

الشكل.الآخرينالضلعينطوليمربعيمجموعيساويالوترطولمربع،الزاويةالقانمالملالثفي

مجموعتساويالوتر()مربعالفلالحالمربعمساحةحيثهنلاسيأفيثاغورسمبرهنةيوضح)24(

(.الآخرينالضلعينمربعي)مجموعالقلالمينالمربعينمساحتي

)24(شكل

:.تطاب!المدكنات

لاشلبكبحاجةلسنانحن.المتناظرةالأضلاعفيهماوتطابقتالمتناظرةالزواياتساوتإذاالملالثكيتطابق

يلي:مماايمثلثينتطابقلاشلبكيكفيبل،متناظرةاضلاعثلاثةوتطابقمتناظرةزواياثلاثتساوي

**

)25(شكل
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57-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

الآخر.الملالثفينظيرهمعملالثفيضلعكلتطابقإذاالمئلئانيتطابق.

**

(Yt)شكل

الملالثفينظائرهامعملالثفيبينهماالمحصورةوالزاويةضلعانتطابقإذاالمئلئانيتطابق.

الآخر.

مئلئينيحويالذي)27(الشكلبين)قارنجدأهامةالسابقةالعبارةفيااانظائرهااكلمة:تنبيه

(.تطابقيوجدلاحيث)28(الشكلوبينمتطابقين

!4

)27(شكل

!4

)28(شكل
الآخر.المئلثفينظفرهامعملالثفيوزاويتانضلعتطابقا%المئلئانيتطابق.

ء"

)92(شكل
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الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل-76

إذا:الملثلثانيتطابقالقائمة،المثلثاتوفي

منالأولىللحالةمكافنةالحالةهذهالاخر.الملالثفينظانرهمامعمثلثفيوضلعوترتساوى.

فيالثالثالضلعطوليساويالملالثينمنايفيالثالثالضلعطوللأننظراالملالثاتتطابق

(.فيثاغورسمبرهنة)بالشخدامالاخرالملالث

(03)شكل

الحالةهذهالآخر.الملالثفيالقانمةالزاويةضلعيمعملالثفيالقانمةالزاويةضلعاتساوى.

القانمة.الزاويةهيالمحصورةالزاويةحيثالمثلثاتتطابقمنالثانيةللحالةمكافنة

31()شكل

مكافنةالحالةهذهالآخر.الملالثفينظانرهمامعملالثفيضلعيهاواحدحادةزاويةتساوت.

القانمة.الزاويةوهياخرىلزاويةلمعرفئتانظرأالملالثكتطابقمنالثالثةللحالة

!!

)32(شكل
المدكثاتتانمالط::

ثابتة.متناظرينضلعينايطولينسبةوتكونالآخر،شمكبرةصورةاحدهماكانإذاملالثانيتشابه

.=-لي=1)33(،الشكلفيفمثلا

عصس

?

)33(شكل
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77-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

وغيرهاوالمتوسطاتكالارتفاعاتالأخرىالأطوالانيعنيمثلثينتشابهفا!نلثضلاع،وبلاضافة

مشالسبة.

ملالثين:تشابهلاثبكعامةطرقثلاثهنالك

.المتناظرةاضلاعهماتنالسبتإذامثلثانيتشابه.

اهميةالأكثرهيالطريقةهذهالآخر.الملالثزوايامعاحدهمازواياتساوتإذامثلثانيتشابه.

الملالثفيزاويتينمعالملالثيناحدفيزاويتينتساويتلاحظانويكيملالثين،تشابهلاشلبات

الأخريين.للزاويتينالمكملةهيالثالثةالزاويةلأننظراالآخر

معالزاويةضلعاوتنالسبالآخرالمثلثفيزاويةمعاحدهمافيزاويةتساوتإذاملالثانيتشابه.

الآخر.الملالثفينظيريهما

::حسال!المدكنات

اللاوالكبير.دورمناللاوالهذهللعبهلماعلاقلالهاوبعضالملالثيةاللاوالتعريفباختصارهنانورد

لزاويةسالأساسيةالملالثيةالدوال.الزاويةقانمالملالثفيالأضلاععلاقاتشتعبرإجمالأالملالثية

كمايلي:تعزف

أص

)34(شكل

لت=جاسى=!تاسثآتا=سحا

ليالمجاور

لي=سحما=س!ات=الوتر=س

ب=س!طا=سعلئاث=س!حما=انمجابلىرر=سطا

ومنها:،الهامةالعلاقاتبعضعلىالحصولالملالثيةالدوالتعريفاتطرتعنيمكننا

الخ.000(،-س095=علئا)سطا،(-س095)حا=سحما(،-س095)حما=سحا

=اس2ما+حس2حا

ll!ا=+اسIطا
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الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل-78

س2س+ا=!تا2علثا

جاصسحما+صحماس=جاص(+سجا)

r=حماص(+سحما) ,6r-,جاصجاس

فيزاويةلأنهااومثلا،قائمةزاويةلتنصيفنتيجةالمتكرر،لحدوثهانظرأالهامةالزوايابعضهناك

050الهامةالزواياهذهومنغيرها.او،الأضلاعمتطابقملالث 06 5، 4 5 5، rمميوضحالتاليالجدول

والصفر.القائمةللزاويةبلاضافةالزوايالهذهالملالثيةالدوال

!ص!ص
م!ص

)35(شكل
الملالثيةالدالة

جاس
حماس
طاس

لتاس
علماس

معرفغير

معرفغير

!م

في

2!م

!م

!م

!!

2

!!

!!

!م

!م

2!م
!م

معرفغير

معرفغير

لتعريفالرجوعطريقشعليهاالحصوليمكنناإذ،الجدولفيالملالثيةالدوالممحفظضروريأليس

الضلعين،المتطابقالقائموالملالثالستينيالثلاثينيالقائمالملالثرسمإلىبلاضافةالدوالهذهمنكل

الوتر.نصفيساوي035للزاويةالمقابلالضلعطولانلاحظ)35(.الشكلفيكما
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97-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

الجييقثونة

ء

36(شكللي
)36(،الشكلفيءأليالمثلثفي

أليء

صعس

التملمجييقثون:

)36(،الشكلفيءأليالمثلثفي

ك!حمائنك!ليك!أ-22+لي21تء2

المدكتممماحةة

منها:،ءؤ،!يأ،الأضلاعذيالملالثمساحةلحسابصيغعدةهناك

ارتفاعه.عؤالملالثقاعحؤهيورحيث،ك!عك!ور2-المثلثمساحة.

ؤأالضلعينبينالمحصورةالزاويةهيئنحيث،ك!حماسك!أك!لي-2الملالثمساحة.

لي.

الدانرةقطرنصفنورؤالملالثمحيطنصفححيث،-ك!نور-الملالثمساحة.

الداخلية.

11.اهيرون1صيغةالصيغةهذهوتسمى)--أ()--لي()--ء(--المثلثمساحة.

الخارجيةالدانرةقطرنصفحف!حيث،كأأ!-المثلثمساحة.

نيح4
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عيةلرلاالآفمك!ا

!ء

(63)شكل

:.متدمة

.الأضلاعهذهاطوالمجموعهوومحيطهاضلاع،اربعةنوهندسيشكلهو:الرباعيالشكل

إحدىكانتإذامقعرأاو0180،منا!الداخليةزواياهجميعكانتإذامحدبأإماالرباعيالشكليكون

..018مناكبرزواياه

القطر.تسمىمجاورغير2خرراسايإلىالرباعيالشكلرؤوساحدمنالواصلةالمستقيمةال!عة

الشكلفيالداخليةالزواياقيالساتمجموعاننستنتجوبنلكملالثين،إلىالرباعيالشكلالقطريقسم

36..0يساويالرباعي

الرباعية.الأشكالاهميأليفيمانستعرض

المنحرففم!ط:.

أدلى

ء!ء

)37(شكل
القطعة.المنحرفشبهقاعدتاهماالمتوازيكالضلعانفقط.متوازيكضلعكفيهرباعيشكلهو

بينتصلالتيسصالمستقيمةوالقطعة،المنحرفشبهارتفاعتمئل)37(الشكلفيدلالمستصمة

شبهلقاعدتيموازيةالمتوسطةالقاعثؤ.المتوسطةالقاعثؤتسمىالمتوازتغيرالضلعينمنتصفي

إثباتعلىالقارئنحث(.كأ"+أ!-سصان:)ايطوليهمامتوسطيساويوطولهاالمنحرف

النلالجة.المثلثاتتشابهاستخدامثمومن?القاعدةإلىليؤأمنعمودينإسقاططرتعننلك

القاعثؤبطولالارتفاعضربحاصلتساويالمنحرفشبهمساحةانإثباتيمكنناالطريقةوبنض

دلا(.ك!صاسالمنحرفشبهمساحةان:ي)1المتوسطة
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18-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

الأضلاعمتوازي::

!

(rA)شكل
،متساويتانمتقابلتينزاويتينكلفإنلنلكونتيجة.متوازيانمتقابلينضلعينكلفيرباعيشكلهو

رسمطرروعنذلك)اثبتمتطابقانمتقابلينضلعينكلانكما.متكاملتانمتساويتينغيرزاويتينوكل

فيالقطريناننثبتاننستطيعالمتطابقةالملالثاتالجادوبطريقةمتطابقة(.ملالثكوالجادالطرت

بعضيهما.ينصفانالأضلاعمتوازي

فيالقاعدةضربحاصلتساويمساحتهاننجدمنحرفشبهانهعلىالأضلاعلمتوازيوبالنظر

المتساويتين(.القاعدتينمنايطوليساويالمتوسطةالقاعدةطولانالاحظالارتفاع

الم!غ::

!

(rq)شكل

متوازيهومعينكلاننثبتان8()كيفبسهولةيمكننا.متطابقةاضلاعهجميعرباعيشكلهو

تساويالمعينفمساحة.مساحتهلحساباستخدامهمامنيمكننامما،قطريهبتعامدالمعينويتميزاضلاع.

اضلاع.متوازياومنحرفكشبهالمعينمساحةحسابيمكنناوبالطبع.القطرينضربحاصلنصف

والمريحالمستطيل::

!

(04)شكل

متوازيهومستطيلكل(."09زاويةكل)كليالم!متساويةزواياهجميعرباعيشكلهو:المستطيل

العرضالأصغرالضلعيسمىبينما(ل)الطولاسمالمستطيلفيالأطولالضلععلىيطلقاضلاع.

متطابقانالمستطيلظرا(.ك!لع)العرضفيالطولضربحاصلهيالمستطيلومساحة(،ع)

مربع.نسميهفإننامستطيلفيوالعرضالطولتساوىإذا(.بميساويمنهماكل)طول

نفسفيهومربعوكل،متطابقةاضلاعهوجميع،متساويةزواياهجميعرباعيشكلهو:المربعإنن

اضلاع.ومتوازيومعينمستطيلالوقت
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الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل-82

المضلع

)41(شكل

تتقاطعولا،الرؤوسنضفيازواجأللتقياكئر،اومستقيمةقطعبثلاثمحدودمغلقمستويشكلهو

المكونالرباعيوالشكلاضلاع،ثلاثةمنمكونوهوالملالثالشهيرةالمضلعاتومنرؤوسها.فيإلا

اضلاع.اربعةمن

()42شكل

نايكفيولا.زواياهجميعوتساوتاضلاعهجميعتطابصإذا)42")شكلمنتظمأالمضلعيسمى

يكفي.لافقطالأضلاعتطابقانكمامثلا(،)المستطيلمنتظمأليكونفقطزواياهتتساوى

عددالقطر.تسمىمجاوريخر2خرراسايإلىالمضلعرؤوسمنراسمنالواصلةالمستقيمةالقطعة

قطعةرسميمكنناانهلاحظ.(3لى2)لىيساويالمستقيمةالقطعمن!منمكونمضلعفيا!طر

انهاي،المجاورينالراسينباستثناء!-اوءدهاالمتبقيةالرؤوسمنلأيما،راسمنمستقيمة

مجموعهمااي)43"،)شكلررعددهاالبالغالرؤوسمنراسكلمنقطرأ-3لىنرسمانيمكننا

إلىلينقطةمننفسههولينقطةإلىأنطةمنالقطرلأن2علىالكليالعددنقسم(.?-لى)لى

.أنقطة

2-إلىالمضلعتقسم-3لىوعددهاالمضلعفيراسمنالمرسومةا!طارانملاحظةيمكننا v

يساويضلعأررمنمكونلمضلعالداخليةالزواياقالساتمجموعاننلكمننستنتجملالثأ.

المثال،سبيلفعلى.5(ك!.18-2لى)
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38-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

المضلعزواياقياساتومجموع!،=018`)3-2(ك!.18يساويالمئلثزواياقياساتمجموع

منتظمأ(.المضلعكونحالةفيزاويةلكل1355)بمعدل!0801=!18ك!.(8-2)يساويالئمني

)43(شكل

الملالئات(.تطابقباستخدامنلك)اثبتواحدةن!ةفيالمنتظمالمضلعلأضلاعالعموديةالمنصفاتللتقي

ولنلك.المنتظمللمضلعالداخليةالزوايامنصفاتالتقاءن!ةايضأهيالعموديةالمنصفاتالتقاءن!ة

جميعتمم!والأخرى،المضلعرؤوم!بجميعتمرإحداهمادانرتين،الن!ةهذهمننرسمانيمكننا

طولوالذي،المضلعفسمناإذاالدانرتينهلالينطرينصفيالجاديمكننا)44".)شكلاضلاعه،

ان:نجدالمئلئيةالدوالباستخدام(.it)الشكلفيكماقانمةملالئاتإلى،لضلعه

2حص=نورؤ2حص=نور

روأمعلا2روأمحاا

السداسيالمضلعفيان:الاحظ8(.اماذاالمضلعاضلاعءدررحيثأ-رو=036!الزاويةقيام!

رر2

(.الأضلاعمتطابقأمليوالملالث!rوو=.أ

2نور2ررل2(=ك!نورك!ل2ك!رر=2المضلعمساحةفإنوبالتالي

)44(شكل
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8 t-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

الأبعادثلاثيات

الأبعاد.ثلاثيةالأجسامبعضباختصاريليفيمانستعرض

الكرة.ة

!

)45(شكل
هيالمعلومةالنقطة.معلومةنقطةمنوثابتمشماوبعدعلىتقعوالتيالفضاءفيالنقاطمجموعةهي

طرها.نصف!الثابتوالبعد،الكرةمركز

.3نور!3يساويوحجمها2نور!4تساويللكرةالسطحيةالمساحة

كان)إذانفسهاالكرةقطرمنطرهايتراوحدائرةشكلعلىيكونالتقاطعفإنكرةمستوىقطعإذا

فقط(.الكرةالمستوىيمسالحالةهذه)وفيصفرإلىالكرة(بمركزمارأالتقاطع

)الصندوق(الستطيلاتمتوازي.ة

ع!

صءصص!!صبرأله1

*!"صير----\-

ص

()46شكلى

للأسطحالمكونةالمستقيمةالقطع.متطابقةمستطيلاتالمتقابلةوأوجهه،أوجهستةمنمجسم!

هوالمستطيلاتمتوازيفيالقطر.الرؤوستسمىنقاطفيالأحرفوتلتقيأحرفأ،تسمىالمستطيلة

المقابلالرأسإلىمارأسمنالمرسومةالمستقيمةالقطعة
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58-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

تساوي(ع)وارتفاع(ص)وعرض(س)طولالأبعادذيمستطيلاتلمتوازيالسطحيةالمساحة

الطولتساوىإذا(.ك!عك!ع+ص+سك!صس2)اناي،الستةالمستطيلاتمساحاتمجموع

تساويللمكعبالسطحيةالمساحةفبنوبنلكمكعبأ.المستطيلاتمتوازييسمىوالارتفاعوالعرض

2 elالحرفطولهوسحيث.

3.سيساويالمكعبوحجم،ك!عسك!صيساويالمستطيلاتمتوازيحجم

يساوي()46(شكل،فيثاغورسمبرهنةباستخدامحسابهيمكن)المستطيلاتمتوازيقطرطول

.!

:المناثمور
01

(!

)47(شكل

اضلاعمتوازياتعنعبارةالجانبيةواوجههومتوازيتان،متطابقتانمضلعتانقاعدتانلهمجسمهو

منتظمة،مضلعاتالقاعدتانتكونالمنتظمالمنشورفي.المتقابلتينالقاعدتينرؤوستوصيلمنتنتج

(.والمكعبالمستطيلات)كمتوازيالقاعدتينعلىعموديةالجانبيةالأحرفتكونالقانمالمنشوروفي

حاصلهوالمنشوروحجم،الجانبيةوالأوجهالقاعدتينمساحاتمجموعهيللمنشورالسطحيةالمساحة

(.القاعدتينبينالمسافةهو)الارتفاعالارتفاعفيالقاعدةمساحةضرب

نةلاسطواا:

!!

)48(شكل

شكلعلىقاعدتانلهاالدانريةالاسطوانةمضلعك.كونهماصعوضأمنحنيانقاعدتاهمنشورهو

المساحةمنمكونةالسطحيةمساحتهافبنالحالةهذهوفيقانمة،الدانريةالاسطوانةتكونوقددانرتين.
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8 l-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

عؤالقاعدةظرنصفنيحيث2،نيط+2عنيط2اي،القاعدتينمساحتيإلىبلاضافةالجانبية

.ع2ف!طيساويالقانمةالدانريةالاسطوانةوحجم.الارتفاع

::الهرم

!!

ر-----لم

)94(شكل

فيللتقيملالثكوالبثيمثلثأ(يكونوقدالهرمقاعدةيسمى)مضلعشكلعلىواحدوجهفيهمجسمهو

الأوجهوجميعمنتظمأمضلعأقا!تهكانتإذامنتظمأالهرمي!سىالهرم(.راس)ي!سىواحدراس

.الهرمراسمعالزاويةنفسلهاالجانبية

فيالقاعدةمساحةثلثيساويالهرمحجم.القاعدةإلىالهرمراسمنالعموديةالمسافةهوالهرمارتفاع

.القاعدةومساحةالجانبيةالأوجهمساحكمجموعتسريالسطحيةومساحته،الارتفاع

::المخرو!ر

!

)05(شكل

مخروطأيسمىالمخروطفإندانرةالقاعدةكانتإذامضلعأ.كونهاعنعوضأمنحنىقاعدتههرمهو

ف!حيثع2ف!ط3يساويوحجمهدانريةقاعدتهمنتظمهرمهوالقنمالدانريالمخروطدانريأ.
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AV-الريانمياتومسابقاتأولمبيادالىمدضل

حيثلل!نيتساويالقانمالدانريللمخروطالجانبيةالمساحة.الارتفاععؤالقاعدةقطرنصف

5".0))شكلالراسم"،11طول

السطوحمتعدد:

طولعلىالأوجهازواجتتلاقىبحيثاكثراومضلعةوجوهاربعةبوساطةمحدودسطحهمجسمهو

مضلعاتمنالمنتظمالسطوحمتعدديتكونراس.كلعنداكثراواحرفثلاثةيتلاقىوبحيث،الأحرف

تسمىفقط.منتظمةسطوحمتعدداتخمسةتوجد.متساويةزوايابعضهامعتصنعمتطابقةمنتظمة

التاليةالعلاقةالخ.،...الوجوهوسداسيالوجوهرباعيمئلوجوههالعددتبعأالسطوحمتعدداتبعض

غيراومنتظمأاككسواةسطوحمتعددايفيالأحرفوعحدالوجوهوعحدالرؤوسعحدبينتربط

منتظم:

2=ا!حرفعحد-الوجوهعحد+الرؤوسعحد

هـ!!

)51(شكل
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