
الرابعالفصل

العشوائيهالمتغيرات

الاحتماليةوتوزيعاتها

Random Variables and their

Probability Distributions
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Randomالعشواثيالمكر(4-1) Variable

الممكنةالنو!جحمهعمسهـقانعلمإجراءلأي(سالقافىكرلاكط)تجرلةكلمةكسثخلم

الضروريمنيكونلاربما.ضيعتضقالنوأكجهذهمنلأينثهأاننس!علا!ؤنله

علىمنصااهتمامناكونولكنإصائهةلتجردة(المنةفراغ)الممكنةالنوأ!جكلفنةدراسة

المنرلقمعنهنعبرماهيهذهالممكنةالقهمإن.الممكنةالنو!جكذ4مركبطةرقمهةقهم

العشوائىه

عنةنقطةلكل!اعدداتخصصوالئمالثجردةالينةفراغعلىالمعرفةال!لة:!دف

العشوانى.الممنركسمى

تيمههمنلواحدةممرالعشواثي،الم!نرلعمثل!رالرمزنستخدمسوف

يذورحسىعلىيحتوىكعسمنعشوافامزهرنهاتمن!نركاناضرت(ا4-)مثال

الينةفراغ.ممنةتجردةفيلاستخدامهاوذلكصفراءزهورهادذوروللاثحمراءزهورها

:!كون

yr,3=(*،+،أ+

يفرض.صفراءزهورهاالئالهنرةإلىكرمزلاحمراء،زهورهاالئالهنرةإلىلرمز3حيث

سوفالدالةهذ،.الدنةليحراءزهورهاالقالبذورعددتمثلالئ*الدالةعرفنااننا

الجدولفي.الإصالعةلتجريتناالمرافق3الينةفراغفيسنةنقطةلكلصماعدداتخصص

كر.الدالةطريقعنواحدصقيبعدداردطتالينةفراغفينقطةكلاننجدانلي

العينةنقطةس+*

2،1،0الضم؟خذع!ثوالي*ممكردلكوعلى

يكونتداوا!يق،افىلليكطالنقطمنمحدودعددعلىالعينةفراغيحتوىتد

iteودمعديانلإفالصنةفراغ sample spaceكلعj countable nيحتوىالذيالفراغهو

الأعدادوفئةعناصرهيينكقايلهناكأنبمعنىللعد!دللكنهالظصرمنلإنهائيعددعلى

يسمى.القمحمنفدانفىالفنرانعدداوالنقيافىءمنلترفيالبكترياعددمثل،الطهـيمة

discrete(ممقطع)منفصلسنةفراغا!لةهذهفيالمنةفراغ sample space.المنر

discrete(ممقطع)منفصلعشوائيمينريسمىمنفصلسنةفراغعلىالمعرفالعشوائي

ranءاه 4 om varia.ءالنقطمنلإفائيعددعلىيحتوىالينةفراغ!نإذاأيضاinfinite

sample spaceالحرارةدرجات،الأوزان،الممكنةالأطوالكلمثلمعدودةالغبر،
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continuous)مستمر(محيالضةفراغ(ننقوللاننا.اغ55العمر sample space.

continuكد؟هالممحلالع!ثوانيالمينرلهسميمصلعنةلراغعلىالمعرفالع!نواليالمحر

للعد،لاللةدعاناتتمثلالمنفصلةالعشواصةالميضراتالتطظتمعظمفي.4

منفدانفيالفئرانعددثاموس،منصفحةفيالأخطءعدد،السنةفيالحوادثعدررمثل

مقاسةه!اناتكمثلالمحلةالعشوا!ةالمنراتاما.اع...القمح

المقطعة()المنفصلةالاحتمال!ةالتوزيعات(4-2)

DistributionsيلDiscrete Probab

تحسب(\-4)مثالصياحعماللها-لفرضالمنفصلالعشوائيالمضرقهممنقمةكل

الينةفيحمراءزهورهاالئالذورعدديمثلالذيمم!رالعشواليالمنرلضمالمختلفةالاحتمالات

-:!كلى(إرجاعلدونالاختعار!نإفىا)

623

=)0)=(88تم)=6، P(yyربX)P

(P)+(+ P(rبP=1((X
035333

=8(لمتم)+(88تم)ب36،

0245

2)=)=(88تم)=6. P (rr-ع)!ح

-:اكليالجدولليمعطةااحثمالاتمعركالعشواليللمنرالمخثلفةالقم

(!Xر)مميم02036

563656

الصحعح.الواحدكساوىاوردقالجدولفيالاحتمالاتممموع

إذا(4-ا)مثللعكرالع!ثوأثيالمعنرلضمالمختلفةالاحتمالاتالمطلولي(4-2)مثال

-:،رجاعالاختعار!ن

P=)5-)*(ءتلإ()88=فى،.اطل (X

)*((1 = P (ry) + Pكرت)P

03333-5

ت)8"8(+)888(=!،

255,3
*(ء=2)=)+(9=-()-=.- 64888
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-:اكليالجلرلليمعطةاحيمالائمعكرالعشواثيللمينرالمخثدفةالقم

X(P؟209)!م

ك!"لم!

الضروريمنالصفةهنههدصهفةكرالعشوانيالمنراخمالاتكلتمثهليفضلعادة

المعغمنلواحدةللدالةنرمزسوف5*الرتمهةالقمفيدالةككونان

(xم)،!)*(،")*(...كر(=)*صلةيمكنذلكوعلى.اعP=م)*(،سعل!لى

f-)2اكل =)2( p (X.المردمةالأزواجمنالفئة((x، f(x)الاحتمالدالةكسمى

ity functionنلةprobabالاحتمالىالثوزدعاوbutionنلة4!دة*probabللمضر

كهـ.المشوائي

مع،منفصلالعشواليمعنريأخنماالئجمعال!م!عطىص!فةاوجدولكل:كعريف

منفصل.احتمالىكوزى!سمىمنهاقيمةكلاحممال

نت5إذا*-أحعثعشوانيكهـممنرو!نواحدةمرةعملةألقتإذا(4-3)مثال

5صورةالنتهجة j=للدالةصفةوضعيمكناطلةهذ،فيهىدةالنتعجة!نت1إفىممر

-:الشكلعلىكرالع!ثواليدالممنراطعة)*(م

)مم!(م=!،!ر=0105

الئالصورعدديمثلكهـالذىالع!ثوائيللمنرالاحتماليالتوزيعصفةاوجد(،-،)مثال

؟واحدةمرةعملاتحسالظءعندلظهر

إم!نعة2متساودةالأحداث).23!كونسوفالمنةفراغفيالنقطعدد.اطل

من!علىللحصولالطرقعددلايجاد.32!كونسوفالاحتمالاتلجميعالمظم.(الحدوث

التجرلةدالدنةلنظطالكلىالعلدلمعرفةنحتاجل!نناواحدةمرةعملات5إلظءعندالصور

من*منهاال!صرمنوللتمدد!لالطرقعدديساوىوهذ!ىدة*-!وصور!!عطىوالتى

،خذ*حهث3()عددهاطرقيحدثوهذ!،)ىلة(اخرنوعمن*-!و)!ورة(نوع

-:دلكوعلى5,4,3,2,1,0الضم

,5,4,3..120=x،()؟=(x=)كرP=ممر(م(

32
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كأخذ*ل!نواحلةمرةنردزهرةإلظءنوكجيمثلع!ثوأثيمنرمم!ر!نإدا(،-ه)مثال

-:هوكرالعشوانيللمينرالاحيمالىالوزيع.6إلىأمنتعم

)*(م=6،مم!.6,5,4,3,2,1=

مرةعملثينإلظءعند!ظهرالئالصورةعد!يمثلعشوافامصراكر!نإفىا(t)6-مثال

اكلي:لالجدولتمثهلهيمكن*العشوانيللمحرالامحمالياليوزدع5*-2,1,0لانواحدة

)*لا،25.05.025.0

8،الأعمد،طر!ةلاستخدإم!انهاالتوز3هظعرضيمكن chart"(4-1)ضكللعكط.

كله

!ه

روه

30

هـه

!ر2

**(

)4-1(شكل

عمود!امكر-5عندفمثلا)!ر(مقيمالراسامحورويمثل*قعمالأهيالمحوريمثلحهث

عموديقامكر=أعندوكذلك23.0وهوالنقطةهذهعنداللالةتيمةمعيتناسبإرضاعة

لهاليرلال!لةالنقطهذ،وجمون25.0ارضاعهعمودءظم*=2وعند5.0ار!فاعه

probabilityالاحعمالىلالملرجيسمىماإلى(4-ا)شكلتحووليمكنكطوصده

histogramبحهثمسطلاتالىالموجودةالأعمدةدثحولملو؟لك(4-2)شكلفيكط

وعلى.المس!ل!عدةمن!ح!ففيالواضة*قهمةلاحيمالمساولامسع!لكلار!فاعيكون
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المفهومهذ!هقاعلتهمنتصففي*دقعالذىالمسطعلهساحةيساوىع(ممر=)*لانذلك

المحل.الاحممالىالتوزيعفيضرورىالاحتمالاتررب

،)!(

)4-2(شكل

(المستمرة)المتصلةالاحتماليةالتوزيعات(4-3)

Continuous Probability Distributions

مرافقموجباحتمالهناكيكونأنيمكنلاانهالمحلالعشوائيالمكبرصفاتمن

فترةلكلمرافقاحتمالهناكيكونولكنP(*-)!ر=5اناىالمنرقعممنقعمةلكل

ولكنيحدولالمحلالعشوائيللمنيرالاحتمالميايوزيعتمث!ليمكنلاوفذا.المنيرفتراتمن

f)دالةلصعفةعنهنعبر (xولالاحتمالىفةدالةثسمىوالتىprobability densi

function.واحد.محصرةاش!لولمأخذمتصليكونسوف)مم!(مللدالةالطفيالتمثعل

f(رx)الدالةمنح!تحتاورحةثكونانولايد(4-3)شكلنيموضحالأش!لهذهمن

قيمة*العشوائيالمضر؟خذاناحتمالايضا.الصحهحالواحدكساوىممربمحوررالمحددة

*-اممربينالاحتمالىفةدالةتحتالمظللةاورحةيساوى*-أ*ورمم-2*لين

يكونسوف.الت!ملطرقداستخدامعلطالحصوليمكندالضبطاورحة.*=كهـ2و

تحتاورحاتتحسبوالقالتإربفيالاستخداماثئعةالاحتمال!فةبدوال!طاهتمامنا

تعموالاحتمالاتاحتمالاتتمثلاورحاتولأن.الاحصا!ةالجدإولبايمثخداممنحناها

كر.منحنىفوقككونانلالدالاحتمالصفةدالةف!ن،موجبة
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*(

)4-3(شكل

f)الدالة:كعريف (xاورحة!نتإ؟اكرممحلعشوانيلم!نروالاحتمالصفةةدالدسمى

دينالمنحنىتحتاورحة(يضا.الصحعحالواحدكساوىممربمحوروالمحددةالمنحنىتحتالكلعة

*-ا*لينيقعالعشوانيالمعنرأناحتمالكهـكعطى=XIكهـو=2Xتيمتيناى

وهرضمعلومةيخرإ!ر(3!كونمتصلم!نرعلىتحتوىالئالتجردةليعادة

الدراسة.موضعالمنرعنمعلوماتAoعلىيعت!دللمطدلةالصحعحالاختعار.معادلتي

منممموعةلوزنالاهتمام!ناذااكلسبعلعلى.f(x)شكلعلىالضوءيلقىالمدرج

كلنيالمظهداتنسبةونقلرفئاتإلى(*الأوزان)اثهداتيتوزىنقومف!نناالحهوالات

relativeالنشهةالتكراراتثسمىوالئ()فترةفئة frequenciesهذه.المختلفةلدظت

فيكصالمنحنىيتمهيدوذلكالقريبيةf)كهـ(علىنحصلومنهابالمدرجتمثعلييمكنالمعلومات

.)*(آللدالةاك!بالاختيارفييساعدناالمنحنىشكل.(4-4)شكل

النسبىالتكرار
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Mathematicalالر!اضيالتوقع(4-4) Expectation

الصورعدديمثلعشوائي*منرل!كن:التالىياكلالرياضيالتوقعفهمكسهليمكن

كاخمالات2.4.0الضمكهـيأخدذلكوعلى.واحدةمرةعملهتينةلظءعندكظهرالئ

ول!كن،المراتمنجداكبربعددكررتالتجريةاندفرض.التوالىعلى,25.05.0,25.0

ملعون4و"الصورةظهور"عدمللطدلةمليون2لقريانلاحظانتوتع،"=0000008

عددمتوسطذلكوعلى".مورين"ظهورللطدلةمليون2و"ىبةوعورة"ظهورللطدلة

:يساوىالواحدةالرمعةفيالصور

)0000002()2(+)0000004()1(+)0000002()0(Sum of observations

!ك=0000008

-(5)2(!و)0000+)1()0000004(()00022(!و)
++_

000000800000080000008

="5(إ)+()1(إ)+()2(إ)-01

424

sum!مهervations=اثهداتعددحعث of.(0))0(يساوىالأولالحدأنيلاحظf

القمة!عريفيمكنذلكوعلى)2(م)2(يساوىكلث)1(م)1(واطديساوىكفيوالحد

-:!كلم!(المجتمعمتوسطأوالتوزيعمتوسط)ثرالعشوائيللمنرالمتوتعة

لم!=)كر(ص!ب)0()25.0(+)1(0(.)5+)2()25.0(=01

-:اكلىالاحتمالىالتوزيعلهمنفصلئيعضومنركر!نإذا:كعريف

امم!2X...!ممر

أ!ى!)1!ر(م)2!ر(م...)!*(م

populationله!المجتمعمتوسطاوالمتومةالقمة)الرياضيالتوقعل!ن mean)عشوائيلمنر

-:هوثر

)!ر(ي-س!أأكرأ!ر(م.)

معيبة3ي!نهاوحدة12يهعندوقمنعشواث!ةبطريقةوحدات3منعينةاخترت(4-7)مثال

o bالممبه.الوحداتلعددالمتومةالق!مةاوجد
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يوجدا.!ضا.3حجمهاا!حمالمتساويةعهنة؟()32=022من3الصنةفراغيتكون.اطل

ميهةوواحدةوحدةكاكة)أ19(=804ومصةوحداتهالهستعهنة9؟()ة-84

مصةوحدإتل!ثكاة(،؟1)=i،واحدةوعهنةميثينوحدكينماعهنة)29إ(=27

-:هوال!اليعلىالمصةالوحداتمن0,1,2,3علىالحصولاحمال!كونودذلك

8480127

-:هيالمصةالوحداتلعددالموشةالقمةاذن.022،022،022،022،

)3((5 +f(1))1( +)2(f)2( )*(ل!=)f)3(م)5(+

163
=ه(848)+)80181(+28(27)+3(1-
0220822(022022022

A-)مثال f)لالرقممرقمةوكرة،2قم0لالمرقمينمنهمالنين،كرات4علىصندوقصى

س!ه(X)أوجدالصندرقمنكرةسحيت8لالرتممرتمةوالأضرة،،

-:احما!تلx=,84,2ككونصوفالعشوانيالمنررقعم.اطل

.4=)8((4 = )2(م=f،2(م,4

-:هواجمتمعمتوسطاو*للمضرالمتوهةا!مةدلكوعلى

لم!=ص!(X)ت2((إ+))4((إ+))8((إ)=.4

44

فيدالةh(X)لعكن.عشوائيلممنرالمتوهةالقمةإيجادكعضةكناوكاوردقالجزءفي

)ممر("الدالةقممكقدرريمكنفىلكوعلى.X(علىيعتمدجديدعشوا!اممنرا)ع!ثوانيممنر

!ر!نا%ذلكوعلى.2!رو(X-)لم!2ككوقتدh(X)المثالس!علعلىكهـهقىبمعرفة

-:ىلةيمكنذلكوعلىh)4(القعمةلأخذ)!ر("فان4ال!مةيأخذ

4(=P(X=ا)4([Ph(X) = h.معموما)*(=(P[h (X) = h ])x( = P(X = x.

للدالةالمعطةالاحمالاتياستخدامh(X)للدالةالمعوهةالضمةعلىالحصوليمكن؟لكوعلى

x(f(.مرةعملثينإلظءعندكظهرالتىالصورعدديمثلعشوان!امنرا*!نإ؟ااكلسعلعلى

للمعنرو*الاحتمالىالوزيع30=2!هثرللدالةالمتوقةاالممةايجادفينرغبأنناودفرضواحدة

-:اكلميالجدولفي3العشواليللمنرءضاؤ
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-!=ير*!25.05.025.0
)3*=)؟58(+)!18(+4()! 442 X

=*2*يم)*(م-.5.1

-:انلميالاحمالميال!وزءيعلهمنفصلاعشوالي*مييهرىنإدا:!عريف

n2...ومم*XIر

)يرى!امم!(م))2*(م...!*(م)

هي:-لهالمثومةوالضمهع!ثوائعامعنرااضاتمثلh(X)لانركفيدالةh(X)!نوفىا

ص!"لم(*"=أ"أ،(*أ)م(ممرأ)

الضمةاوجداكلميالجدولليمعطىاحثمالميلتوزلمعع!ثوالهامنراكر!نإفىا(4-9)مثال

-:كر(2-)1للمينرالم!وصة

الحل.

)!كهـ(!!!13

كر(س!)1-2=)*(م)1-2!ر؟ئ!!ر

)2(f2-أ)1-(!أ-12]5)+"1)2-[+)1()2(+"(!أ-2)0f])-1(=

=51()8ح+-(4يم!أ)+8تم!ه()+38(ؤ)زب.

تظهرالئالصورعددتمثلمموأنحعث-كر(2)لم!لل!لةالمتوهةالقمةأوجد(41-5)مثال

واحدة.مرةعملتينإلطءعند

-:فىندلكوعلى،E(X)=أانقهلمنألتناقد.الحل
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-*(ص!2)لم!-!ر(ي!*=2)ول)*(م

=2)1-ه(،)5(م1(-2)1)1(م2(+-)2(23)1

=(18ه)25.++)5.080()23.048(=50..

لهاوءسمزكرالعشواليللميرvarianceالطين*(دسمى-2)لم!للدالةالمعوضةالضة

standardالمعماريالاثحراف!عرفكار2لالرمز deviationالجنرلأنهكرالعشوأليللمضبر

.*لتماينالترلمي

-:هوكرالعشواثيللمنررالتماين:كعر!ف

كا2=.2)لم!-ك!(5

أجهزةعدديمثلوالذي*العشوافيللميجرالاحمالىالوز3يمثلاكلىالجدول(11-4)مثال

اوجد.ابحاثمركرإلىالشحنعمالةاقءللتلفكحرضتدرالق(جهزة4منالآلىاطسب

!رهالعشواليللميدورالمعمارىوالأنحرافالظ!ن

3210

)ير*!!1466466

نحسباولا.كا2=ا-*(ص!2)لم!دالصعغةمعرفكرالعشوائيللم!دورالظينانمحا6اطل

-:ىكليلفةالطللاجهزةايوتعلعددا

لم!=)كر(ص!ي!*بممر)*(م

+4.)144(+2.)6(+3.1(+1.=05
*16()16(16)16)16

ت2=ير3=4+بر+ثج+4

.1616161616

-:الان
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2-2)ول=ئر**(-*(23)2) - E (Xكا

1421()4-2()(2)3-2(+)6(2)2-2(+)4(2)2-أ(+)4(2)2-ه(=
16+16161616

(=01186(+)484(+)4"04(+)))1(+(148)=

"16'"16"'"16''"16''16'

كار-بم-أهو!رللمصرالممارىالانحرافاء!ما

للمضرالأعلنقطةحول(موجبصحهحعددط)حهثطالدرجةمنالمزم:لرلف

-:هو*العشوالي

ممالم!=.)مماح!(م!

-:هوالموسطصلمم!اللرجةمنوالعزم

،لم!ت*(!-.ط)لم!

حولفىنعةالدرجةمنوالعزملم!المجتمعمثوسطدعطيالصفرحولالأولىالدرجةمنالعزم

نثاولسوفالاص!اءليكلرةاستخداماتلهمعامةم!فةالعزوم.كا2التمافىيعطىالمويعط

ا،مس.الفصلفيلعضها

المومةاال!مضاصلعض(4-ه)

Some Pro5 !. of Exnected Values

لدلالةدوقاتحسالييمكنطر.فعنوالئالنظرطتدعفىنقدمسوفالعندهذ!في

لمضراتسواءصحهحةاكلهةالنطلجكل.اررلي!يسلةكو!تأومعرولةأخرىكوفت

المنفصلةالعشوانهةالمضراتعلىضصرسوفالطلهةالبراهين.مصلةاومنفصلةعشوانهة

.المحدودة

-:ل!نلاليئbء،وعشوائطمضصاكرانلفرفى(4-ا)نظرية

.E (aX + )b = aE(X) + b

o b-:الرهان
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4(5ص!أ=)؟+كر)أ*(م)؟+أكة(4

()bf +)1x( (axe + )bf(x...+)2 + (axn + )bf (xn+=)اكة

ا*(ء=ر+)1*(آممn2*(م2)+...+**(م,)]

[(nمم)x +...*2+ f1)+(مx(f[b+

=4أ*اس!أأ*(م)(مام!أكاهأ*.)

-:لانذلكوعلى.صحعحواحد!ساوىنفيوالمجموعس!X()هوالهمينمنالأولالمجموع

.+)X)b!صك=(E(X+!b

ص!.b(!)كالان5-4،ا!نت%(1)نتيجة

E(aX))لانكاه5=!نتإ؟ا(2)نثيجة = aE(X.

ممموع!ساوى*عشوائيممنرفي(أكراو)دالتينمجموعالرياضيالتوتع(4-2)نظرية

-:أنأى.للدوالالمتوضةالقم

.E[g(X)] + [E h(X)Jكر(]ت([E g(X) + h

-:البرهان

أ=أ)ح!("+)ممر(!!ص!)ة)أ*(!(2

2(+...+(1 ])1x(hf(1* [+)+)2x(g ])2x(hf=!!ي*x(

(!*(13)!")*+(!x(g]+

1)+!!رلا)!*(!+...+)2)] g)2*(!!)*1(لأ*x(=

[!+...+)2*لأ)2*("+)1*لا)1*(8+*(""!*لأ)ول

)أ*لأ)أ*("اس!أ+)أ*")أ!ر(!س!أ=

[E([.g(X)] + [Eh (X=

-:انلعةالصعغةمنيعطيكرالعشوانيللمنرالظفى(4-3)نظرلهة

كا2ت2)*(!-لم!.2

o b-:الرهان
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كا2ت)لم!-*(م!2

كر+=+كلل!2-2ول)2

لم!*+أكرث!3"2-)2**=)2

=لأ+2-ول.2

.(1)ونثهجة(4-ا)نظر.لةمنلم!(ص!)2=لم!2وال!لفمنول-أكر(م!انحعث

.(4.1-)مثالفي!رالع!ثوأديللمجرالتما-دناوجد(421-)مثال

il,E)=أانقهلمنكطقد.الحل (Xن:-

كر(س!=)2ب!*2!رممر(م))5.018(+)23.080(-ت.05.1

دلك:وعلى

E!(*-ول2)ت)2*(ل!-ول

3.0.=2-(5.1()I)=

.(41-.)مثالمنعله!صلناالئالنثيجةنفسوهي

41-)مثال2كرالعشواثيللمض!الثمافىاوجد(41-3)مثال i)الصعغةلأستخدام:-

Xو(م!)2-لم!.2

-:دو-!الان(ا4-ا)هثالمنعلههلحصولاتمE(*)=2.اطل

كر(ص!)2=ئ!*2*)*(ع

(،)4(2)1(+)1(2)0(=2(+)6(2)3)2ا!(2)4(+)4(
16161616

81636244
=-+-+-+-=-ت.3

1616161616

o b-:هومم!رهلعشواليللمنرالتمافىلاندلكوعلى
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كا=2لم!-2)*(ص!2

5=-22ت01

(.4ii-)مثالمنعلهلأحملناالقالنتعجةنفسوهي

جد.لدعشوانيلمكوالبن.)*(ماحمال!فةيدالةعشوائيم!نوكرليكن:كعريف

هو:-

E(g]}-لم!.21))كر(8 (X=8)كا)!ر

:إن،كالاتوعشوالطمجراحر!نإفىا(44)نظر!ة

كاهكرةممزكاتكات.

-:البرهان

E]}هb)-لم!كركاه}12. (X=كرةكاه

لانا

=(b)+؟ E (X+!ص)لم!مم!ركاي=بر

لم!=،كاه

-:؟لكوعلى(ا4-)نظريةمنلكlو

كاممزكاه=مم!ر(إ!كاه-لم!-الأ12

=ك!(إ!-2)ول1

-لانلال!،4وع!ثوكيمكو!ه!ر!نإفىا(-ء4)نظرية

كاكة=!4كامملأ=4كاو.

-:البرهان

كاكة=إص!ك!(-لم!ثة}12.

-:لانا

=(aX)=،ول، aE(X)!س!ب*"لم

-:فىلكوعلى(2)نثجة،(\-4)نظرةمنورلك

E]-214)لمما (aX=2كاكة

ت*(إص!2ء-21)لم!
=كا!4.

(!)كهـ
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المنفصلةالىئيةالاحتماليةالتوزيعات(-46)

Discrete Bivariate Distributions

)Y(,h)احيماليلوزحكهـ،3عشوكعنم!ك!!نللظانلفرض g (xالوز-دع.التوالىعلى

fiكسمى،*(الادالرمزإلهلألهشارعادةدالةعفةعنعمارةواحدآنفي،3ممرعلوقيالاحمالى

.المنفصلى،ف!نالوزيعحالةلي؟لكوعلى.،3*للمضرينالمشتركالاحعمالميايوزيع

,f(x=،مم!3-الأ =)Y P (X.مالأاناى)*،واحدن3في،3*وقيعاحمالكعطي

السطحعلىلظهرالقابقطتمئلكر!نتوا؟اواحدةمرةنردزهرقي(!مظإذاالمثالشعلعلى

فلكلزيع.اكفةللزهرةالعلويالسطحعلىكظهرالقالنقطعددتمثلYjالأولىالزهرةالعلوى

-:هو*3،للمجرينالمشتركالاحمالمي

=P(X)بالا،ممر(مب1،=مم!.6,5,4,3,2,1 ,x =Y y
36

أ=لأ,5,4,3,2,.6

هذهان،مx(،الاالمشتركالاحماليالتوزيعدالةلهماعشواضنمعنردن،3كر!نإ؟ا:كعر!ف

-:اكلعةالشروطتحققالدالة

،الأ،*(االمملجمحالا!كهـ(م،5(1)

ء،الا،ممر(م=أ(ب)

ا!ملجمعالأ،*(م=6حعث،ممر(الالجمعااليمالا،*(م!5انبخدا!لقاكلمن

س!س!،ممو(مالا=،ص!6أ=،،الا

لمنه،مم!(مالأالمشتركالاحمالميالتوزيعدالةلهمامنفصلينعشوا!نمكوين،3كر!نة؟ا

ليالوزلهعو!سمىحدةعلى3وكوزيعحدةعلىكرللمن!الاحمالىالتوزيععلىالحصوليمكن

كهـهي:للمنوالهامشيالاحعمالىالوزيعدالةككون؟لكوعلى.افامشييالوزيعاطالةهذه

g(وx)=س!،!ر(ملاا

-:هي3للميجرالهامشيالاحماليالوز.يعدالةوكاثل

الأ(؟=بر،*(مالأ0
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اردعةمنمكونةكموعةينمنعلههممعيناخمارلإجراءثخصينمن!ةاخ!ت(41-4)مثال

3*!نإفىا.مدخينوكنينمدخنينغ! jغرالأولالشض!نإدا!*!لطلىممرفن

مدخنوغراكفيالشخص!نiإفى!ماضا.مدصاالأولال!ثخص!نإ؟اأ=!رمدخن

الجدولفي3وركللمفويالمشتركالاحمالىالوز3إن.مدخااولفيالشغص!نإ؟ا4-

j.3كهـمنلكلمشAازAImo3إالمطلولي.اكلى

h!51((yلا
01460

ولولبخ

15115115

g(مx)؟ول

15115

-:عليكطالأعمدةنحمع*للمف!الهامشيالكلز3دالةررباولا،.الحل

)5(!=بيمالا،5(مالا=)505(3+)105(م=ول،

)1(!=م!،1(مالا=)5.1(م+)1.1(م=515

-:طيكطالصفوفنمع3للمحروالامشيالكلز3دالةطسابلانما،

)0,0(f)0,1(ب،ول + f0(ت!س=)ه،*(م(h

15*=0

)1("ت3*(م)1ت+)51(م=)11(م؟.
13،،،*=0

الدالةف!نالا،*(ممثتركة،احمالعةصفةددالةع!ثوادهنمضر.دن،3كر!نة؟ا:كريف

-:دالصعغة#عرفممثهـ=ر!انك!ثرط3للمكوالمشروطةالاحمالهة

3مالأ(*ا)*ت(مxالا،.

(g(x

!.x(،)هانبحهثممرالمم

-:لالمعفة!عرف3=لأانكثرطثرللمحبرالمشروطةالإحمالهةاالدالةإنالثكلونفس

o b
 e 

i k
 a 

n d
 l .

 c 
o m



vq

اثرما*(3الأبالا،*(م

(h(y

.الا("حص5أنبحعثلا!مم

15-)مثال f)9)مثالليللطدات3مكأكهـاا)5،اممرم*(3)11اوجد 4 - t):-

-:لطلى!ةكادهايمكنعاممر3*(ا)1الدالة(ولا،.اطل

100(م)4

اكرم53(ا1)=)1("=5،

ا*م13(ا)1بت!.

)1(ث!5

-:كلمي!ةبدهايمكن3مكهـالأ(ا)5ةالدال،لانط

3مكرا5(ا)5=)505(م=6

،15(5)g

3ممملأا1(ا5)=)105(م=4.

15(5)g

-:!نةدامسقلين3وXالع!ثوالنا!ينككون:كعر!ف

)x(g(h(yت(f(x، y

.الا،ممر(قعملكل

مسضلين؟،3كرهل(4i-4)اكالفي(4-16)ثال

-:فد(4i-،)مثالفيالمعروضالجدولإلىدالنظرلأنهمسقلينغ!،3كر.الحل

gلا(,)*=,1,0لأ=.1,0 )*( h!ر(ملاا!،

)105(م=5)5(!،-5،-3حث!المثالسحلهلى

-:لمنعشوال!نمكو-لن،3كر!نإفىا(4-6)نظر!ة

E(.(Yء(Y)= E(Xد*)!E

السطحعلىكظهرالذيالنقطعددتمثلكرو!نتمركيننردزهرةا!تةدااكلمطشلى

ف!نك!ةالمرةفعالملويالسطحعلىكظهرالقالنقطعدد3والأولىالمرةفيالعلوى

مركين.الطدلأعندللنردالملويالسطحعليعلهراناللذانالعدد!نمجموعيمثل3+كر

-:انمسقلين6صنعشومكلرينمملأ،3!نإ؟ا(4-7)نظرية
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E(.(X)E(Yت(E(XY

علىالظهر!نللمددفىالضربحاصلتمثلركYإقواحدةمرةنردينإ!ءعندالإلسطعلى

النردفى.

-:انامسقلين،3كرالعشو!نا!رينانلفرض()4-8نظر.لة

3+*كا؟كات.كلأكاه

-:الرهان

+ax+)3-لم!3+*}.21 v = {[E (X

-:الان

+(X)=!لاول+ول!3 E(Y)!3+كرلم!=ك!(*+)3تم

i؟لكوعلي(4-6)نظرلهةمن؟لك:-

3+)3-(كرول+لم!21))3 = {[E*+X(

*(((ص!-)*لم!+3(-لم!21))3

«E(2[-X+]2)x! [E(Y- !v=

+X([E2-كرول83-لم!)3].

صفره!ساوىالأخ!الحدانالهاتالمطلودي.كاك!كا!3الكلاليعلىيمث!الأوليناطدين

-:دلكوعلى

-*"ص!لم*ول-3ولأ)3=لم!-3*لم!-س(م!لم!*لم!+*3)3

=لم!-)س(ص!Y)xE)لم!-yE(X)+لم!*لم!3

!E(X)-كهـلم!ول3=،5

=E(XY))لانوفىلك E(X)E(Yذلك:-وعلى.المسقلةللمدورات
3+ممثهـةبaك!ه6.لأ

-:انمستلين،عشوكعنمف!لى،3كرانلفرض(3)نثهجة

3-ك!كا؟كات.لحكاه

؟لك:-وعلير+ك-(Y)الشكلعلى-كر3لوضععلي!لالثثهجة

كا3-ممز=كا*+كايلمأ03

-:؟لككاوعلى2)3-كلأكا!)1-(=3صأننعلم(4-ه)نظر.لةمن
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3-*كات6كركاي03

وورمز،3كرالمحو!نيندالظوركعرفكر(-83*لم!-ول)3للدالةاروضةا!ممة:لعرالف

,Cov(X)لالرمزلها Yاناي:-

,Cov(X)=إم!(*-لم!83x-لم!"3 Y

الطلهة.النظرداتفيمعطةالظروضاص!ض.ايمير.دندينالترافىدرجة!قسوهو

-:انلايتين4،لأوعشوالينمكو!ن،3كر!نتإ؟ا(4-9)نظرءلة

,(Cov(aX, bY) = abCov(X, Y
,(Cov(X+ ,a Y+ )b = Cov (X, Y

aهص!،!ر(3)؟+كةت.كرص

-:حيثمستلينعشوثينمفبر!ن!3كر!نة؟ا(4-17)مثال

2=,3(E(X4,ب(E(Y=!كا3-16كركا

)EX5)(1):أوجد - Y(لي)،(ب)3-كرص(Cov,2+X3( Y

,Cov(X-)2(د) 5 X

-)EX5)=3-)2"5(=7(1.)اطل )Y= 5E(X)- E(Y

-:لمنسقلين!3كر)لي(وحهث

3-كهـكاك!كاتك!كاي

02-16.=4+

=CovX3(+,2)3,-)3)3()0(5=()ب 3Cov(X

ح)2-كهـ5،كهـ(57تهس!33=)*،*(7كرةي!3(==)024(د)

-:انعشوال!ن،ميكوش،3كر!نة؟ا(ا4-.)نظرية

3،*)3(,( = ! )XY) - E(X)E(Y!هس

أنهبمعنىصحعحغو،عموما،العكسصنمامسقلين،3!ركاناII،ثر(لأهسأY)-5انكط

مسقلين.ع!،3كرولكنهح،كر(Y3)=5يكونانلالإم!ن

لمن:،الا،*(ممشركةاحمال!فةددالةعشوكينمحوالن،3كر!نإ؟ا(اا)4-نظر!ة

(2Cov(X, Yكركافى3كركاتكاه3فى

مسقلين.،3ح!!نفىمم!كاإ؟ا3="ح!كالحكايو

:احمال!فةلدالةعشوالينمف!!ش،3ثر!نإ؟ا(4i-8)ثال
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ؤ-الا،*(م

صفةودالةء(!)1-4،)5(!=2و،*(لاا=،)105(،)ه،1(-،5(،)1-()501حهث

:ان.)حمهـ(ل!-5انوبماكرللمدبرالاحمالصفةدالةنفس3للمكرالاحمال

05=(Cov(X, )Y= E (XY)- E(X)E(Y

!)501)ولكن g)1(hم)O(،نااثموليمكنعموما.مسقلينغ!مض!.لن،3كر؟لكوعلى

ا!رينأن.لمنىلا،ممر(3هح=5ولكن،)3،كر(3هحء5!نإ؟امسقلينغر،3ممر

مسقلين.*،3

Cov)!فارروOكا!؟3لتما!عشوكنمنر!ن،3*!نإ؟ا:!ريف (X, Y،مماملفان

-:وه،3كرينالاركهاط

3،*(لاهص!)
.=P

كا!كا3

مر!هطبن.أفما!ال؟لكغ!،ء-5!نة؟امرك!طينغرافم*،3العشواضنللمعنر!نيقال

-:أن،3ممرالمف!!نلينالاركاطمعاملء!نة؟ا(4-29)نظرية

-أىء!01

-:مشتركةاحمال!فةددالةع!ثوكهنمم!ين،3*!نة؟ا(41-9)مئال

3.2.=4 *، -2,1 and yت(yم)لأ

5xy

.؟لااممسقلين،3كرهل(لي)،3*دينالاركهاطمعامل(1):أوجد

الطلي:الجدولفي،3كرللم!ك!!نالمشتركالاحماليال!زءدع(1).اطل

03

03

:-؟لكوعلى

ئج

ث
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40102
E(X)،-ت)-2(+)-"1(= 308303

E(Y)ئم)2(-)8+،ي=)ة"3(

كر(ص!+)0(2)1(=)22((2)،2=)ول

'03''03'

32(ص!)=2)2(ثم8)+2)3()بر(=،6

0303

=ممرةكر(ل!،-=)-(-=*لم!-)24222
93

6122
كالح=32(م!)-لم!لحت6--(ت،-

255(

)س(م!=)1()2(()بر+)2()2((6)+"3"1(8)+)2()3((4)=8،

-:فىلكوعلي

05=2()4(%-8-(Cov(X, )Y= E (XY)- E(X)E(Y

15:-هو،3ممربينا!ركباط

5-(Cov(X, Y

=تء

كالاكا.-!3

g)للأ(")لانمسقلنر،3ك(ليأ (x=)*،للأ(fقهملجمح.)*،الأ

محل!

-:ومحلةمنفصلةالىانل!ةالعثواثعةالميهراتصنف-ا-

ليالتالفة!حالمصعدد(!)امتحانلإفاءاللازمالزمن(ب)6!ثرلوصولاللازمالزمن(1)

علىظليىدةعندماضضفايحرضالقخطءAlu.,())مماصح5علىمحوىصندوق

دجاجة!ضعهالديالعضعدد(ر)الطمليلقرةكل!رهاالقاطلباللبنكمهة(ز)الكحبةالآلة

o bالشهر.لي
 e 

i k
 a 

n d
 l .

 c 
o m



M

لة.الكلظهورفرعةضفالمورةظهورفرعةأنبحثمراتثلاثمتحهزةعملةألضت-2-

العلوكيالسطحعلىكظهرالتىالصورعدديمثلالذي*العشوانيللمعكرالاحمالىالتوزيعأوجد

للعملة.

-:*عشواليلمنرالاحمالىالوزيعيمثلاكلم!الجدول-3-

Xر(ء)ممد2.04.0

.Pءكر(1)(!)*للمنرالمتوضةالقمةأوجد(ب)؟)هـ!ر(!قمةهيام(1)

-:أرجدواحدةمرةنردزهرقيالقتإذا-4-

العلويالسطحعلىكظهرالقالنقطمجموعيمثلالذي3الع!ثواليللمنرالاحماليالتوزيع(1)

!ا!ا.ومثلهللنردين

.3للمينبروالظينايوتع(ب)

التىالنقطمجموعينللفرقالمطلقةالقمةيمثلالذي!رالعشوائيللمنرالاحمالىالتوزيع(ب)

ابردين.العلويالسطحعليكظهر

.*للمكروالتماينالتوقع(د)

الجدولليكطمحددة!دمةسنةخلالليماسلعةسرليللزيادةالاحمالىايوزيع!نإفىا-5-

إلى3ه/همنزيادة2=*و3ه/همناتلز!ادة،=*وزيادةوجودعلمكعق!-*حعثاكلى

0/06.مناكرز!ادةهـحم!و%6/0

3210

سث

.*للمنروافينالتوقع:اوجد

عدالعلويالسطحعلىكظهرالقالمورعدديمثلالذيكرللمكبرالاحيمالةالم!نةاوجد-6-

.*لدمن!والتماينالتوتعوأ-فامراتسعم!رنةعمدةإولء

سواءالسطرة!دتإذا.دولار00015بمهلغكوةسارةا!ترتشحن!ركةأندفرض-7-

للفقدالكلمةا!همة(وجد،200.0الفقدليالفرصة.كلىضديمثل؟لكلمنبحاددةاولالسردة

للفقد(.00015وا!مةالفقدلعدم5ا!مة؟خذهناالعشوالي)الم!ك!

كهلينمناثغاص3منعلم!ةلمهمةاخمارهميتمالذءلنالرجاللعددالمومةا!مةاوجد-8-

وسدكين.رجال
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Ac

هسةبينمنالتلفكحرضالتىالالمىالحاسب(جهزةعدديمثلعمثوأ!اميهرا*!نإ؟ا-9-

كلأنلفرضأيضا25.0.التلفاحمالانلفرض.ابحاثمركرإلىكوصعلهااظءوذلكأجهزة

اكلفة.للاجهزةالمتوشةالقمةأوجدالتلفعدمأوالتلففيالاخرعنمسقلجهاز

5.0.2.0،لاحمالعبوة02.21.22هيا!عةنيماسلعةمنالمحعات!نتإذا-01-

الساعة.ليابعةالعبواتلعددوالتماينالمومةالقمةاوجد.الوالىعلى3.0

الضمة.أوجد3.0هوعلعبهاماراةأىفيهدفعلىالتسىكرةلاعبكصلاناحمال-11-

قادمة.مبارياتضفييكسيالتىالأهدافلعددالمتوصة

الاحعمالميالوزيعلهوالذي،*العشوائيدالمعنيرتمثلالعومليدجرايراداتأندفرض-12-

-:الظلى

181612015

يركر(.2.03.02.02.010

والظين.التوقعاوجد

-:كرهيعشوائيلمنبرالاحمال!فةدالة!نتإ؟ا-13-

f)ت3*،.5,4,3,2,1= (x

!ر.للمنروالتماينالتوقع()بفردىعدد-زوجيعدد(1):*اناحمالأوجد

ولوكاالمنظفمنالمكسب.اكزلإلى!كا،ول)المنظظتمننوعينلكلصعللانع!وم-41-

والفرمةجولات45من2هيولالمنظفلحالفرصة.للعبوةجنعهات5.04هوالتوالم!على

االصةأوجلى.جولات15من5البعهيلعلموالفرعةجولاتأ5من3يكاملهعالمنظف

.الواحدةالجولةفيللمكسبايوهة

صفراءإما،واحدلونذاتكن!كراتعلىعلةكلتحوىعلة08للر!اضةمحللدى-51-

علب.،همنعنةسعبت.03صفراءكراتعلىتحوىالقالعلبعدد!نإذا.خفراءأو

لعددالمومةا!مة(ب)صفراءكراتعلىتحوىالقالعلبلعددالاحمالىايوز3(1):(وجد

صفراء.كراتعليضىالتىالعلب

-:احمالىكوزىتمثلاكلعةالدوالمنأى-61-

(1)2,10,=x،ممر(م=32+أ*،*=2.1.0.1-،2-(ب))*(م-كهـ(o b
 e 
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Al

5،4،2،1،0()ب 3j=*،
أ-2*

94
(-f(x)ب*،يمر=)كر(!2,1,0,1-)د

xر(م=*،*-2*=)3,2,1,0)ز(

-:احمال!فةدالةi(f)ككونبحيثكااكلتعين،اوللةالدرالمنكلفي-71-

(1)=2,12 ، x=3,2,1=(يل))*(؟x،!يم=(x،)

(!)f=2,1,0=)x( kx, x(د)2(،*=.32.1(ر!k=م)*(

)ممر(م=!ر)2(اط-12،ممر=.21.0(ز)

8)،ك!=5,4,3,2,1,0(ر) )ممر(آ=x(ط-

ما.لرلامجنفذفيحامبيسيكرقهالذيلالوافيالزمنيمثلعمثواضامنرا*!نإذا-81-

-:هوكرللمنرالاحعمالىالوز.يع!نإفىا

=6,5,4,3,2,1.)x = 1 ، x)

الحاصب:!سمرقهالذيالزمنأناحمالهوما(ب)احعمالىفةدالة)*(مأنكت(1)

لوافى.5منأكر-لوافي5منأكرولهسلوافي3الأفلعلى-الت!فذفيلوافي4لالضهـط

-:هواليومفيماثركةعلييترددونالنينالعملاءلعل!الاحماليالتوزيع!نةفىا-91-

!ث

01.00320.05
15053550.015

90.004150.15

40.04502.002

25.025

محدد.لهومفيالعملاءلمددالمومةاالصةأوجد

-:احمالى!وزيعتمثلاكلعةالدوالمنأى-02-

111

)*(متتمو،*=(لي))!ر(مت،*!ر=3،6،ز(1)

)كر(م-*-3،*=7.6.5.4.3(د))*(م=2،!ر3,2,1=()!
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AV

03*-)*(م=!ر،5,4,3,21)ر(مx(،3-)2،1،2=مم!)ز(

=*،!ت)!ر(م5,4,3,2()هـ

-:هولمنرمم!الاحماليالوزيع!نا%-12-

)ممر(م=(*)ؤإ3(الإ،!ر-3ممر=3،12.0.

E]}-!)ممو(س)21(ب)*ثيالعشوالمنروكاينتوقع(1):اوجد (x

2*2(ت!+)6(د)*2"س!+21)1(!)

و"وجلىالاركاطمماملاحسب3كرللمنرينالاحمايةالةاللى!طىالآقيالجدول-22-

23(، EX7(-كربركا-Y2,(Cov(X, 3X-,)7 Cov (2X,Y

51(h(yلأ ؟؟هول
151515

؟!؟ا
15115115

g(رx)؟ول

1515

المصانعلأحلىالهوميالإنتاجليالمصةالوحلىاتلعدررالاحماليالوزىجلانلميالجدول-23-

100.01200.01300.0110.011.01884.0!

المصة.الوحلىاتلعلىدالمعطريوالانحرافالظ-دن(ب)يهانياالتوزيعتمثهل(1):المطلوب

المنرفىكرالوعاءمنكرةاخعارقررلمذا04إلىأمنمرقمةكرة4علىهحوىوعاء-42-

وكايئ.ثومةواوجدالصندوقمنالمخارةالكرةرتميمثلالذي*ليالعشو
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