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• ●��W�#S�Bא���(mod )a a n≡���B�a ∈ Z�K 
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1
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�r	אم�H,א+ز�#��A}�#	س�א�,�U\���Sد���B,س�Sא�p#G��aKو�-0/�א��3���� �

� �

o b e i k a n d l . c o m



٤٢٤� ��������� 
����� �
���� �

  )١١,١,٣(مثال 
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Zא��$,د�� ��%� K
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��S,��H,א+ز�#��א}�#	س�א �

�����B�( , )a n ax ny= +� �
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)\�Uد� , )a n� �
1 7 3 2

7 3(9 1 7)

4 7 3 9

= − ⋅

= − − ⋅

= ⋅ − ⋅

� �
9 1 7 2

7 3 2 1

2 2 1 0

= ⋅ +

= ⋅ +

= ⋅ +
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7 4
−
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p

p
∗
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∈ Z���7�F
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���%ن�)F��71c�)Fermat's little theorem^���א�'���� 1(mod )p
a p
−
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���
��$���71c��%وF��71c�)�وEuler theorem(�[1(01/�א ) 1(mod )n

a n
ϕ
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∗
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n

a
∗

∈ ZK� �
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n
a

∗
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n
a nϕ

∗
= =Zل��,`̀ 67FAن�a�ًא	`̀ ��,��

)generator(��*�`̀ �n��
n

∗
Zن��,`̀B
��`̀ }�Kو1�Ẁ`0/�א��3 : ( )}j

n
a a i nϕ

∗
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p

∗
Z��Z#Tp������`���`6&�
	د�%و�]،�����hًK$Fא��`-��א�

�,��	א��n���ً*��2%ن�
13

∗
ZK� �

  )١١,١,٤مثال (

�*�`̀ ```�nא��c`̀ ```�
�א
15

{1,2, 4,7, 8,11,13,14}∗
=Z���`̀ ```5�7
̀`	د� ```
�K

15

∗
Z��,`̀ ```1

(15) (3) (5) (3 1)(5 1) 8ϕ ϕ ϕ= = − − =K��+���`̀ ̀`0/�א��5�7̀`���7#4 1�<`̀ �Wאd̀`	ول��9
[�����Wא� �

14  13  11 8  7  4  2  1  
15

a
∗

∈ Z  

2  4  2  4  4  2  4  1   ord( )a  

)�zTkord%ن� )a��8�6
( ) 8nϕ =���B�
15

a
∗

∈ Z	��,م�و=,د��	
� �ًY
%�zTk� K�
�*��n��

15

∗
Z7'�����א��49��؛�
�8Kوذ����t	م�و=,د� �▲� �

�) مبرهنة الباقي الصينية١١,١,٥(مبرهنة  �

Aذא��D��Lא�
	אد�א�'&#&��
1 2
, ,

k
n n n…�� B#F,ن����7م����7K���7K%و�#����#4ً�

 �6��G��Wא� �
1 1

2 2

(mod )

(mod )

(mod )
k k

x a n

x a n

x a n

≡

≡

≡

⋮
 

�hًTאً�}#�س�	#Tو
1 2 k

n n n n= …K� �
̀`�ض�%ن� �7�2k ̀`��%ن����= ��K�#7#`̀'א��[{�`̀ ̀`��א�4 71c��W

1 2
( , ) 1n n =��	`̀=,#F

,s t ∈ Z��Z`̀`#T
1 2

1sn tn+ =��
�`̀ `$�
�G`̀`>�א��&6`̀`���`̀`��%ن���)١١,١,١٨(�Kא�

1 2 2 1
( )(mod )x sn a tn a n= +���0`H)��،tذ����
1,�א��3א�,T#	�����7م�Kو�K$Lل�

�Wא���7م �
3(mod7)

6(mod13)
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≡
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� �%ن 	�� ��S,��A}�#	س�א �H,א+ز�#� �r	אمS��(7,13) 1 2 7 1 13= = ⋅ − ⋅�K
�ن�א��3א�,T#	�����7م�}#�س�F7و�-0א� 13 91n = ⋅ =�,1�2 7 6 1 13 3 45⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =

�א����#���9$��7��8ذ�H�K)Gauss(�Kt,א+ز�#��=�وس� �
  ) جاوس١١,١,٦خوارزمية (

���7�Wم�71c�� �6��G9��א��4}]�א�'#7#��
���א�7&,�א����]��P��T��B�xא��3 �

1

(mod )
k

i i i

i

x a N M n

=

≡ ∑  

�Z#T
i

i

n
N

n
mod)1و��= )

i i
M N n

−

≡K� �

� P��T� A(modن )k
a n�8-�� ����F� �6
�G������ K�#$���א� fGH� ��� 	
	���

�P��u��#א�	6���
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a����
%و�n��P��uو����8x}�$��א���9�7
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a n�،i i k≤ ≤��^:�N�6
�Gא��N9�1�����L��Bو��K�#������P�a� �#�$��

��%� K�ز�hא��P�Yא�� �#�$
� 
	د� �%و �א�hز�� �
nr��א� ��S� �#T��� ��� �S,א� ����F�
P�Yوא��p#�O6��א�
�s�)Square-and-multiply(� ����3א��01/�א�=\�����F��6
�s�[-F�K

�[��7Kא���#K$�
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0

2
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i

i
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k k

=
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2
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a a a a a a
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a a

−

=�P��3ج���oو�0א��K(mod )k
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(mod )k

a n��@Aא��=,ع�� �ًY
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  ) خوارزمية التربيع والضرب١١,١,٧خوارزميات (

�W hH	`̀ `�0א
n

a≠ ∈ Z���>#&`̀ ̀`	د�5` `
0و k n≤ <���[��`̀ `7Kא���`̀ `#K$�وא�

0

2

t

i

i

i

k k

=

= ∑K� �

r�mod)�ج�W`א )k
a nK� �

F١E �paA a←�1و�b ←K 
F٢E ��B�i����0��@At�W[��� ���0א�

F%�E  ن��Lذא�A0i >�pYF�
2(mod )A A n←K 

FP�E  ن��Lذא�A1
i

k =�pYF�(mod )b bA n←K 
F٣E �{,9�( )bK 
  )١١,١,٨مثال (

�P��3��#א+ز�,gم�א	r���263 (mod �I%�K3a%ن�(35 35nو%ن��= =�Wو%ن� �
4
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0

26 2 11010
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i
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k k

=

= = =∑K� �

W�#א+ز�,gא� ����T�N4
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4  3  2  1  0  i  
1  1  0  1  0  i

k  
216 (mod ) 11n =  211 (mod ) 16n =  29 (mod ) 11n =  23 (mod ) 9n =  3  A  

4 11(mod ) 9n⋅ =  9 16(mod ) 4n⋅ =  9  1 9(mod ) 9n⋅ =  1  b  
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23 (mod ) 3k
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6�9	�א����3 ����$�#� �א��W��#S�Sא���n*��)١١,١(אd	ول�
n

ZW� �
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تحقق الحسابات في .)١١,١دول (الج
n

ℤ للعمليات الأساسية.  

  nالعملية قياس   عدد العمليات الثنائية

( )2
logO n  �Wא���(mod )a b n+� �

( )( )2

2
logO n  �W��	
mod)א )ab n� �

( )( )2

2
logO n  �Wس�
mod)1א�� )a n

−� �

( )( )3

2
logO n  �W���
mod)א )k

a n�����k n<� �

  

 تمارين

)١١,١,٩(�W�#����%H�D4x,אص�}���#��א�$�6��א� �
F�%E  |a a��� �� � 

F�PE  ن��Lذא�A|a bو��|b cن���F|a cK 

Fج�E  ن��Lذא�A|a bو��|b aن���Fa b= ±K 

Fد�E  ن��Lذא�A|c aو��|c bن���F| ( )c ax by+���B�,x y ∈ ZK 


��א�.̀`��Oא�5̀`�������)١١,١,١٠(�`̀Y�̀`���א ��
)Least common multiple(��<`̀ �B
و
lcm( , )a b���N4=,`̀ `�̀`	د
��א�'`̀`&#&�Nא `���aو��b���W[��`̀ `�̀`,�א� ̀`��א�7&` `�


lcm( , )
( , )

ab
a b

a b
A�K|aذא��Lن�= cو��|b cن��%�D4x)Flcm( , ) |a b cK� �

������,א+ز�#��)١١,١,١١(
��
�$��K)١١,١,١(}�#	س�01�Aא�א� �
F%�E  �6(�[{ن�א�4,א%�D4x%�

2
/ 2

i i
r r
+
<K 

FP�E  ��������,1��#א+ز�,gن� �ج�א%�D4x%( , )a bK 

)١١,١,١٢(�¡{�7
���
�$�����אg,אص�א�S�S#����&�6��01א�א�
n

ZK� �
F%�E  ���
�P�Yوא��p$dא��#�$
%�D4x%ن�

n
Z�K�ً7�T��ً�
��ن���9F��� 
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FP�E  � )%�D4x%ن , , )
n
+ ⋅Z�� ،�6�Tم	r�Sא�� \�4x �ذ�HZ��،t,אص�א6�3�

�,زع�
���א�D4x%�I%�Kp$d%ن
�P�Yل�)�����6%ن�א��K�
�����#4SאW 

.( )[ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ]a b c a c b c+ = +  

�r	م�H,א+ز�#�� )١١,١,١٣(SאAد��U\س�	(105,180)}�#d =��	=�8x,x y ∈ Z�

B,ن�Z#u�105 180x y d+ =K� �

)١١,١,١٤(��P��3�P�Yوא��p#�Oא+ز�#��א�,Hم�	r�S33247א (mod576)K� �
)١١,١,١٥(�W�#���
�����B���ًY{�7��kً�K��fא���4+א �אs�g¢��א�%� �

F�%E  ن��Lذא�A, ,a b n ∈ Z��Z#T|n abن���F|n aو��%|n bK 

F�PE  ن��Lذא�Ap
+

∈ Zو��a ∈ Z��Z#T( , ) 1a p �ن��=F1 1(mod )p
a p
−

≡K 

Fج�E  ن��Lذא�A, ,a b c ∈ Zن���F( , ) ( , )( , )ab c a c b c=K 

)١١,١,١٦(���5�7
�����'7
��L��49+�	=
11

∗
Z� א	د��,�	T�8x

11

∗
ZK� �

̀`�ض�%ن��)١١,١,١٧( `�7�
n

a
∗

∈ Zאد���	`̀ `
̀`�pא� `#qن�%�D`̀ `4x%�K(mod )i
a n��Z`̀ `#T

0 ord( )i a≤ <�K���� � �
و1`,�%ن���)١١,١,٥(%�D4xאkد
���א�``���+,L0	��71c`��א�4`�}]�א�'`#7#��������)١١,١,١٨(

1 2 2 1
( )(mod )x sn a tn a n≡ +��Z`̀ ```#T

1 2
1sn tn+ ̀`�م���= ```�7����`̀ ```T

KN6��G��א�B,ن����א� �
�A��$#F�N�Wذא��Lن�����7م�)١١,١,١٩( �

15(mod70)

104(mod151)

x

x

≡

≡

  

� �����7م kً,�T� �و=,د ���uو� Kk� �%م kً,�Tאم�	r�S��� �א�3,ل /01� p#q�	EF
K��S,��H,א+ز�#��A}�#	س�א �

)١١,١,٢٠(�����G��D4x%(mod%ن�א� )ax b n≡ن���Lذא�A�f6Fذא�وA��&���hً��{( , ) |a n bK�
)وAذא�و=	��T,ل��F	د��1 , )a nK� �
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n

a
∗

∈ Z�W�#����5�D4x)F,א�����L�Pא���4+א �א� �
F�%E  1(mod )x

a n≡�� ��Lن �Aذא f6Fو� )Aordذא ) |a xص�,'gא� �و=? ��
� K
ord( ) | ( )a nϕK 

F�PE  (mod )x y
a a n≡ن���Lذא�A�f6Fذא�وA(modord( ))x y a≡K 

Fج�E  ( )modord( )
(mod ) (mod )

x ax

a n a n=K 

)١١,١,٢٢(���B#`̀ `�pً��و���`̀ ̀`	دאً�%و�#` `
a
+

∈ Z�����`̀ `G�̀`,ل�א� `�Tد�	`̀ `
̀`�D%ن� `4x%�K�
1(mod )a

x p≡���63א�W
p

Z��Iو��
( , 1)a p −K� �

̀`	دאً�%و�#̀`�D`̀4x)F��ً%ن��p`̀#qא��5�7̀`��:̀`^�א�'̀`��
��Ap��Wذא�L̀`�ن��)١١,١,٢٣(

p
Z�

̀`�����B`̀`~�و%ن� `���{
p

Zن����%��`̀ `�
����`̀ ̀`��א�'` `�^F��`̀ `71c���7`̀ `9�Khً`̀ `6T
1 1(mod )p

a p
−

≡��Z#T
p

a
∗

∈ Z�W[�����1-��
���א�7&,�א�����Bو�� �
F%�E  ض�%ن��Fא{ ,2 , ,( 1) }

p
T a a p a= − ⊆… Z��5�7
�p#qن�%�D4x%� KT�

K����
��و ��5�^: 

FP�E  �4 �%ن�x\�E%F�*�6�م�א�	r�Sא
p

T
∗

= Zن,B
�tذ�����KW 

1 2 ( 1) (2 ) ( 1)( )(mod )p a a p a p⋅ ⋅ ⋅ − ≡ −… ⋯� �
�r	אم�H,א+ز�#��א�$�6�S�1ن���cא���$L%�،א£نK 

  

  الرواسب التربيعية) ١١,٢(

Quadratic Residues 

אF```�ض�%ن��
n

a
∗∈ Zن�A6```,ل���Kد��	א��```�a��9��ً4#�#```ً��}#```�س����```Sد��+א	א��```�n�

)quadratic residue modulo(��	`̀ Aذא�و=`
n

x
∗∈ Z��Z`̀`#T2 (mod )x a n≡�/0`̀ `1�Wو�K

+אA�Ka�����ً`#�#��9��ً4`Sذא�¤�
n���`B}#`�س���1a,�=0+���9#�`]����`	د����xא��3���6,ل�Aن�
67Fn�)quadratic nonresidue modulo n(�K,ل��A?��#~�+א��9��ً4S#�#`ً��}#`�س����n}#�س�


��א��وאS>�א��O#�#��}#�س�,$¥�n��7Sn��n�����
n

Q�����`#�#�Oא��^`:�<`Sא��وא��
�و¥$,
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̀`����n��n}#̀`�س� �
n

Qن�%�z`̀Tk�K
n n n

Q Q∗
= ∪Z���`̀5�7
̀`��و=̀`,د� #��B�A�z`̀Tk�K

\
n n

a
∗

∈ Z Z�����`̀G�
B̀`,ن�א��Z`̀#u2 (mod )x a n≡���`̀Bو���`̀&���hً��`̀{a��~#`̀�

�����#4Sא��Kل،��(n�0H+א��9��ً4S#�#ً��}#�س��،

6
4 ∈ Zن��%��`�Th�22و� 4(mod6)≡�

��2����G	�%ن�����T2 4(mod6)x ≡���Bو�
6

2 Q∉ن���F
6

4
∗∉ ZKE� �

  )١١,٢,١مبرهنة (

7�2p��ض�%ن� 
	د�%و�]�و%ن��<α��	��,�*��n���
p

∗
Zن�,B
�،0�	7
�K

p
a

∗
∈ Z�

Aiذא�وA�f6Fذא�و=	��p+א��9��ً4S#�#ً��}#�س� ∈ Zن��,B
�Z#u2 (mod )i
a pα≡K� �

  البرهان

A2ذא��Lن� (mod )i
a pα≡���Z`#Ti ∈ Z7`���%ن���Fi

x α=����`6�2 (mod )x a p≡�
�8
B̀`,ن��`̀x��`̀و�aس����`̀#{��ً`̀ #�#��9��ً4`̀Sא+pض�%ن���`̀���،~`̀B1̀`�ن�א��cو��K

p
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�	=,
�،0�	7
i ∈ Z��Z#T(mod )i
x pα≡�������`G�����`T2 (mod )x a p≡����`و�

�8
B,ن�x2 (mod )i
a pα ≡K� �∎� �

  )١١,٢,٢نتيجة (

7�2p��ض�%ن� 
	د�%و�]�و%ن��<α���6&���	��,�
p

∗
Z،0�	7
�K� �

F١E }iزو=]�و�{ (mod ) : 0 2i
p

Q p i pα= ≤ ≤  و�−
}iIد�F و�{ (mod ) : 0 2i

p
Q p i pα= ≤ ≤ −.  

F٢E 1
2

p p

p
Q Q

−

= =K 

F٣E ن��Lذא�A
p

a Q∈�����G�B#F2,ن��� (mod )x a p≡�hTKf6F�N6��G� ن�:^��

F٤E 
1

2 1(mod )
p

pα

−

≡ −K 
  البرهان
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��'o١Fو��E٢K�71c���j�4��E*����א �

o b e i k a n d l . c o m



٤٣٢� ��������� 
����� �
���� �
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1

2

p

α

−
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2

1 1

2
1(mod )

p p
pα

α

−
−

= ≡  

�Sא�t1`وذ�c��@A� ���%ن�`��ذ�F��7`��K��`��t^���א�'�`�7دאً
1

2 1(mod )
p

pα

−

≡ ±�K

)و���%ن� ) 1ord pα = ����7F%ن�−
1

2 1(mod )
p

pα

−

= −K� �∎  

��7��ض�%ن
p

a
∗

∈ ZK��

��5�7א¥$,�<
�E���،0�	7
�{ }2(mod ) :
p

x p x
∗

∈ Z�
� ��Lن �Aذא �$#F� �F���� 
B,ن��6	و+��

p
a Q∈������F�D�#�� �6
�Gא�� /01��Bو�� Kk� %م
\� Eאل,T�א� %,S%�WF� �א�hزم ��nא��Z#T�@Aج�����tذ�� )��ز )O p��KP�a� �#�$


�+	7E#�� n�+� ����
� K�#���F� �KL%� +�4�Hא� ��
� ���&',ل �א����6� �E#�7���� N����

)Legendre symbol(�n������?��n��
�و
a

p

     
�Z#T�a ∈ Z�2و�p 
	د�%و�]�
���א�7&,�<�

[����Wא� �
0 , |

1 , (mod )

1 , (mod )
p

p

p a
a

a p Q
p

a p Q

   = ∈      − ∈/

 

��) معيار أويلر١١,٢,٣مبرهنة ( �

7�2p��ض�%ن� 
	د�%و�]�و%ن��<a ∈ Z،0�	7
�K� �
1

2 (mod )
p

a
a p

p

−  ≡   
  

                                                            


	��������س� �*����
��ن���م�و��د����ل�������'&�ض��ن��pא#"!�ن�Wو�
1

yو��
2

y�،)*�+��K-��	
��.ن���

2 2

2 1
| ( )p y y−ن���/��K

2 1
| ( )p y y−و��ن���

2 1
| ( )p y y+1ذن��K

2 1
(mod )y y p≡و��ن���

2 1
(mod )y y p≡ −K 

o b e i k a n d l . c o m



� ������� ��	
�� 
�� � �������� �٤٣٣� �

  البرهان

��1c7Sא��3��
p

a Q∈��N�و���Oא��3
p

a Q∈و��|p a���
�$���)١١,٢,١٠(K�

���7�α��ض�%ن�,$E$���	��,�

p

∗
Z�	=,
�،0�	7
�Ki ∈ Z��Z#T2 (mod )i

a pα ≡�
��71c���7دאA�ً@�אSא�tن�)١١,٢,١(وذ�,B
�Wو�-0א� �

1 1

2 12 2( ) ( ) 1(mod ) (mod )
p p

i p i a
a p p

p

α α

− −

−

 ≡ ≡ ≡ ≡    
  

1وذ��t�ن�
a

p

  =   
K� �∎� �

�A��$#F�+�4ذא��Lن�Hk���
�r	�����7#�+�%وSذא�אA
p

a Q∈��P��3ج���&7F
1

2

p

a

−

�
� 3و���A��Bز�ذ����t	د

2
(log )O p���#א+ز�,Hאم�	r�S���t��7#��وذ�Kא��$�#� �א����

P�Yوא��p#�Oذא��،א�A��$#F�f6F�N4
���
�r	אم���#�+�%وSن�א%�zTk�K����F��6
�s�/01و
�Lن�

p
a Q∈د��	����E<
�E�
$�#��א��~B
���
F�[�#�O0+�א�dא�	U�k�?7Bو��kم�%aK� �

  )١١,٢,٤مثال (

� ��Lن �Aذא �$#F� +�4�Hk� ��
�%و +�#��� ��3�r	م
p

Q∈��Z#T23p =�P��3� K
1

23 (mod )
p

p

−

��zTkW%ن� �
3

2

0

1
11 1011 2

2

i

i

i

p
k

=

−

= = = ∑� �

�r	אم�אg,א+ز�#��Sن�א����3 �1]�)١١,١,٧(و��%�	�W� �
3  2  1  0  i  

1  0  1  1  i
k  

212 (mod ) 6p =  29 (mod ) 12p =  2
3 9=  3  A  

4 6(mod ) 1p⋅ =  4  3 9(mod ) 4p⋅ =  3  b  

o b e i k a n d l . c o m



٤٣٤� ��������� 
����� �
���� �

�Aذن،
1

2
3

3 (mod ) 1
p

p
p

−  = =   
�Kن,B
�و�-0א�

23
3 Q∈��	=,
x�Z#T�2و 3(mod23)x ≡�K

�א��Kل�א��-������و��-,���%ن�67Sx	م�H��ً6Tk,א+ز�#���U\�����Fد� �Kو�01�W��Bא
216 3(mod23)≡K� �              ▲� �

� P��3� +	7E#�� n�+����'H� �r	אمSא� �ًY
%� �B$��א ��a

p

     
���KL%� �6
�G�

�r	����Wא��Kل���
6��א�Gא������#���F)١١,٢,٤(،��8#$�9�8
	69�	���tذ��>a,7Sو
K+	7E#��n���� �
��B#�3n ≥��Z#T��ً
1
	دא�F��ً&#&5�ًد

1

k
e e

k
n p p= …���#�(�,1n��,{�@A�


,א��?�א�و�#��و�7��ض�%ن�a ∈ ZK��[�,L�=�n����n��
)Jacobi symbol(��n�����a

n

     
�

W[���+�
���א�7&,�א�	7E#��n�+���k	�����
�و �
1

1

k
e e

k

a a a

n p p

          =               
…K� �

��جاكوبي خواص رمز �
,���ض�%ن� 3m n 
	دאن�5&#&�ن��Fد
�ن�و%ن��≤,a b ∈ ZW0�	7
�K� �

F١E { 1, 0,1}
a

n

  ∈ −   
��0aو%ن��

n

  =   
)Aذא�وA�f6Fذא��Lن�� , ) 1a n ≠K 

 

F٢E ab a b

n n n

        =              
���aو���� a a

mn m n

        =              
K 

 

F٣E ن��Lذא�A(mod )a b n≡ن����F���a b

n n

     =        
K 

 

F٤E 1
1

n

  =   
)���و���� )

1

2

1 , 1(mod 4)1
1

1 , 3(mod 4)

n
n

nn

−   ≡−  = − =    − ≡  
K 

 

F٥E ( )
2

1

8

1 , 1(mod 8)2
1

1 , 3(mod 8)

n
n

nn

−   ≡ ± = − =    − ≡ ±  
K� �

o b e i k a n d l . c o m



� ������� ��	
�� 
�� � �������� �٤٣٥� �

F٦E [�#�Oא��P,�6� �(Low of quadratic reciprocity)W}��,ن�א
1 1

2 2( 1)
m n

m n

n m

− −

⋅     = −        
.  

�P��3אص�,gאم�01/�א	r�S��3

23

     

���)١١,٢,٤(א�6	م��Wא��Kل����'oW� �

3 1 23 1

1 112 2
3 23 2 2

( 1) ( 1) ( 1) 1
23 3 3 3

− −

⋅

⋅

             = − = − = − = − − =                      
� �

%و�]�Kو�-0א�
B,ن��23وذ��t�ن�
23

3 Q∈�����
�r	אم���pو01א�S���/��	=و���
K��
���#�+�%و �

�[�,L�=�n�+��
��9�W� �7'&�� Aaذא

n

     
���#�(�@Aج���o� �7�%���7Fn��/01و

�?���3�[�,L�=�n�+אص�,Hאم�	r�Sא��B$��6	�%�-��4�5��و��pذ�F�t$��א�
���)��
K�#�&��دون�א��A��,E@�א� �

  )١١,٢,٥مثال (

�P��3�[�,L�=�n�+אص�,Hאم�	r�S��28

55

     
���
��'oW�� �

2

55 1 7 1

2 2

7 1

2

28 2 7

55 55 55

55
( 1)

7
55 6

7 7

1
( 1) 1

7

− −

⋅

−

         =               

 = −   
     = − = −        

 − = − − − =   

� �

��#5�HF٢E� �
� �

��#5�HF٦E� �

��#5�HF٣E� �

��#5�HF٤E� �

�Iو��
�[�,L�=�n�+��$#{ن�%�pج��(ن�1و���7�Skא�p#G����k��7�%�kA�،28�[�#��9�<Sא+�
�WF(55א6#63��1,�+א�KE[�#��9�^:�<Sو��Th���55}#�س� 1)/228 52(mod 55)−

≡�

o b e i k a n d l . c o m



٤٣٦� ��������� ������ ��	
�� �

� ��
�%و +�#��� �%ن ����6&�
� k��[�#�Oא��<Sא���� �%ن �L09� �و%H^אً، K������א 
	אدM�
��71�Kد�%و�]�=0+אن	
55n}#�س� }#�س��1
	د������و%ن�א0dو+�א��O#�#�����	د��=

�KE)١١,٤(�77SF}¡�ذ��W�tא�74	��±21و��11±]��55 �▲� �


�W��7א��Kل�א�������	�%ن�%+��$L1
a

n

  =   
+א���8���ka��[�#��9�<S(���%ن��

�������Kو��pذ�A�tذא��Lنn%و�+אS>�:^���9#�]�}#�س�א��	د�א
n

a Q∈�	=,#F�
n

x
∗

∈ Z�


B,ن��Z#u2 (mod )x a n≡%ن���	��8xو���
2

2

1
a x x

n n n

      = = =         
v�
��Kو01א�

A�?�%1ذא��Lن�
a

n

  = −   
�ن��Fa��9#�]�}#�س���^:�<Sא+nن��Lذא�A�،<40א�א��iو�K

3n ≥���

	دא�F��ً&#&5�ًد
ً�������א¥$,
n

J��-�%���
W� �

: 1
n n

a
J a

n

∗
     = ∈ =       

Z� �

��5�7
��$�9� \
n n n

Q J Q=س���#{� ������4j%n�)pseudosquares module n(�K/�א
�zTk%ن�

n n
Q J⊆و%ن��

n n
Q J=ن��,B
���	7
n�K�ً#و�%� �

  )١١,٢,٦(مثال 

�א��Kل�א��وאS>�א��O#�#��و%�4j/�א����� �}#�س�א��	د� E7S15n	�01�Wא =�K

�zTk%ن�
15 3 5

a a a        =              
�Wو%ن� �

1 , 1(mod 3)

1 , 2(mod 3)3

1 , 1(mod5)

1 , 2(mod5)5

aa

a

aa

a

  ≡ =    − ≡  

  ≡ ± =    − ≡ ±  

� �

� �

o b e i k a n d l . c o m



� ������� ��	
�� 
�� � �������� �٤٣٧� �

�[�,L�=�n�+�8#{�N4
�[���aאd	ول�א�

n

     
W� �

14  13  11 8  7  4  2  1  
15

a
∗

∈ Z  

1−  1  1−  1−  1  1  1−  1  
3

a     
 

1  1−  1  1−  1−  1  1−  1  
5

a     
 

1−  1−  1−  1  1−  1  1  1  
15

a     
 

Aذن�
15

{1,2, 4, 8}J �א��-��%ن��	�%ن�Kو���=
15

{1,14}Q = ������ن�%�4j/�אFو�0א��K�
�[1�

15 15 15
\ {2, 8}Q J Q= =.  ▲  

� �B#�
n

a J∈� ��Lن �Aذא �$#F� 	
	(� �Aن���(�� Ka�p���� ?4j� �%و �ً#�#��9� �ً4Sא+�

��n}#�س�	9�،�#�#�Oא��<Sא��وא���)���)quadratic residuosity problem(�،ًא+�'�Hא�

QRP��5�g�0א��3��אH)7��Kn pq=��Z#Tpو��q��W�<�G7S�Kن����
	دאن�%و�#�ن� 
��
+�$��4x �%ن�Aא�

pq
a J∈ن���Lذא�A�f6Fذא�وA�[�#��9�<Sא+

p
a Q∈و��

q
a Q∈و%ن�W� �

� ( 1)( 1)

4pq pq

p q
Q Q

− −

= =K� �


���א��Kل��t4#��ذ�G��1	�%ن��)١١,٢,٦(و�
3 5

a a     = =        
�Aذא�وA�f6Fذא��Lن�

{1, 4}a �Kو�-0א��	�%ن�∋
15

{1, 4}Q و%ن��=
15

(3 1)(5 1)
2

4
Q

− −

= =K� �

 تمارين

)١١,٢,٧(������L�	=
30

Qو���
30

QK� �

)١١,٢,٨(��[�,L�=�In�+��$#{�	=156

235

     
1833و��

587

     
��1�K

235
156 Q∈؟� �

o b e i k a n d l . c o m



٤٣٨� ��������� 
����� �
���� �

21n=	�א��وאS>�א��O#�#��و%�4j/�א����� �}#�س�א��	د��)١١,٢,٩( =K� �
�n����`B+אS>���9#�]�}#�س��T%36	�א���h�n:^�א�	}�N6#אد
��%ن�?�)١١,٢,١٠(

36n 2�ن��<
6 �?5�K&<�01א�אkد
���وT	د�A��$#Fذא��Lن=36

745
36 Q∈K� �

)١١,٢,١١( �n�����#�����#7E	7�W+��ض�%ن��	
��7אg,אص�א� �

• 
1

2
1

( 1)
p

p

− −  = −   
و��

2( 1)

8
2

( 1)
p

p

− −  = −   
�KIد�F�[د�%و�	
��B� 

�ن�qو��Apذא��Lن� •F�N

	د
��%و�#�F�NدW 
( 1)( 1)

4( 1)
p q

p q

q p

− −     = −        
K 

7�3n��ض�%ن� ≥�W�#���
	د��F�>#&5دH�D4x%�KI,אص�+�L�=�n,�]�א�� �
F�%E  ن��Lذא�A

1
nو��

2
nن�%�D4x)F�N

	د
���F�N&#&5دW 

1 2 1 2
1 1 1

(mod2)
2 2 2

n n n n− − −
≡ +K

� �
7���%ن��Sא( 1)/21

( 1) n
n

−

 −  = −   
K 

F�PE  ن��Lذא�A
1

nو��
2

nن�%�D4x)F�N

	د
���F�N&#&5دW
 

 
2 2 2 2

1 2 1 2
1 1 1

(mod2)
8 8 8

n n n n− − −
≡ +K

� �
7���%ن��S2א( 1)/82

( 1) n
n

−

  = −   
K� �

Fج�E  ن��Lذא�A3a 
	دא�F��ً&#&5�ًد
�D4x)F��ً%ن�≤W 
( 1)( 1)/4( 1) a n

a n

n a

− −

     = −        
K 

�%�D4x%ن���pא�Fض�%ن�)١١,٢,١٢( KIد�F�[د�%و�	
3
p

Q− ��Lن�∋ �Aذא�وA�f6Fذא
1(mod3)p ≡K� �
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)١١,٢,١٣(���
,$E$���ًא	��,��[�#�Oא��<Sن�א��א,B
�&����%ن�Sא�D4x%
p

∗
ZK� �

)١١,٢,١٤(���B#�n pq=��Z#Tpو�q�Kن����
	دאن�%و�#�ن��Fد
�ن� � �

F%�E  ن�%�D4x%
n

a Q∈ن���Lذא�A�f6Fذא�وA1
a a

p q

     = =        
K 

FP�E  ن�%�D`̀``````4x%( 1)( 1)

4n

p q
Q

− −

=�Kد�`̀``````j+א�``````̀`�א	ن�א�%�D`̀``````4x%�W�
:

n p q
f Q Q Q→ ×�*	
�6�����F���)�א ) ( mod , mod )f a a p a q=�K���69� �

)١١,٢,١٥(���71c�F���
�KE)١١,٢,٣(%L$�����1ن���#�+�%و �
 

  الأولياتاختبار ) ١١,٣(

Primality Testing 

�[1� �7����א >#9����א �ذوא  �#$���א� �$��%� ��� 	
	���� �#S�S�א�  �4�G���א 	T%
�A��$#F�+�4ذא��Lن�א��	د�H1]�א��Tو�G��T	��א������אFو�0א��K*^4L��#אد�%و�	
%�	#�,9

2nא�'&#<� 
	دאً�%و�#ً��%م�
	دאً������K�ًو�$�6��א��	د�
����p#qא�
	אد�א�و�#���<
�N�2و��nود����������n9��6
�Gن�01/�א�%��$L�Kkم�%� ��Lن�א��	د�%و�#ً� �	د�A��$#Fذא

���F� D�#�� �6
�Gא�� /01� �Bو�� K�ً����� �א��	د ��Lن �Aذא ?F�9� �A@��؛�:^ ��ج(� �-��
( )O n�K�$�6א�� �#�$
���� �

1� W`4א�� ��`0א ��و�#`7	 �$��#�نTא� ��4+אنHא� �א��`6	م �`�W,�,S� +�4�Hא� �$1� 	د
� �SאOSو)Solovay-Strassen test(��Hو+א�`وא� ��#�� +�4`� �)Miller-Rabin test(1� K`0אن�

�$��#�نT�4+אن�א�Hkد��؛א	ن�א��,B
����,1����������n���L�,��?ن�א��rج�?����?�
��#$����F�<4א��� �و0iא K�ً����� �א��	د 
B,ن� �%ن �$��א[ �$F� �?%و�]? �א��rج ��Lن وAذא

K�ً�د����	ن�א��,B
��4+א �%ن�Hن�א,B9ن�%�<U�4+אن��Hk0אن�אi��&#&'א�� �
��71c�F���

�����#�+�%و��SאOSو�W,�,S�+�4�Hא�	$��
)١١,٢,٣(�I0وא��E

W��
��7
� �
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�ن�A�nذא��LنF��ً#و�%�( 1)/2 (mod )n
a

a n

n

−

 ≡    
K���
���
�01��7#א�א��#�+�א���O6
و

K[����א� �
�)١١,٣,١(تعريف  �

1
	د��F�>#&5د������Iو%ن��7�n��ض�%ن� a n≤ )A�Kذא��Lن�> , ) 1a n ≠�

)%و��Lن� 1)/2 (mod )n
a

a n

n

−

 ≡/    

���%ن�א��	د��67Fa,ل�Aن�����
������1�jn	�%و

)Euler witness to compositeness of n(K� �
  )١١,٣,٢مبرهنة (

��B#�n���B#ً��و�������ً

	دא�F��ً&#&5�ًد
n

a
∗

∈ Zد�	ن�א��%���
���
�1�j�n	�%و
��5�7
0،�
���א�}���'���	7
�K����

n

∗
Z����
���
�����j�[1n�K-,د�%و �

  البرهان


��:^�א�.-,د�,$�( 1)/2: (mod )n

n

x
G x x n

n

∗ −
     = ∈ ≡        

Z���#�$
�D(��6���

��#-�7�א��W�P�Yא���n*�א
n

∗
Z�����#�n=�*ز���[-Fو�0א��K

n

∗
Zא���=k��71c��@A�ً�7دא�Sوא�K�


����G��8�6%ن�
n

∗
Zو���%ن��K\

n
a G

∗
∈ Zن��%�	E7F/ 2

n
G

∗
≤ ZK��B$��و���א

71�����4x �%ن�c�
���%ن�א��	د���1��abن�א���

B,ن�1�jn	�%و���	7
������
n

b
∗

∈ Z�
�Kو�-0א��F	د�:^�א�.-,د�1�j�W	�א�#~�

n

∗
Z���KL�א���
�,1/ 2

n

∗
ZK� �∎� �

  )١١,٣,٣مبرهنة (

� ��Lن ��Anذא �א��	د 
���%ن� ��
�%و 	1�j� 	=,#F� �ً����� �ً
��Fد �ً&#&5� 
	دאًn�
�W�����

n

∗
ZK� �

  البرهان


	د�%و�]��7�n��ض�%و�kً%ن��	=,
�I%�K �������H�~#�p�Z#T�2#ً�����א |p n

�K1و�7��ض�%ن�
n

a

p

= +�،0�	7
�K
n

a
∗

∈ Zو%ن�W� �

o b e i k a n d l . c o m



� ������� ��	
�� 
�� � �������� �٤٤١� �
1 /

( / )

1 / 1 /

/
1 1

1
/

a n p

n n p p

n p n p

n p p

n p p

   +  =        

  + +  =        
    = =       

  

�7
	��،�ًY
%W� �

( ) ( )
1

1 / 1 / 1(mod )
p

p ip

i

p
a n p n p n

i
=

  ≡ + ≡ + ≡  
∑.  

)Aذن،� )ord a p=ن�؛��1(mod )a n≡ن�%��`̀ |�Kو�`` ( 1)p n/ ̀`	�%ن��− ``E7F
( 1)/2 1(mod )n

a n
− 
���%ن���Kaو�-0א�
B,ن�/≡���
������01�W/�א1�jn��K���3	�%و �

�و�#7�n���B��ض�א£ن�%ن� K�����%و�#��  
	אد%�P�a��5�Tp���ً#و�%� �ً��{
� �����n	د ��bو ���9#�]�}#�س�א��	د ^:�<Sא+p��#7#'א��4}]�א�� �71c�� �r	אمS��� K

��UA�p#Gد�
	د���a��6�W� �
(mod )

1(mod / )

a b p

a n p

≡

≡

  

�r	אم�H,אص�+�L�=�n,�]��	�%نSو��W� �

( / )

/

1
1

/

a a

n p n p

a a

p n p

b

p n p

     =        

    =        

    = = −       

  

b��̀̀�ن� #:�<`̀Sس�`��#��9```+א�`̀ #{�[�pن��%�z``TkF
n

a
∗

∈ Z���``
��KEaא£ن،��``����9
��`̀`�
��`̀`'o( 1)/2 1(mod / )n

a n p
−

≡��8`̀`x��`̀`و�( 1)/2 1(mod / )n

a n p
− ≡/ −�K
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)Aذن،� 1)/2 1(mod )n

a n
− ≡/ ̀`,ن��− B
̀`��%ن����aو �
��`̀ �
̀`�1	�%و jn���/0`̀ 1�W��`̀ ���

K�ًY
�א��3��% �∎� �
�	1�j��
�Z&4
�I0�4+�א��Hkא�?�%���
��SאOSو�W,�,S�+�4�Hא�@A���7א���B�

���
���
7���%ن����א[�$��%ن�
B,ن�������وAذא�¤�U	��01��Kא�א�.�1	�n�F%و��
�?�
nن��%���
���
�r	م�
	د�j,א1	�%و�
��������&',ل�
���T	���n�K)Gr%و�#�K�ًو �

�) اختبار سولوفي وستراسن١١,٣,٤خوارزمية ( �

�Iد�Fد�	
�W�H	�2nא >��f#S1ووt ≥K� �
K?[ل�%و��$�Tא\=����?����?�%و�א\=����?א�Wج�r��א �

F١E ��KL�א���
�[��� ��*�t�W��0א�

�E%F��ً#א�,.

	دאً��+��Hאa��Z#T1 a n< <K 
�EPFن��Lذא�A( , ) 1a n ≠�K?����?��{,9 

�EجFن��Lذא�A( 1)/2 (mod )n
a

a n

n

−

 ≡/    
�K?����?��{,9 

F٢E K?[ل�%و��$�T9,}��?א 

�0`̀ #�7�̀`hزم�� ̀`���nא� ̀`�و*��א� 
�̀`�و��Iא����`̀ #�Hא	3א�

2
(log )O n����`̀ 74�L�K�`̀ #��7x��`̀ #�$


�4	אل�אGH��*,`̀Gg̀`,א `̀Sא��`̀B��?`̀�%��`̀�Th��p`̀��>#`̀a,��)١,٢(אg,א+ز�#̀`���=̀`��א�
���+�6�( 1)/2(mod )n

a n
−��I��9و�k��$#6א��D��Lذא�A�?����?��{,���Z#T11%و��n −K� �

� �j�>7$-�د*F� ?����?� +�4�Hkن� �ج�א�L� $�9<����א��&A)certificate(���6ذא

���%ن������F��6
�G�n��[1��SאOSو�W,�,S�+�4�Hא�W�*א�.-�د� K������������,1

�	1�j��

���%ن��%وn�����6و������&�)�%نH,א+ز�#��א��&�����6ذ�1�t]�א� , ) 1a n =/�

)%و�%ن� 1)/2 (mod )n
a

a n

n

−

 ≡/    
��	7
�$�ل�%و�]?�T�4+�?א�Hkن� �ج�א,B
�$�ل�%ن�Tא�K�


B,ن�n���
�	
n
�k��ً����2
t−K� �
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B�`r�Sא� �`�Hא� �F%و �SאOSو� W,�,S� +�4�Hא� �א�6`	אم �و+א�� ��#�� +�4`�W� 	م
W[����א� 
���א�7&,� �=	אً *^4L� �%و�#� �$�ل�%ن�B9,نTא� 
	אد%� 	#�,��� E�
+�$���+��א�Hא

� 
.,א�#ً�� 
	دאًnل���$�Tא?� 
B,ن� �ج�אg,א+ز�#����T�<S�7�%و�]?���n��Kא��cBא
{��#���{�+�4�Hא��B$�
7	�א����#4Gא��$�]،����א��$�nאد�%و�#���5^*�و����	
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K�#4G�
���א���ض����א��	$��
�tوذ����H%وط��jض��F��ًY
%��B$��א �
 تمارين

)١١,٣,٥(�� ��nא�Fض�%ن �و%ن ����� Iد�F� >#&5� 1
	د a n≤ <Kن���L� Aذא
1 1(mod )n

a n
− 
���%ن��aن�67FA,ل��/≡���^F�	1�jn������)Fermat 

witness to compositeness of n(ن��Lذא�A�Kaن��%���
���^F�	1�jn������

���%ن���D4x)Fa%ن����
�����1�jn�K	�%و �


���א��	د��)١١,٣,٦(��SאOSو�W,�,S�+�4�H�0א��91n =�+��Hא�K74a L(ول��=
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������D4K#Sn�K%ن�����a	د� �
)١١,٣,٧( F�4+��#���و+א���HאE ��B#�n���B#ً��و�
1
	دא�F��ً&#&5�ًد 2

s

n r− =�
�Z#Trض���و�7�Iد�Fد�	
%ن��

n
a

∗
∈ ZK� �

��Lن��حقيقة: �%ن�
B,ن��Anذא ���F� �%و�#ً� 1
	دאً(mod )r

a n≡��	=,
،�j%و�
0 j s≤ 
B,ن��>�Z#u2 1(mod )

j
r

a n≡ −K� �
A�K�����1(modذא��Lن��nא�Fض�%ن�تعريف: )r

a n≡/ن��L�2و 1(mod )
j
r

a n≡/ −�
��B�j�،0 j s≤ 
���%ن��67Fa,ل�Aن��>�I,{�	1�jn������)Strong witness to 

compositeness of n(K� �
A9nذא��Lن��حقيقة: =/���
��Fد
ً�������F��ً	د�א�.,א1	�א�6, 
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n
a

∗
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∗
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F�PE  ���K�#א+ز�,g�0#א�7���E�#��7Kد�א��$�#� �א�	
Fزم�hא����n1,�א� 

Fج�E  (א��������
�#-�����01א���}¡�5,א�Pא�7��'K+�4�Hkא 
  

  ) التحليل والجذور التربيعية١١,٤(

Factoring and Square Roots 

� ����� 
	د� ����L� ��)��� �An���-�,Lن  	�9� �א�و�#� 
,א��?� P�a� �5�&L
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�]���Oض�%ن�� �$#Fد	����n����
N��� �N#و�%�N��{��{�ن�؛א�د��	א��

B,ن�
���א�',+*��I0א�k

n x=��Z#Tx ∈ Z1و��k 
�#?�و����<�����
�-��א�
��
��F�?F�9�^:�8S�{���
�KE)١١,٤,٩(���8x-��א3',ل� �

�) طريقة رو لبولارد١١,٤,١( �

� ����ض�%ن W�#����א� ��)���א �7
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