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الفصل الثاني 

)Trees and Distance( الأشجـار والمسـافات

)Basic Properties( 1.2. الخصائص الأساسية
تعني كلمة �سجرة تفرعًا لاأغ�سان من جذر معين لا يمكن من خلاله الح�سول على حلقة. وت�ستعمل هذه 
الاأ�سجار بو�سفها بيانات في العديد من التطبيقات، وخا�سة في تخزين المعطيات، وعمليات البحث والات�سالات. 
1.1.2. تعريف: تدعى البيانات التي تخلو من الحلقات اأنها لا حلقية اأو غير حلقية )acyclic(. في حين 
ف الغابة على اأنها بيان مترابط لا حلقي. وتعرف الورقة )اأو الراأ�س المتدلي( على اأنها راأ�س درجته  تعرَّ
1، اأما البيان الجزئي المولد لبيان G فهو بيان جزئي من G روؤو�سه V(G)، وال�سجرة المولدة هي بيان 

جزئي مولد ومع ذلك فهو �سجرة. 
            

                

2.1.2. مثـال: تعرف ال�سجرة على اأنها غابة مترابطة، وكل مركبة من مركبات الغابة هي �سجرة. لاحظ اأن 
البيان الذي لا توجد فيه حلقات لا يحتوي على حلقات فردية، وعليه فهو بيان ثنائي الفرع. لذا فاإن الاأ�سجار 

والغابات تمثل بيانات ثنائية الفرع.
اإن الم�سارات هي اأ�سجار، وتكون ال�سجرة  م�سارًا اإذا وفقط اإذا كانت اأكبر درجة راأ�س من روؤو�سها ت�ساوي 
2. تعرف النجمة على اأنها �سجرة بحيث يجاور اأحد روؤو�سها رووؤ�سَها الاأخرى جميعها، لاحظ اأن النجمة التي 

.K1,n - 1 من الروؤو�س هي البيان الثنائي الفرع n لها
اإذا كان البيان �سجرة، فتوجد له �سجرة مولدة واحدة وهي البيان نف�سه. لاحظ اأنه لي�س من ال�سروري 
اأن يكون البيان الجزئي المولد لبيان G مترابطًا، كما اأنه لي�س من ال�سروري اأن يكون البيان الجزئي المترابط 
لبيان G بيانًا جزئيًّا مولدًا للبيان G. فعلى �سبيل المثـال اإذا كان n(G) > 1 ، فاإن البيان الجزئي الخالي الذي 
V(G) ومجموعة اأ�سلاعه Ø يكون مولدًا وغير مترابط، واإذا كانت n(G)>2، فاإن البيان الجزئي  روؤو�سه 
■ الموؤلف من �سلع واحد بالاإ�سافة اإلى طرفي هذا ال�سلع يمثل بيانًا جزئيًّا مترابطًا وغير مولد. 
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الفصل 2     الأشجـار والمسـافات68

)Properties of Trees(  خواص الأشجار
يِّزة متكافئة يمكن اعتماد اأي منها ب�سفته تعريفًا  تتميز الاأ�سجار باأن لها عدة تو�سيفات )�سيغ( مُم
اأي �سفة من هذه  اإذا حقق  �سجرة  يكون  البيان  اأن  اإثبات  يكفي  لاأنه  التو�سيفات مفيدة؛  وتعدّ هذه  لها. 
ال�سفات. ويمكن بعد ذلك ا�ستخدام ما تبقى من �سفات بح�سب حاجتنا. و�سنثبت اأولًا اأن حذف ورقة من 

ال�سجرة يعطينا �سجرة اأ�سغر. 
3.1.2. تمهيدية: كل �سجرة لها راأ�سان على الاأقل، وتحتوي على ورقتين على الاأقل. اإن حذف ورقة واحدة 

.n - 1 من الروؤو�س يعطينا �سجرة عدد روؤو�سها n من �سجرة لها
الإثبات: اإن البيان المترابط الذي له راأ�سان على الاأقل يحتوي على �سلع. في البيان اللاحلقي، لا يوجد 
للنقاط الطرفية لم�سار اأعظمي غير تافه جارٌ مختلف عن جاره في الم�سار. لذا فاإن النقاط الطرفية لمثل 

هذا الم�سار تكون اأوراقًا. 
افتر�س اأن v ورقة في �سجرة G، واأن G'= G – v. اإن الراأ�س الذي درجته 1 لا يمكن اأن ينتمي اإلى اأي م�سار 
 G في w اإلى u فاإن كل م�سار من ، V (G′) راأ�سين في w و u يربط بين راأ�سين اآخرين. لذا، نجد اأنه اإذا كان
يكون كذلك م�سارًا في ′G  . وا�ستنادًا اإلى ذلك، فاإن ′G   مترابط. وبما اأن حذف اأي راأ�س لا يولد حلقة، فاإن 
■ ′G   يكون كذلك غير حلقي. لذا فاإن ′G �سجرة لها n - 1 من الروؤو�س. 

                                  
            

ت�سير البديهية 3.1.2. اإلى اأنه يمكن الح�سول على كل �سجرة لها اأكثر من راأ�س من �سجرة اأ�سغر باإ�سافة 
جَنّبُم بع�س  راأ�س درجته 1 )بياناتنا جميعها منتهية؛ اأي اأن لها عددًا منتهيًا من الروؤو�س ومن الاأ�سلاع(. اإن هذا يُم
البراهين من الوقوع في م�سيدة الا�ستقراء. واأن عملية بناء �سجرة لها n +1 من الروؤو�س من �سجرة اختيارية 
عدد روؤو�سها n من خلال اإ�سافة جار جديد اإلى راأ�س اختياري من روؤو�سها القديمة تولد الاأ�سجار جميعها التي 
لها n +1 من الروؤو�س. تعني كلمة “اختياري” اأننا ناأخذ في الح�سبان الطرق الممكنة جميعها عند اتخاذ الخيار. 
تعتمد براهيننا لل�سفات المتكافئة للاأ�سجار على ا�ستخدام طرق متعددة مثل: الا�ستقراء، والنتائج 

ال�سابقة، والتعليل الح�سابي عن طريق العدّ، والتطرفيَّة، والتناق�س. 
4.1.2. نظرية: اإذا كان G بيانًا له n من الروؤو�س ( n ≥ 1 ) فاإن العبارات الاآتية متكافئة )وتعطي و�سفًا 

ميزًا للاأ�سجار التي لها n من الروؤو�س(.
G  (A مترابط ولا يحتوي على حلقات.

G  (B مترابط وله n - 1 �سلعًا. 
G  (C يحوي n - 1 �سلعًا ولا يحوي اأي حلقة.

.v اإلى u يوجد م�سار واحد فقط من u, v ∈V (G) لا يحوي عرى، ولكل G  (D
اأيّ �سرطين من:  اإذا تحقق  اأنه  اإثبات  C من خلال  و   ،B و   ،A كلّ من   التكافوؤ بين  اأولًا  �سنثبت  الإثبات: 

الترابط، لاحلقي، n - 1 من الاأ�سلاع، فاإن ال�سرط الثالث يتحقق بال�سرورة.
A ⇒{B, C}. با�ستخدام الا�ستقراء على n؛ اإذا كانت n = 1، فاإن نتيجة ذلك هي بيان له راأ�س واحد بلا 
اأ�سلاع. اإذن، فالنتيجة متحققة تلقائيًّا. لذا، افتر�س الاآن اأن n >1، وافتر�س كذلك اأن النتيجة متحققة للبيانات 
التي عدد روؤو�سها اأقل من n جميعها. وافتر�س الاآن اأن G بيان مترابط لا حلقي، لذا فاإن البديهية 3.1.2 ت�سمن 
ا )انظر ال�سكل اأعلاه(. لذا  وجود ورقة v، وت�سمن كذلك اأن البيان G′=G-v يكون مترابطًا وغير حلقي اأي�سً
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69 الخصائص الأساسية  1.2

.e (G)= n - 1 يقع على �سلع واحد، فاإن v وبما اأن ،e (G′) = n-2  نجد اأن ،  G′ وبتطبيق فر�سية الا�ستقراء على البيان
  B ⇒ {A , C} احذف اأ�سلاعًا من G واحدًا تلو الاآخر حتى تح�سل على بيان ′G   لاحلقي. وبما اأن كل �سلع 
في اأي حلقة لا يمثل �سلع قطع ) ف�سل( ) النظرية 14.2.1(، فاإن′G  يكون مترابطًا. وكما في الفقرة ال�سابقة، نجد 

اأن e(G′ )= n - 1، وعندها لا يمكن اأن يكون هناك اأ�سلاع قد حذفت. لذا، فاإن G′=G، واأن G غير حلقي.
اأحد  في  يظهر  اأن  يجب  راأ�س  كل  اأن  وبما   .G مركبات  هي    G1,……,Gk اأن  افتر�س   C ⇒ {A, B}
فاإن لذا  تتحقق.   A الخا�سية  فاإنّ   ،G في  حلقات  وجود  عدم  وب�سبب   ،Σi n(Gi) = n فاإن  لذا   المركبات، 
 e(Gi) = n(Gi) – 1 وبالجمع على i نجد اأن:  n - 1  = e(G) = Σi n(Gi) -1 = n - k. اإذن، k = 1 و G مترابط. 
راأ�سان  جِدَ  وُم واإذا  روؤو�سه.  من  راأ�سين  اأيّ  بين  يربط  م�سار  يوجد  اإذن  G مترابط،  اأنّ  A ⇒ D  : بما 
لهما   Q و   P مختلفين  الكلي(  الطول  حيث  )من  م�سارين  اأق�سر  نختار  فاإننا  م�سار،  من  باأكثر  مربوطان 
 النقاط الطرفية نف�سها. لاحظ اأن هذا الخيار ي�سمن اأن الروؤو�س الداخلية للم�سارين P و Q تكون منف�سلة

. A تمثل حلقة، وهذا يتناق�س مع P ∪ Q انظر ال�سكل اأدناه(. لذا، فاإن(
  D ⇒A: اإذا وُمجد م�سار من u اإلى v لكلّ زوج من روؤو�س G، فاإنّ G يكون مترابطًا. واإذا احتوى G على حلقة C، فهذا يعني 
■ وجود م�سارين يربطان بين اأيّ راأ�سين u،v موجودين في V (G). لذا فاإن G لاحلقي ) وهذا يمنع حدوث العرى(. 

  P

Cu v

Q                                      

5.1.2. نتيجة:
        a)  يكون كل �سلع في اأيّ �سجرةٍ �سلعَ قطعٍ )ف�سل(. 

         b) اإن اإ�سافة �سلع واحد لاأيّ �سجرة يعطي حلقة واحدة فقط. 
 c) يحوي كل بيان مترابط �سجرة مولدة. 

الإثبات:(a) بما اأنّ الاأ�سجار لا تحوي حلقات. لذا فاإنّ النظرية 14.2.1 ت�سمن لنا اأن كل �سلع هو �سلع قطع 
)ف�سل(. 

 (b) يوجد م�سار واحد فقط في ال�سجرة بين اأيّ راأ�سين )النظرية 4D.2.1(. لذا فاإن ربط اأيّ راأ�سين ب�سلع 
يعطينا حلقة واحدة فقط. 

 G في النظرية 4.1.2، فاإنّ حذف الاأ�سلاع من الحلقات الموجودة في بيان B ⇒ A ,C  كما في اإثبات اأن  (c) 
بالتتابع يعطينا بيانًا جزئيًّا مولدًا مترابطًا حلقيًّا. 

6.1.2. ق�ضية: اإذا كانت كلّ من T و ′T �سجرة مولدة لبيان مترابط G، وكانت  e ∈ E(T) – E (T′). اإذن، 
 .G سجرةً مولدةً للبيان� T – e + e′ بحيث تكون e′∈ E(T′ ) – E(T) هناك �سلع

U هما  اأن  ′U و  لـ T. لذا، افتر�س  T هو �سلع قطع  اأن كل �سلع في  الإثبات: من النتيجة 5.1.2a، نعلم 
مركبتا T - e. وبما اأن ′T مترابطة، فهناك �سلع ′e في ′T بحيث يكون اأحد طرفيه في U، والطرف الاآخر في  

  .G سلعًا وهي مولدة للبيان� n (G) - 1 سجرة مترابطة لها� T-e+e′ ،الاآن .U′

)في ال�سكل اأدناه، المثلثان T بخط غامق و ′T بخطّ مت�سل م�ستركان في �سلعين(.                                          ■

eÕ

e

U UÕ
                                                        

Q
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7.1.2. ق�ضية: اإذا كانت كلّ من T و′T  �سجرة مولدة لبيان مترابط G، وكان e ∈ E(T) – E(T′)  اإذن، 
.G سجرة مولدة للبيان� T′ + e – e′ بحيث تكون e′ ∈ E(T′) – E(T)   هناك �سلع

الإثبات: من النتيجة 2.1.5b، نجد اأن البيان T′ + e يحوي حلقة فريدة C. وبما اأن T لاحلقي، اإذن هناك 
بيانًا  ′T′+e-e يمثل  الاآن،   .T′+e الفريدة في  الحلقة  على  يق�سي   e′ اإن حذف   .e′∈ E(C) – E(T) �سلع 
مترابطًا حلقيًّا، وهو �سجرة مولدة للبيان G. )اإن اإ�سافة e اإلى T في ال�سكل اأعلاه يعطينا حلقة C طولها 5. 
■  .) e′ ويمكن لاأي منها اأن يقوم مقام ،E(T) – E(T′) تنتمي اإلىC-e  والاأ�سلاع الاأربعة للبيان

وكما هو مو�سح في  نف�سه  الوقت  7.1.2 في  و   6.1.2 الق�سيتين  نتيجتي  ليحقق   e′ ال�سلع  اختيار  يمكن 
ح الاإثبات بالا�ستقراء با�ستخدام حذف ورقة.    ال�سكل المر�سوم بينهما. والنتيجة الاآتية تو�سّ

 T فاإن ،δ (G) ≥ k بيانًا ب�سيطًا يحقق اأن G من الاأ�سلاع، وكان k سجرة لها� T 8.1.2. ق�ضية: اإذا كانت
 .G تمثل بيانًا جزئيًّا من

الإثبات: ا�ستخدم الا�ستقراء على k. اإذا كانت k = 0، فاإن كل بيان ب�سيط يحوي k1، وهي ال�سجرة الفريدة التي لا 
 يوجد بها اأ�سلاع. افتر�س اأن k > 0، واأن النتيجة �سحيحة للاأ�سجار جميعها التي عدد اأ�سلاعها اأقل من k. بما اأن
ال�سجرة افتر�س  ثم   ،v u جار  اأن  افتر�س   .T v في  ورقة  باختيار  لنا  ت�سمح   3.1.2 البديهية  فاإن   ،k > 0   
 T′ = T- v، وحيث اإن عدد اأ�سلاعها اأقل من k، لذا وبا�ستخدام الاإ�ستقراء، نجد اأن G يحوي ′T بو�سفها بيانًا 

.δ (G) ≥ k > k - 1 جزئيًّا؛ لاأن
افتر�س اأن x هي الراأ�س في هذه الن�سخة من  ′Tالذي يرتبط بـ u )انظر التو�سيح اأدناه(. بما اأن ′T تحوي 
 ،T′ غير موجود في هذه الن�سخة من G في y جار x لذا يوجد لـ ،dG(x) ≥ k و u راأ�سًا مختلفًا فقط عن k - 1
■  .v دور y حيث يوؤدي ،G في T اإلى ن�سخة من T′ نح�سل على تمديد لهذه الن�سخة من ،xy وباإ�سافة ال�سلع

G

y
x

T’

                                             

لا  اأنه  اإلا   ،k - 1 قيمتها  �سغرى  درجة  له   Kk البيان  اإن  حيث  حادة؛   8.1.2 الفر�سية  في  المتباينة  اإن 
يحوي �سجرة لها k من الاأ�سلاع. هذه الفر�سية ت�سمن اأن اأي بيان ب�سيط G عدد روؤو�سه n وعدد اأ�سلاعه 
اإردوز  اأن تخمين  بالذكر  34(. ومن الجدير  )التمرين  بيانًا جزئيًّا  بو�سفها   T يحوي   n)k - 1( يزيد على
)Erdős( و�سوز )Sós( يعطي نتيجة اأقوى، وهو اأنه اإذا كانت   e(G) > n(k - 1)/2 ، فاإن T يجب اأن تكون 
 بيانًا جزئيًّا )Erdős [1964](، لقد بُمرهن هذا التخمين للبيانات التي لا تحوي حلقات رباعية )طولها 4(
Szemeré�( و�سيميردي Komlós وكوملوز )Ajtai( واأثبت كل من اجتاي .)Saclé-Woźniak [1997](

.(Soffer [2000]) نتيجة قريبة من ذلك، وذلك كما ورد في �سوفر )di

)Distance in Trees and Graphs(   المسافات في الأشجار والبيانات
عندما ن�ستخدم البيانات لتمثيل �سبكات الات�سالات، فاإننا نرغب باأن تكون الروؤو�س قريبة من بع�سها لنتجنب 

التاأخير في الات�سالات. ونقي�س الم�سافات با�ستخدام اأطوال الم�سارات. 
عرّف الم�سافة من u اإلى v، ونرمز اإليها بالرمز  جِدَ في البيان G م�سارٌ من u اإلى v. فنُم 9.1.2. تعريف: اإذا وُم
dG(u, v) اأو d(u, v) على اأنها طول اأق�سر م�سار من u اإلى v. واإذا خلا G من مثل هذا الم�سار من u اإلى v، فاإن 

 .maxu,v ∈V(G)d(u, v) على اأنه (diam G) G طر  d(u, v). ونعرّف قُم
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71 الخصائص الأساسية  1.2

 نعرف �لاختلاف �لمركزي للر�أ�س u، ونرمز �إليه بالرمز 𝝐𝝐(u) على �أنه max V∈V(G) d(u, v). ن�صف قطر
.rad G = minu∈V (G) (u) و ∈(u)= max v∈V (G) d(u, v)  أي �أن� ،min u∈V (G) ∈(u) على �أنه (rad G) G 
 لاحظ �أن قطر G ي�صاوي �أكبر قيمة للاختلافات �لمركزية للروؤو�س. و�إذ� كان �لبيان غير متر�بط، فاإن �لقطر 
فَهُ (وكل �ختلاف مركزي) يكونان ما لانهاية؛ لاأن �لم�صافة بين �لمركبات �لمختلفة تكون لا نهائية. ن�صتخدم كلمة قطر  وَنِ�صْ

بمعناها �لهند�صي في �أنها تقي�س �أكبر م�صافة بين عن�صرين من عنا�صر مجموعة معينة. 
10.1.2. مثـال: ي�صاوي قطر بيان بيتر�صون 2 ب�صبب وجود جار م�صترك لاأي �صلعين غير متجاورين في هذ� �لبيان. 
�أما قطر Qk، فاإنه ي�صاوي k وذلك لاأنه يلزمنا k خطوة من �أجل تغيير �لاإحد�ثيات �لتي عددها k جميعها. في حين 
 .diam G= rad G لاحظ �أن كل ر�أ�س في هذه �لبيانات له �لاختلاف �لمركزي نف�صه، و�أن .⌋ n

2
�أنَّ قطر Cn ي�صاوي ⌋

�إذ� كان n ≥ 3، فاإن �ل�صجرة �لتي لها n من �لروؤو�س وقطرها �أ�صغر ما يمكن هي �لنجمة؛ لاأن  قطرها ي�صاوي 
2، ون�صف قطرها ي�صاوي 1. �أما �ل�صجرة �لتي قطرها �أكبر ما يمكن فهي �لم�صار؛ حيث قطره ي�صاوي n - 1، ون�صف 
قطره ⌈2/ (n - 1)⌉  . لاحظ �أن كل م�صار في �صجرة يمثل �أق�صر (�لفريد) م�صار بين طرفيه. لذ� فاإن قطر �أي �صجرة 

هو طول �أطول م�صار فيها. 
في �لبيان �أدناه، عُلِّم كل ر�أ�س بقيمة �ختلافه �لمركزي، حيث ي�صاوي ن�صف �لقطر 2، في حين ي�صاوي �لقطر 
■ 4، �أما طول �أطول م�صار في�صاوي 7.  

44

4

4
3

3 4 3

3 4

4 4

2

                                                       

لاحظ �أنه من �أجل �أن يكون للبيان قطر كبير، فيجب �أن يكون هناك عدد كبير من �لاأ�صلاع غير موجود. 
لذ� توقّع �أنه �إذ� كان قطر �لبيان كبيًر�، فاإن قطر متممة هذ� �لبيان يكون �صغيًر�. لاحظ �أن قطر �لبيان ي�صاوي 

2 على �لاأكثر �إذ� وفقط �إذ� وُجِدَ جارٌ م�صترك لكل ر�أ�صين غير متجاورين (�نظر �لتمرين 15). 

    .diam G ≤ 3 فاإن ،diam G ≥ 3 بيانًا ب�صيطًا، بحيث �إن G 11.1.2.نظرية: �إذ� كان 

لكل فـــاإنه  لذ�،  م�صـــترك.  جار  دون   V(G) في   u, v ر�أ�صـــان  فيوجــد   ،diam G > 2 عندما  الإثبات: 
 لـِ   x ∈ V(G) – {u,v}، �إما �أن يكون u �أو v لا يجاور x، وهذ� يجعل x جارً� �إما لـ u �أو لـ v في  G . وبما �أن uv ينتمي �إلى
E (G)، �إذن يوجد لكل زوج من �لروؤو�س x, y م�صار من x �إلى y في  G   طوله ي�صاوي 3 على �لاأكثر، ويمر خلال 
■  .diam G ≤ 3 و��صتنادً� �إلى ذلك، فاإن .{u, v}

Gu v
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12.1.2. تعريف: مركز البيان G هو البيان  الجزئي الذي تولده الروؤو�س التي اختلافها المركزي اأقل ما يمكن. 
اإن مركز البيان ي�ساوي البيان كاملًا اإذا وفقط اإذا كان ن�سف قطر البيان م�ساويًا لقطره. و �سنعطي   فيما 

ياأتي و�سفًا لمراكز الاأ�سجار. في خطوة الا�ستقراء، نحذف الاأوراق جميعها بدلًا من ورقة واحدة فقط. 
13.1.2. نظرية: )Jordan [1869]( يكون مركز ال�سجرة راأ�سًا اأو �سلعًا. 

الإثبات: ن�ستخدم الا�ستقراء على عدد روؤو�س T. اإذا كانت n(T) ≤ 2، فاإن المركز يكون ال�سجرة التامة، 
 T′ ومن البديهية 3.1.2 نجد اأن .T وذلك بحذف كل ورقة من اأوراقT′  كوّن ال�سجرة .n(T) >2 افتر�س اأن
�سجرة. وبما اأن الروؤو�س الداخلية للم�سارات بين اأوراق T لا تتاأثر بالحذف، فاإن ′T تحوي راأ�سًا واحدًا على 

الاأقل. 
افتر�س اأن u ∈ V(T)، ولاحظ اأن كل راأ�س في T يكون ورقة بحيث يكون بُمعده في T اأكبر ما يمكن عن u )بغير 
ذفت الاأوراق جميعها، واأنّ  ذلك، فاإن الم�سار الوا�سل اإلى هذه الورقة من u يمكن تمديده )تكبيره( اأكثر(. بما اأنه حُم

 . u ∈ V (T′) لكل ∈T′ (u)= ∈T (u) -1 اأي م�سار بين اأيّ راأ�سين اآخرين لا ي�ستخدم اأيًّا من الاأوراق، فاإن
وكذلك فاإن الاختلاف المركز لكل ورقة في T اأكبر من الاختلاف المركزي لجارها في T، لذا فاإن الروؤو�س 

التي تجعل T (u)∋ اأقل ما يمكن هي الروؤو�س نف�سها التي تجعل قيمة T′ (u)∋ اأقل ما يمكن. 
■ وبذلك نكون قد اأثبتنا على اأن T و ′T لهما المركز نف�سه. وبناءً على ذلك، فاإن مركز ′T هو  راأ�س اأو �سلع. 

  

T’ T

ق�سيرة،   بم�سارات  الروؤو�س  من  جميعها  الاأزواج  �سلت  وُم اإذا  الات�سال  �سبكات  في  مقبولًا  الكبير  القطر  يكون 
ويقودنا اإلى درا�سة معدل )متو�سط( الم�سافة بدلًا من درا�سة اأكبر م�سافة، وبما اأن معدل الم�سافة ي�ساوي مجموع 
درا�سة  يكافئ  الم�سافة  متو�سط  )معدل(  درا�سة  فاإن  الروؤو�س(،  من  الاأزواج  ()عدد  n

2 على) مق�سومًا   الم�سافات 
.D (G)= Σu,v ∈V(G) dG(u,v)

ا بالرمز )W(G) معامل واينر )Weiner Index( للبيان G. لقد  اإن المجموع D(G) ي�سمى )يرمز اإليه اأي�سً
ا�ستخدم واينر W(G) لدرا�سة درجة غليان البارفين ) مادة دهنية ت�ستخرج من الخ�سب، والفحم الحجري، والبترول، 
الاأ�سلاع  اأما  الذرات،  الروؤو�س  البيانات؛ حيث تمثل  بوا�سطة  ال�سموع(. يمكن تمثيل الجزيئات  وت�ستخدم في �سناعة 
فتمثل الروابط بين هذه الذرات. اإن العديد من  الخوا�س الكيميائية للجزيئات ترتبط بدليل )معامل( واينر للبيانات 

.D(G)  التي تمثل هذه الجزيئات، و�سندر�س القيم الق�سوى لـ
14.1.2. نظرية: من بين الاأ�سجار التي لها n من الروؤو�س، يكون معامل واينر  D(T)=Σ u,v d(u,v)  اأقل ما يمكن 

اإذا كانت ال�سجرة نجمة، ويكون اأكبر ما يمكن اإذا كانت ال�سجرة  م�سارًا، وفي الحالتين يكون الحلّ وحيدًا. 
الإثبات: بما اأن اأيّ �سجرة على n من الروؤو�س تحوي n - 1 �سلعًا، فاإن  لها n - 1 زوجًا من الروؤو�س حيث ي�ساوي 
عد بين الراأ�سين في اأي زوج منها 1، اأما البعد بين اأي راأ�سين اآخرين في�ساوي 2 على الاأقل. وبما اأن النجمة تحقق  البُم
ذلك، فاإنها تعطي قيمة �سغرى لـ D(T). ولاإثبات عدم وجود اأي �سجرة اأخرى تحقق ذلك؛ خذ ورقة x  في  T، واجعل 
 T وعليه، فاإن .v ي�ساوي 2، فاإن كل راأ�س منها يجب اأن يكون جارًا للراأ�س x عْدُم اأي راأ�س اآخر عن v جارًا لـِ x، فاإذا كان بُم

تكون نجمة، ويكون معامل واينر م�ساويًا:   
D(K1.n-1) = (n - 1) + 2 (n 

2 
1) = (n - 1)2
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73 الخصائص الأساسية  1.2

القيمة  اأن هذه  D(Pn)، ولاحظ  اأولًا  اأكبر ما يمكن؛ خذ  لها  واينر  يكون معامل  التي  ال�سجرة  اإيجاد  اأجل  ومن 
ت�ساوي مجموع الم�سافات من نقطة طرفية u للم�سار اإلى باقي روؤو�س هذا الم�سار اإ�سافة اإلى D(Pn - 1). ولذا نجد اأن: 

 D(Pn) = D(Pn - 1) +    
        

            
          

 

     
        

            
          

 

وذلك لاأن:  
            

 

       ، فاإن الا�ستقراء يعطينا اأن: 
         

  

 

  :)A وبا�ستخدام �سيغة با�سكال)الملحق

Pn-1u

�سنثبت با�ستخدام الا�ستقراء على n اأن Pn تمثِّل ال�سجرة الفريدة من بين الاأ�سجار التي لها n من الروؤو�س جميعها 
.D (T) والتي تعطينا اأكبر قيمة لـ

واأن u يمثل ورقة   ،n>1 اأن P1. لذا، افتر�س  راأ�س واحد هي  لها  التي  الفريدة  ال�سجرة  فاإن   ،n=1 اإذا كانت
الا�ستقراء  فر�سية  اأن:  D(T)=D(T-u)+ Σv∈V(T) d(u,v)، من  الروؤو�س، ولاحظ  من   n لها  التي   T ال�سجرة  في 
اأن نثبت  اأن  اإذا كانت T-u تمثل م�سارًا. لذا، يكفي  اإذا وفقط  الم�ساواة  اأن D (T-u) ≤ D(Pn - 1)، مع تحقق   نعلم 

.T نقطة طرفيه لـ u م�سارًا، و T يكون اأكبر ما يمكن عندما تكون Σv∈V(T) d(u,v) 
خذ في الح�سبان قائمة الم�سافات من u. نجد في Pn اأن هذه القائمة هي: n - 1  .... ,2 ,1 ، وهذه القيم جميعها مختلفة 
عن بع�سها. اإن اأق�سر م�سار من u اإلى اأبعد راأ�س عن u يحوي روؤو�سًا تقع على الاأبعاد جميعها من u. لذا، فاإن قائمة 
الم�سافات من u اإلى الروؤو�س الاأخرى تخلو من القفزات )الفجوات( بين الاأعداد التي تمثل هذه الم�سافات. ومن هنا، فاإن 
اأي تكرار في الم�سافات يجعل Σv∈V(T) d(u,v) اأ�سغر من المجموع في الحالة التي تكون فيها u  ورقة في الم�سار. لاحظ اأنه 
      ■ يجب ح�سول تكرار في هذه الم�سافات في الحالة التي لا تكون فيها T م�سارًا. وهذا ينهي الاإثبات.  
اإن م�ساألة   .D(G) لـ اأقل قيمة  kn يعطي  اأن  من بين البيانات المترابطة جميعها التي لها n من الروؤو�س، نجد 

القيمة العظمى )اأكبر قيمة( تُمختزل عادة للم�ساألة التي عالجناها �سابقًا في حالة الاأ�سجار. 
 .dG(u,v) ≤ dH(u,v) فاإن ،G بيانًا جزئيًّا من البيان H 15.1.2. تمهيدية: اإذا كان

ا م�سار في G. لذا، فاإن اأق�سر م�سار من u اإلى v في G لا يمكن اأن  الإثبات: اإن اأي م�سار من u اإلى v في H هو اأي�سً
■   .H في v اإلى u يكون اأطول من اأق�سر م�سار من

 .D(G) ≤ D(Pn) من الروؤو�س، فاإن n بيانًا مترابطًا له G 16.1.2. نتيجة: اإذا كان
 الإثبات: اإذا كانت T �سجرة مولدة للبيان G، فاإن البديهية 15.1.2 ت�سمن اأن D(G) ≤ D(T) ومن النظرية 2. 1. 14.
■  .D(G) ≤ D(Pn) نعلم اأن 

)Disjoint Spanning Trees( )الأشجار المولدة المنفصلة ) اختياري
اإن الاأ�سجار المولدة المنف�سلة �سلعيًّا توفر لنا م�سالك  لقد راأينا وجود �سجرة مولدة لكل بيان مترابط. 
 )Tutte [1961أ]( بديلة عندما يف�سل �سلع في ال�سجرة الاأ�سلية عن توفير هذا الم�سلك. لقد قام كل من توت
نتائج  اأي منهم على  اعتماد  وويليامز )Nash-williams [1961]( كل منهما ب�سورة م�ستقلة دون  ونا�س 
)انظر  زوجًا.  زوجًا  �سلعيًّا  المنف�سلة  المولدة  الاأ�سجار  من   k لها  يوجد  التي  للبيانات  تو�سيف  باإعطاء  الاآخر 

التمرين 67(. 
  )David Gale( سنقوم بتو�سيف اأحد التطبيقات على الاأ�سجار المولدة المنف�سلة �سلعيًّا. لقد  ابتكر ديفيد غيل�
رْها )اأي اعملها على �سورة ج�سر 'Bridg�it'( )حقوق الطبع لعام 1960 للاإخوة هازنفلد،  وِّقَتْ  تحت ا�سم جَ�سِّ لعبة �سُم
�سركة األعاب هازبرو(  )"Copyrisht 1960 by Hassenfeld Bros., Inc.-"Hasbro Toys(. في هذه اللعبة، 
يمتلك كل لاعب �سبكة من المواقع في �سورة �سفوف واأعمدة، ويتحركان بالتناوب؛ حيث يقوم اللاعب في كل حركة بو�سل 

HE_Graph_CH02_6th_Draft_01.indd   73 2/18/2014   5:16:59 PM



الفصل 2     الأشجـار والمسـافات74

موقعين من مواقعه بج�سر طوله وحدة واحدة. يو�سح ال�سكل اأدناه عن الي�سار، اللوح الذي عليه مواقع اللاعبين، حيث 
المواقع الغامقة هي مواقع اللاعب رقم 1، اأما المواقع المجوفة فهي مواقع اللاعب رقم 2. ويكون هدف اللاعب رقم واحد 
اإيجاد )بناء( م�سار من الج�سور من العمود الموجود على الي�سار اإلى العمود الموجود عن اليمين، في حين يهدف اللاعب 
رقم  2  اإلى اإيجاد م�سار من الج�سور من ال�سف العلوي اإلى ال�سف ال�سفلي. لاحظ عدم تقاطع هذه الج�سور في هذه 
اللعبة. لذا، فاإن كل ج�سر يبنى من قبل اأحد اللاعبين يمنع حركة اللاعب الاآخر، وبما اأن كل م�سار من الي�سار اإلى اليمين 
ا اأن ت�سكيلة المواقع على  يقطع كل م�سار من الاأعلى اإلى الاأ�سفل، فهذا ي�سير اإلى عدم فوز كلا اللاعبين معًا. ولاحظ اأي�سً

لوح اللعب متماثلة بالن�سبة اإلى اللاعِبَيْن. 
لاحظ عدم وجود ا�ستراتيجية للفوز لدى اللاعب رقم 2، وذلك لاأنه اإنْ وَجد مثل هذه الا�ستراتيجية، فاإن اللاعب 
رقم 1 �سيبداأ باأي حركة، ومن ثم يتبع ا�ستراتيجية اللاعب رقم 2. واإذا كانت ا�ستراتيجية اللاعب رقم 2 تت�سمن القيام 
مل �سابقًا، فاإن اللاعب رقم 1 �سيقوم بحركة اختيارية. لذا، فاإن اللاعب رقم 1 ي�ستطيع اأن  بحركة تعطي ج�سرًا قد عُم

يفوز قبل اللاعب رقم  2 من خلال تتبع   ا�ستراتيجيته.
اإذا ا�ستمرّ اللعب بحيث لم يتبقَ اأيّ مجال لاأي حركة جديدة، فاإن اأحد اللاعِبَيْن يجب اأن يفوز )التمرين 70(. 
وب�سبب عدم وجود ا�ستراتيجية للفوز لدى اللاعب رقم 2، فاإنّ هذا يعني وجود ا�ستراتيجية فوز لدى اللاعب رقم 1. 
و�سنعطي ا�ستراتيجية وا�سحة تمكن اللاعب رقم 1 من الفوز. )يتحقق هذا التعليل بوجه عام للماترويدات. انظر 

النظرية  46.2.8(. 

17.1.2. نظرية: توجد ا�ستراتيجية فوز لدى اللاعب رقم 1 في لعبة التَّجْ�سير. 
ن بيانًا يمثل التو�سيلات الممكنة التي تخ�سّ اللاعب رقم 1. لاحظ اأن المواقع على الطرف نف�سه  كوِّ الإثبات: نُم
العمودين الموجودين في الطرفين، ونمثل مواقع كل طرف  المواقع )الغامقة( من  تكون متكافئة. لذا، نجمع 
براأ�س واحد فقط، ون�سيف �سلعًا م�ساعدًا يربط بين الطرفين.  والبيان الموجود عن اليمين في الر�سم اأعلاه 
ح اأن هذا البيان يتكون من اتحاد �سجرتين مولدتين ومنف�سلتين �سلعيًّا، و�سنحذف  يمثل هذه الحالة، ويو�سّ

الو�سف التقني لهاتين ال�سجرتين. 
لاحظ اأن ال�سجرتين معًا تحتويان على م�سارات منف�سلة �سلعيًّا ت�سل بين الروؤو�س الم�ستهدفة، وبما اأن 
ال�سلع الم�ساعد هو �سلع وهمي وغير موجود، فاإننا نتظاهر باأن اللاعب رقم 2 بداأ اللعب واأخذ هذا ال�سلع. اإن 
اأي حركة من قبل اللاعب رقم 2 تقطع �سلعًا واحدًا e في البيان، وبذلك يكون هذا ال�سلع غير موجود، وهذا 
يف�سل اإحدى ال�سجرتين لمركبتين. وبا�ستخدام الفر�سية 6.1.2، فاإن ال�سلع ′e من ال�سجرة الثانية يوجد ويعيد 
ترابط ال�سجرة الاأولى. وعلى اللاعب الاأول اأن يختار هذا ال�سلع ويجعله غير قابل للقطع. لذا، ن�سع ′e في كلتا 
ال�سجرتين المولدتين )�سلع مكرر(. وبعد حذف e، وجعل ′e �سلعًا مكررًا بحيث اإن كل �سجرة تحوي ن�سخة من 
′e، نجد اأن بياننا ما زال يتكوّن من �سجرتين مولدتين منف�سلتين �سلعيًّا، وبما اأن اللاعب رقم 2 لا ي�ستطيع 
1 ي�ستطيع القيام بالدفاع.  اأيّ من ال�سجرتين، لذا فاإن اللاعب رقم   قطع �سلع مكرر، فاإنه لا ي�ستطيع قطع 

ح هذه الا�ستراتيجية.  وال�سكل التالي يو�سّ
تنتهي العملية اأعلاه بفوز اللاعب رقم 1، اأو عندما لا يبقى اأيّ �سلع غير مكرر يمكن قطعه، وفي الحالة الاأخيرة، نجد 
اأن الاأ�سلاع المتبقية  اأ�سلاع مكررة )مرتين فقط(، وت�سكل �سجرة مولدة مكونة من الج�سور التي بناها اللاعب رقم 
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75 الخصائص الأساسية  1.2

■ 1. لذا، نجد في الحالات جميعها اأنّ اللاعب رقم 1 بنى م�سارًا  يربط بين الروؤو�س الم�ستهدفة. 
                       

اللاعب رقم 1 يعيد الربطاللاعب رقم 1 يعيد الربط اللاعب رقم 2 يقطع

                            

 

)Exercise( تمـارين

k ولها �ستة روؤو�س على  k، عدد �سفوف الت�ساكل للاأ�سجار التي درجتها الق�سوى ت�ساوي  1.1.2. )-(. لكل 
ح �سبب عدم وجود اأ�سجار غير الاأ�سجار الموجودة  الاأكثر. نفّذ العمل نف�سه للاأ�سجار التي قطرها k. )و�سّ

في القائمة التي عملتها(.
2.1.2. )-(. افتر�س اأنّ G بيان:

a) اأثبت اأن G �سجرة اإذا وفقط اإذا كان مترابطًا، وكل �سلع فيه هو �سلع قطع )ف�سل(.   
.V(G) سجرة اإذا وفقط اإذا اأُمنتجت حلقة واحدة فقط ب�سبب اإ�سافة اأيّ �سلع جديد يربط بين راأ�سين من� G اأثبت اأن (b  
3.1.2. )-(. اأثبت اأنّ البيان يكون �سجرة اإذا وفقط اإذا خلا من العرى، وكان له �سجرة مولدة واحدة فقط. 

4.1.2.   )-(. اأثبت العبارة الاآتية اأو انق�سها. كل بيان عدد اأ�سلاعه اأقلّ من عدد روؤو�سه يحوي �سجرة بو�سفها 
مركبة من مركباته. 

G يتاألف من �سجرة مولدة من كل  اأن اأكبر بيان جزئي لاحلقي من  اأثبت  G بيان.  اأن  5.1.2. )-(. افتر�س 
مركبة من مركباته. 

.a بدلالة n(T) ْد 6.1.2. )-(. افتر�س اأن T �سجرة، معدل درجة روؤو�سها ي�ساوي a. حَدِّ
7.1.2. )-(. اأثبت اأن البيان الذي له n من الروؤو�س، وm من الاأ�سلاع يحوي m – n + 1 حلقة على الاأقل. 

8.1.2. )-(. اأثبت اأن كلّ خا�سية من الخوا�س المعطاة فيما ياأتي تعطي تو�سيفًا ميزًا للغابات: 
a) كل بيان جزئي م�ستحدث يحوي راأ�سًا درجته 1 على الاأكثر. 

ث(. دَّ �ستحدثًا )مُم b) كل بيان جزئي مترابط يكون بيانًا جزئيًّا مُم
ا عدد الاأ�سلاع.  c) عدد المركبات ي�ساوي عدد الروؤو�س ناق�سً

9.1.2. )-(. لكل k ≤ n - 1 ≥ 2، اأثبت اأنه توجد �سجرة مولدة قطرها k للبيان الذي له n من الروؤو�س الناتج 
 .Pn - 1 من اإ�سافة راأ�س واحد مجاور لكل راأ�س من روؤو�س

 ،d(u,v)>2 من الروؤو�س. اأثبت اأنه اإذا كانت n راأ�سان في بيان ب�سيط مترابط له u,v 10.1.2. )-(. افتر�س اأن
.d(u,v) ≤ 2 و n ≥ 3 جد اأمثلة تبيّن اأن هذه العلاقة تف�سل عندما .d(u)+d(v) ≤ n +1-d(u,v) فاإن

11.1.2. )-(. افتر�س اأن x و y راأ�سان متجاوران في بيان G، اأثبت اأن:
 .z ∈V(G) لكل | dG(x, z) - dG(y,z) | ≤  1

 .Km,n 12.1.2. )-(. اح�سب القطر ون�سفه للبيان ثنائي الفرع
⌉على الاأقل.  (d+1)

2
13.1.2. )-(. اأثبت اأنَّ لكل بيان قطره d مجموعةً م�ستقلة عدد روؤو�سها ي�ساوي⌈

مّيت بدلالة مرتبات ثنائية )بمعنى اأن كل مدخلة اإما 0 اأو 1(  14.1.2. )-(. افتر�س اأنّ معالجات الحا�سوب �سُم
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عدد اإحداثياتها k، وافتر�س اأنه يمكن الربط بين هذه المرتبات اإذا كانت اأ�سماوؤها متجاورة في المكعب 
ا اأن المعالج u يريد اأن ير�سل ر�سالة اإلى المعالج v. بيّن كيف ي�ستطيع u اإيجاد الخطوة  QK، وافتر�س اأي�سً

.v الاأولى على اأق�سر م�سار اإلى
15.1.2. )-(. افتر�س اأن G بيان ب�سيط قطره ي�ساوي 4 على الاأقل. اأثبت اأن قطر G ي�ساوي 2 على الاأكثر. 

)م�ساعدة: ا�ستخدم النظرية 11.1.2.(
 16.1.2. )-(. افتر�س اأن G بيان ب�سيط. عرف ′G ليكون البيان الب�سيط الذي له روؤو�س G نف�سها، بحيث اإن
 x y ∈ E(G′) اإذا وفقط اإذا كان كل من x و y متجاورين في G، اأو اأن لهما جارًا م�ستركًا في G، اأثبت اأن:

.diam (G′) =⌈diam(G)/2⌉
●           ●           ●           ●           ●

17.1.2. )!(. في النظرية 4.1.2. اأثبت اأن: C ⇒ {A,B} من خلال اإ�سافة اأ�سلاع تربط بين المركبات. 
18.1.2. )!(. اأثبت اأن كلّ  �سجرة  درجتها الق�سوى ت�ساوي 1 < ∆، تمتلك ∆ من الروؤو�س التي درجة كل منها ت�ساوي 
 1. اأثبت اأن هذا اأف�سل ما يمكن من خلال اإيجاد �سجرة على n من الروؤو�س ولها بال�سبط ∆ من الاأوراق لكل

.n > ∆ ≥ 2 حيث n، ∆ 
 19.1.2. اأثبت العبارة الاآتية اأو انق�سها: اإذا كانت ni ترمز اإلى عدد الروؤو�س التي درجتها i في �سجرة T، عندها تكون

Σini، معتمدة على عدد روؤو�س T فقط. 

الهيدروجين،  ذرّات  من   l و  الكربون،  ذرات  من   k من  موؤلف  زَيء  جُم الم�سبع  الهيدروكربون  اإن   .20.1.2
وكل  روابط،  اأربع  في  موجودة  كربون  ذرّة  كل  تكون  حيث  الذرّات  بين  روابط  باإ�سافة  وذلك 
اأن اأثبت  الذرّات.  من  حلقة  ت�سكل  لا  روابط  متتالية  اأيّ  واأن  واحدة،  رابطة  في  هيدروجين   ذرّة 

 .(Bondy – Murty [1976,827])  l = 2k +2 
 21.1.2. افتر�س اأن G بيان ب�سيط له n من الروؤو�س، بحيث يوجد لـه تفكيك اإلى k �سجرة مولدة، وافتر�س اأن

δ (G) + 1 = (G)∆. اأثبت ا�ستحالة هذا الاأمر اإذا كانت 2k ≥ n. اأما اإذا كانت 2k < n، فحدّد 
 .k و n بدلالة كلّ من G متتالية درجات

i ≤ k ≥ 2، اأما باقي  i لكل  n من الروؤو�س، وتحوي راأ�سًا واحدًا درجته  T �سجرة لها  افتر�س اأن   .22.1.2
.k بدلالة n د الروؤو�س التي عددها n – k + 1 فتمثل اأوراقًا. حدِّ

 .n(T) د القيم الممكنة لـ 23.1.2. افتر�س اأن T �سجرة، درجة كل راأ�س من روؤو�سها اإما 1 اأو k، حدِّ
24.1.2. اأثبت اأنه توجد لكل �سجرة غير تافهة مجموعتان م�ستقلتان كبيرتان من الروؤو�س على الاأقل. ويوجد كذلك 

مجموعتان فقط اإذا كانت ال�سجرة  نجمة )لاحظ: قيمة عظمى ≠ اأكبر ما يمكن بالن�سبة اإلى الاحتواء(. 
25.1.2. من بين الاأ�سجار التي عدد روؤو�سها n، اأثبت اأن النجمة تمتلك اأكبر عدد من المجموعات الم�ستقلة. 

 ،G من الروؤو�س ،بحيث اإنه اإذا حذفنا اأيّ راأ�س من روؤو�س n بيان له G افتر�س اأن ،n ≥ 3 26.1.2 )!(. لكل
د e(G)، وا�ستخدم ذلك لتحديد G نف�سه.  فاإننا نح�سل على �سجرة. حدِّ

27.1.2 )!(. افتر�س اأن d1 ,….., dn هي اأعداد �سحيحة حيث n ≥ 2. اأثبت اأنه توجد �سجرة درجات روؤو�سها 
 .Σdi = 2n-2  اإذا وفقط اإذا كان d1 ,…, dn :هي

28.1.2. افتر�س اأن d1 ≥ … ≥ dn مجموعة اأعداد �سحيحة غير �سالبة. اأثبت اأنه يوجد )بيان مترابط بحيث 
�سْمح للعرى والاأ�سلاع المكررة( متتالية درجات روؤو�سه هي d1,…,dn اإذا وفقط اإذا كان Σdi زوجيًّا،   يُم
dn ≥ 1 و Σ di ≥ 2n-2.)م�ساعدة: خذ في الح�سبان بيانًا يحقق الخا�سية )تحقيقًا( عدد مركباته اأقل 

ما يمكن(. هل النتيجة �سحيحة للبيانات الب�سيطة؟
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 29.1.2. )!(. كل �سجرة تمثل بيانًا ثنائي الفرع. اأثبت اأنه توجد في كل �سجرة ورقة في فرعها الذي عدد روؤو�سه اأكبر
)وفي كلا الفرعين اإذا ت�ساوى فيهما عدد الروؤو�س(. 

30.1.2. افتر�س اأن T �سجرة يتحقق فيها اأن درجة كل راأ�س يجاور ورقة ت�ساوي 3 على الاأقل. اأثبت وجود راأ�سين في T لهما جار م�سترك. 
31.1.2. اأثبت اأنّ البيان الب�سيط المترابط الذي له راأ�سان فقط لي�سا راأ�سي قطع )ف�سل( هو م�سار. 

32.1.2. اأثبت اأن ال�سلع e في البيان المترابط G يكون �سلع قطع )ف�سل( اإذا وفقط اإذا كان e ينتمي اإلى كل 
�سجرة مولدة. و اأثبت اأن e يكون اأن�سوطة اإذا وفقط كان لا ينتمي اإلى اأي �سجرة مولدة. 

33.1.2. )!(. افتر�س اأن G بيان مترابط له n من الروؤو�س. اأثبت اأنه يمتلك حلقة واحدة اإذا وفقط اإذا كان 
عدد اأ�سلاعه ي�ساوي n بال�سبط. 

34.1.2. )!(. افتر�س اأنّ T �سجرة لها k �سلعًا، واأن G بيان ب�سيط عدد روؤو�سه n، وعدد اأ�سلاعه اأكبر من  
 .n > k اإذا كان T ⊆ G ا�ستخدم ق�سية 8.1.2 لبرهان اأن .n(k - 1) -      

 35.1.2. )!(. افتر�س اأن T �سجرة. اأثبت اأن درجة كل راأ�س من روؤو�سها تكون فردية اإذا وفقط اإذا تحقق اأنه لكل
 e ∈ E(T) تكون رتبة كل مركبة من مركبتي T-e فردية. 

36.1.2. )!(. افتر�س اأنّ T �سجرة ذات رتبة زوجية. اأثبت اأنه يوجد لها بيان جزئي مولد واحد فقط، بحيث 
اإن درجة كل راأ�س من روؤو�سه تكون فردية. 

37.1.2. )!(. افتر�س اأنّ T و  ′T�سجرتان مولدتان للبيان المترابط G، اإذا كان e ∈ E(T) – E(T′)، فاأثبت اأنه 
.G تكون �سجرة مولدة للبيان T – e + e′ و T′ + e - e′ بحيث اإن كلاًّ من E(T′) – E(T) في e′ يوجد �سلع

38.1.2. افتر�س اأنّ T و ′T �سجرتان لهما الروؤو�س نف�سها، واأن dT (v) = d′T (v) لكل راأ�س v. اأثبت اأنه يمكن 
الح�سول على ′T من T با�ستخدام مفتاح ثنائي )التعريف 32.3.1(، وبذلك يكون كل بيان نح�سل عليه 

ا.  خلال عملنا هذا هو �سجرة اأي�سً
 G )تحليل( 2 راأ�سًا درجة كل منها فردية. اأثبت اأنه يمكن تفكيكk سجرة فيها� G ّافتر�س اأن .)!( .39.1.2

اإلى k من الم�سارات. )م�ساعدة: اأثبت النتيجة الاأقوى وهي اأن الادعاء اأعلاه يتحقق في  الغابات جميعها(. 
40.1.2. )!(. افتر�س اأن G �سجرة لها k من الاأوراق. اأثبت اأنها اتحاد لم�سارات  P1,…,P ⌈k/2⌉  ، بحيث

 .(Ando – Kaneko – Gervacio [1996])  i ≠ j لكل  Pi ∩ Pj ≠ Ø  
لكل n ≥ 4، افتر�س اأن G بيان ب�سيط عدد روؤو�سه n، وعدد اأ�سلاعه ..e(G) ≥ 2n - 3 اأثبت اأنه توجد لـ   .41.1.2
G حلقتان مت�ساويتان في الطول )لقد اأكدّ كلّ من chen و Lehel و Jacbson و shreve  هذه النتيجة في العام 

 .)[1998]
42.1.2. افتر�س اأن G بيان اأويلري مترابط له ثلاثة روؤو�س على الاأقل. نقول: اإن الراأ�س v الموجود في G قابل للتمديد 
اإذا اأمكن تمديد كل م�سرب يبداأ في G اإلى حلقة اأويلرية في G. فعلى �سبيل المثال في البيانات المعطاة في ال�سكل 
 اأدناه، نجد اأن الروؤو�س المعلَّمة هي الروؤو�س القابلة للتمدد فقط. اأثبت العبارات الاآتية المتعلقة بـ G )ماأخوذ من

.)Chartrand – Lesniak [1986,p61]
.(Ore [1951م]) هو غابة G - v قابل للتمدّد اإذا وفقط اإذا كان v ∈ V(G) الراأ�س (a

 .(Bäbler [1953م])  d(v) = ∆(G) قابلًا للتمدّد، فاإن v اإذا كان (b
c)  روؤو�س G كلّها تكون قابلة للتمدد اإذا وفقط اإذا كان G حلقة. 

d) اإذا لم يكن G حلقة فاإنه يوجد له على الاأكثر راأ�سان قابلان للتمدد. 

HE_Graph_CH02_6th_Draft_01.indd   77 2/18/2014   5:17:00 PM



الفصل 2     الأشجـار والمسـافات78

  43.1.2. افتر�س اأن a راأ�س في بيان مترابط G، اأثبت اأنه يمكن اأن نختار اأق�سر الم�سارات من u اإلى باقي 
نُم اتحادُم هذه الم�سارات �سجرةً.  روؤو�س G ، بحيث يكوِّ

44.1.2. )!(. اأثبت العبارة الاآتية اأو انق�سها: اإذا وُمجد لبيان ب�سيط قطره 2 راأ�سُم ف�سل، فيوجد لمتممة هذا 
البيان راأ�سٌ معزول. 

كانت اإذا   .l قطرها  اأخرى  مولدة  واأ�سجار   ،2 قطرها  مولدة  اأ�سجار  له  بيان   G اأن  افتر�س   .45.1.2 
 .(Galvin) ،k ا �سجرة مولدة قطرها  k < l > 2 فاأثبت اأنه يوجد لـ G اأي�سً

46.1.2. )!(. اأثبت اأن الاأ�سجار التي قطرها 3 هي النجوم الثنائية )نعني بالنجم الثنائي: ال�سجرة التي لها راأ�سان 
مركزيان وباقي روؤو�سها اأوراق(، اح�سب �سفوف ت�ساكل النجوم الثنائية التي لها n من الروؤو�س.

47.1.2. )!(. القطر ون�سف القطر: 
 d(u, v) + d(v, w) ≥ d(u, w)  تحقق المتباينة المثلثية d(u, v) اأثبت اأن دالة الم�سافة بين اأي راأ�سين (a

 .G لكل بيان diam G ≤ 2rad G لاإثبات اأن a ا�ستخدم فرع (b
c) للاأعداد ال�سحيحة الموجبة r و d جميعها التي تحقق اأن r ≤ d ≤ 2r اأوجد بيانًا ب�سيطًا ن�سف قطره 

r وقطره d. )م�ساعدة: جد بيانًا منا�سبًا له حلقة واحدة(. 
48.1.2. )!(. اإذا كانت n ≥ 4، فاأثبت اأن اأقل عدد من الاأ�سلاع لبيان له n من الروؤو�س وقطره 2 واأكبر درجة 

.2n - 4 هو  n - 2 من درجات روؤو�سه
 .rad G ≤ 2  فاإن ،rad G ≥ 3 بيان ب�سيط. اأثبت اأنه اإذا كان G 49.1.2. افتر�س اأن

50.1.2. ن�سف القطر والاختلاف المركزي. 
a) اأثبت اأن الاختلافات المركزية للروؤو�س المتجاورة تختلف عن بع�سها بمقدار 1 على الاأكثر. 

 G ومركز   r + 1 المركزي  اختلافه  راأ�س  بين  مكنة  م�سافة  اأكبر  حدد   ،r القطر  ن�سف  بدلالة   (b
)م�ساعدة: ا�ستخدم بيانًا فيه حلقة واحدة فقط(. 

 .G في بيان v جاران مختلفان للراأ�س y و x 51.1.2. افتر�س اأن
.2 ∈(v) ≤ ∈(x) + ∈(y) سجرة، فاإن� G اأثبت اأنه اإذا كان (a

b) حدّد اأ�سغر بيان تف�سل فيه هذه المتباينة. 
:∈(x) > rad G وافتر�س اأن ،G راأ�س في بيان x 52.1.2. افتر�س اأن

.k - 1 اختلافه المركزي x سجرة، فاإنه يوجد جار للراأ�س� G اأثبت اأنه اإذا كان (a
 r حيث r لا يتحقق للبيانات جميعها وذلك من خلال اإيجاد )بناء( بيان ن�سف قطره a اأثبت اأن فرع (b
عدد زوجي ي�ساوي 4 على الاأقل، بحيث اإن الاختلاف المركزي للراأ�س x في هذا البيان ي�ساوي r + 2، ولا يوجد 

له جار اختلافه المركزي ي�ساوي r + 1. )م�ساعدة: ا�ستخدم بيانًا له حلقة واحدة فقط(.
53.1.2. اأثبت اأن مركز البيان يمكن اأن يكون غير مترابط، ويمكن اأن يكون له مركبات متباعدة بالقدر الذي 

 .k نريد من خلال اإيجاد )بناء( بيان يتاألف مركزه من راأ�سين الم�سافة بينهما ت�ساوي
54.1.2. مراكز الاأ�سجار. افتر�س اأن T �سجرة: 

a) اأعط برهانًا غير ا�ستقرائي تبيّن فيه اأنّ مركز T راأ�س اأو �سلع. 
 .diamT = 2rad T يكون راأ�سًا واحدًا اإذا وفقط اإذا كان T اأثبت اأن مركز (b

 T يثبت اأحد روؤو�س T عددًا فرديًّا، فاإن كلّ ت�ساكل ذاتي لـ n(T) لتثبت اأنه اإذا كان a ا�ستخدم فرع (c
)ياأخذ راأ�سًا من الروؤو�س لنف�سه(.
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79 الخصائص الأساسية  1.2

            ، نعرف مركز كتلة G (barycenter) على اأنه البيان 
      

 
            

      
             

      
55.1.2. افتر�س اأن x ∈ V(G)، واأن 

ا  بالو�سيط   الجزئي المحدث من مجموعة الروؤو�س التي تعطي قيمة �سغرى لـ s(x) )ت�سمى هذه المجموعة اأي�سً
 :)(median) 

a) اأثبت اأن مركز كتلة اأي �سجرة هو راأ�س اأو �سلع )م�ساعدة: ادر�س s(u) – s(v) في الحالة التي يكون 
 .(Jordan [1869]) ،)متجاورين v و u فيها

b) حدّد اأكبر م�سافة بين مركزي ال�سجرة التي قطرها d وكتلتها. )مثـال: في ال�سجرة المر�سومة اأدناه، 
المركز هو ال�سلع xy، ومركز الكتلة هو Z فقط، والم�سافة بينهما ت�ساوي 1(.

zyx

⌉راأ�سًا على  n(T)
2 ⌉v التي تحوي T-e بحيث اإن لمركبة ،v سجرة. اأثبت اأنّ لها راأ�سًا هو� T 56.1.2. افتر�س اأن 

الاأقل، وذلك لكل e ∈ E(T)، ثمّ اأثبت اأن الراأ�س v اإما اأن يكون  وحيدًا، اأو اأن يكون له راأ�سان متجاوران 
يحققان هذه الخا�سية. 

.n - 1 اأعداد �سحيحة موجبة مجموعها ي�ساوي n1,….nk 57.1.2. افتر�س اأن

.                
  

 

   
a) بح�ساب عدد الاأ�سلاع في البيانات التامة، اأثبت اأن  

                        عندما يكون u راأ�سًا ل�سجرة T. )م�ساعدة: ا�ستخدم 
b) ا�ستخدم فرع a لبرهان اأن 

الا�ستقراء القوي على عدد الروؤو�س(.
اأن الترتيب. وافتر�س  {y1,…,yk} على  و   {x1,…, xk} اأوراقهما  T �سجرتان،  و   S اأن  )+( افتر�س   .58.1.2 

.(Smolenskii [1962]) مت�ساكلتان T و S اأثبت اأن ،i, j لكل زوج dS(xi,xj) = dT (yi,yj)
.k من الاأوراق، ودرجتها الق�سوى ت�ساوي k من الروؤو�س، و n سجرة لها� T 59.1.2. )!(. افتر�س اأن

a) اأثبت اأن G هي اتحاد k من الم�سارات التي لها نقطة طرفية م�ستركة. 
.)diam G( حدّد اأكبر واأ�سغر قيمة مكنة لقطر (b

 n(G) ≤ 1+[(k - 1)d - 1] k /(k - 2) اأثبت اأن ،k ودرجته الق�سوى ،d بيان قطره G 60.1.2. افتر�س اأن 
)تعليق: الم�ساواة تتحقق لبيان بيتر�سون(. 

61.1.2. )+( افتر�س اأن G بيان  رتبته اأ�سغر ما يمكن من بين البيانات المنتظمة من الدرجة k التي خ�سرها 
ي�ساوي g على الاأقل )التمرين 16.3.1 ي�سمن وجود مثل هذه البيانات(. اأثبت اأن قطر G ي�ساوي g على 
 k لتح�سل على بيان اأ�سغر منتظم من الدرجة G ل الاأكثر. )م�ساعدة: اإذا كانت dG (x, y) > g، فعدِّ

.(Erdös – sachs [1963]).على الاأقل g خ�سره ي�ساوي
ف بيانًا جديدًا ′G من G حيث ′G يحتوي على  62.1.2. )!( افتر�س اأن G بيان مترابط له n من الروؤو�س، عرِّ
n(G)- متجاورة اإذا وفقط اإذا وجد G′ وبحيث تكون الروؤو�س في ،G راأ�س واحد من كل �سجرة مولدة للبيان
د قطر ′G. ال�سكل  2 �سلع م�سترك بين الاأ�سجار المرتبطة بهذه الروؤو�س، اأثبت اأن ′G يكون مترابطًا، ثم حدِّ

اأدناه يعطي مثالًا على هذه الحالة.

G’G
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الفصل 2     الأشجـار والمسـافات80

  63.1.2. )!(: افتر�س اأن G بيان له n من الروؤو�س، و n + 1 من الاأ�سلاع. اأثبت اأن خ�سر G اأقل من اأو 
ي�ساويه.⌊3/ (2n+2)⌋ ثم جد مثالًا )بيانًا( يحقق هذا الحدّ لـِ n جميعها. 

64.1.2. )!(: اأثبت اأن 2k + 1 هي اأكبر خ�سر لبيان من البيانات التي قطرها k جميعها، واأنها لي�ست اأ�سجارًا. 
)م�ساعدة: اأثبت اأنه اإذا وُمجد في G حلقة طولها 2k + 2 على الاأقل، فيوجد في G حلقة اأق�سر(. 

حيث  ،k ت�ساوي  ال�سغرى  ودرجته  الروؤو�س  من   n له  مترابط  بيان   G اأن  افتر�س   :)+(  .65.1.2 
تكون  التي  diam G ≤ 3[ (n - 2) / (k +1)] - 1. وفي الحالة  اأن  اأثبت   .n-2 ≥ 2(k +1) و   k ≥ 2  
ويكون:  ، الحدّ  هذا  فيه  يتحقق  بيانًا  جد   ،1 من  اأكبر  �سحيحًا  عددًا   (n - 2) / (k +1) و   k ≥ 2  فيها 

.(Moon [1965b]) ،diam G = 3[(n-2)/(k+1)]-1 
         

    
        H 66.1.2. افتر�س اأن F1,…,Fm  غابات اتحادها ي�ساوي G، واأثبت اأن

)تعليق: لقد اأثبت كلّ من نا�س ووليامز [1964] وكذلك اإدموندز [1965b]  اإمكانية تحقيق هذا الحدّ 
دائمًا – النتيجة 57.2.8(. 

،G لبيان  المولدة  الاأ�سجار  من   k لوجود  ال�سروري  ال�سرط  تمثل  الاآتية  العبارة  اأنّ  اأثبت   .67.1.2 
مجموعة،   r اإلى   G لروؤو�س  تجزئة  لكل  زوجًا:  زوجًا  �سلعيًّا  منف�سلة  الاأ�سجار  هذه  تكون  بحيث 
مجموعات  في  الاأ�سلاع  لهذه  الطرفية  النقاط  تقع  بحيث   G في  �سلعًا   k (r - 1) الاأقل  على  وجد 
ا  اأي�سً كافٍ  ال�سرط  هذا  اأن  تو�سح   59.2.8 النتيجة  )تعليق:  التجزئة.  مجموعات  من   مختلفة 

 . (Edmonds [1965c]، Nash – Williams [1961]،Tutte [1961a] 
ح في ال�سكل اأدناه. هل يمكن تفكيك هذا البيان اإلى اأ�سجار مولدة منف�سلة �سلعيًّا؟  68.1.2. تاأمل البيان المو�سّ

وهل يمكن تفكيكه اإلى اأ�سجار مولدة منف�سلة �سلعيًّا ومت�ساكلة؟
 

ا و�ستة ع�سر  69.1.2. )*( خذ في الح�سبان البيان الموجود قبل النظرية  17.1.2 الذي له ، 12 �سلعًا عموديًّ
ا اأو مائلة. افتر�س اأن gi, j هي  ال�سلع رقم i من الاأعلى في العمود رقم j من الاأ�سلاع العمودية.  �سلعًا اأفقيًّ
ا اأن hi, j تمثل ال�سلع رقم j من الي�سار في ال�سف رقم i من الاأ�سلاع الاأفقية اأو القطرية،  وافتر�س اأي�سً
 h1,1 الموقع  واأخذ   ،  17.1.2 النظرية  الموجودة في  الا�ستراتيجية  يتبع  الاأول  اللاعب  اأن  كذلك  وافتر�س 
اأولًا. عندها، يحذف اللاعب الثاني الموقع g2,2، في حين ياأخذ اللاعب الاأول الموقع h2,3. بعد ذلك، يقوم 
h4,2. في هذه المرحلة، ار�سم ال�سجرتين  v3,2، وياأخذ اللاعب الاأول الموقع  اللاعب الثاني بحذف الموقع 
المولدتين. اإذا علمت اأن اللاعب الثاني يحذف بعد ذلك الموقع g2,1، فاعمل قائمة بالحركات المتوافرة 

.(Pritikin) للاعب الاأول من خلال هذه الا�ستراتيجية
بها  تتم  التي  الكيفية  عن  النظر  بغ�س  بالتعادل  تنتهي  اأن  يمكن  لا  التَّج�سير  لعبة  اأن  اأثبت   )*(  .70.1.2
الحركات. اأي اأثبت اأنه في الحالة التي يتعذر فيها اإجراء المزيد من الحركات، فاإنّ اأحد اللاعبَيْن يكون 

قد ح�سل على م�سار يربط بين اأهدافه. 
)*( افتر�س اأن اللاعِبَيْن غيّرا قواعد هذه اللعبة؛ حيث ي�ستطيع اللاعب الخا�سر عمل م�سارٍ يربط   .71.1.2
بين طرفين �سديقين. في هذه الحالة، يمنع الربط من خلال بناء ج�سر بين مواقع طرفية، اأو من خلال ربط 
مواقع مرتبطة اأ�سلًا بم�سار. اأثبت اأنه يوجد لدى اللاعب الثاني ا�ستراتيجية تمنع اللاعب الاأول من الفوز، 
اأي اأنها ترغم اللاعب الاأول على الخ�سارة. )م�ساعدة: ا�ستخدم الفر�سية 7.1.2. بدلًا من الفر�سية 6.1.2. 

 .(Pritikin)
72.1.2. )+(: اأثبت اأنه اإذا كانت G1,…,Gk اأ�سجارًا جزئية لل�سجرة G بحيث تتقاطع هذه الاأ�سجار زوجًا 
 .)k على  الا�ستقراء  ا�ستخدم  G1,…,Gk. )م�ساعدة:  كل من  اإلى  ينتمي  راأ�س   G لـ  يوجد  فاإنه  زوجًا، 
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81 الأشجار المولدة والتعداد  2.2

)تعليق: ت�سمى هذه  النتيجة خا�سية هيلي للاأ�سجار(. 
73.1.2. )+(: اأثبت اأن البيان الب�سيط G يكون غابة اإذا وفقط اإذا تحقق اأنه يوجد لكل عائلة من الم�سارات 
كافٍ؛  ال�سرط  اأن  لبرهان  )م�ساعدة:  الم�سارات.  هذه  بين  م�سترك  راأ�سٌ   G في  زوجًا  زوجًا  المتقاطعة 

ا�ستخدم الا�ستقراء على حجم عائلة هذه الم�سارات(. 
74.1.2. افتر�س اأن G بيان ب�سيط له n من الروؤو�س، و n - 2 من الاأ�سلاع. اأثبت اأنه اإما يوجد لـ G راأ�س 
 G معزول، اأو اأنّه يوجد له مركبتان لي�ستا اأ�سجارًا خالية من الاأ�سلاع. ا�ستخدم هذه النتيجة في اإثبات اأن
بيان جزئي من  G   عن طريق الا�ستقراء. )تعليق: الادعاء اأعلاه غير �سحيح للبيانات جميعها التي لها 

 .(Burns-Schuster [1977]) .)من الاأ�سلاع n - 1
75.1.2. )+(: اأثبت اأن كل �سجرة على n من الروؤو�س )مختلفة عن k1,n - 1( تكون متواة في متممتها. )م�ساعدة: 
 T من الروؤو�س، وبما  اأن n سجرة على� T في اإثبات النتيجة الاأقوى: اإذا كانت  n ا�ستخدم الا�ستقراء على
لي�ست نجمة، فاإن Kn يحوي ن�سختين منف�سلتين �سلعيًّا من T، ويتحقق فيها اأن كل ن�سخة من ن�سختي اأي 

راأ�س )حيث هذا الراأ�س لي�س ورقة( من روؤو�س T تظهر عند راأ�س مختلف ومتميزٍ عن الراأ�س الاآخر. 
76.1.2. )+( افتر�س اأن S مجموعة فيها n من العنا�سر. وافتر�س  كذلك اأن {A1,…, An} هي n من المجموعات الجزئية 
)المختلفة( من S، اأثبت اأنه يوجد في S عن�سر x بحيث تكون المجموعات A1 ∪ {x}, .... , An ∪ {x}  ميزة 
ومختلفة. )م�ساعدة: عرف بيانًا روؤو�سه a1,…,an بحيث اإن ai ↔ aj اإذا وفقط اإذا اأمكن الح�سول على اإحدى 
{Ai, Aj} من الاأخرى باإ�سافة عن�سر واحد y. ا�ستخدم y بو�سفها علامة دالة على ال�سلع، واأثبت وجود غابة تتاألف 

.(Bondy [1972a]) ،)x من �سلع واحد لكل علامة م�ستخدمة، ا�ستخدم هذا للح�سول على العن�سر المن�سود

)spanning trees and Enumeration( 2.2. الأشجار المولدة والتعداد
الروؤو�س  زوج  من هذه  كل  لاأن  وذلك  {1,2,…,n} =[n]؛  المجموعة  روؤو�سها  ب�سيطًا  بيانًا   2                       

يوجد 
ل �سلعًا، وال�سوؤال المطروح هو: كم بيانًا من هذه البيانات �سجرة؟ في هذا الجزء من  ل اأو لا ي�سكَّ يمكن اأن ي�سكَّ
ثَمَّ �سنعطي العديد من  الف�سل، �سنحلّ م�ساألة التعداد هذه، و�سنجدُم كم �سجرة مولدة يوجد لبيان معطى،  

التطبيقات.

تعداد الأشجار 
في حالة وجود راأ�س واحد اأو راأ�سين، فيمكن ت�سكيل �سجرة واحدة فقط، وفي الحالة التي يكون لدينا فيها 
اأن م�سفوفة التجاور تتحدد من خلال  اإلا  ثلاثة روؤو�س، فاإنه يوجد �سفّ ت�ساكل واحد فقط لهذه البيانات، 
معرفة اأيّ من هذه الروؤو�س هو المركز. لذا، فهناك ثلاث اأ�سجار لها مجموعة روؤو�س المجموعة [3]، اأما اإذا 
كانت مجموعة الروؤو�س هي المجموعة [4]، فيوجد اأربع نجمات و 12 م�سارًا، وهذا يعطينا 16 �سجرة. اإ�سافة 
اإلى اأننا ن�ستطيع اإثبات وجود 125 �سجرة على مجموعة الروؤو�س [5]  من خلال درا�سة متاأنية لهذه المجموعة. 

a

b c d a

b

c

d

كيلي �سيــغة  هذه  وت�ســـمى  الــروؤو�س.  من   [n] على  �سجــرة   nn-2 وجــود  �ســـبق  مــا  خــلال  من  لنــا   يتبــيّن 
 (Renyi) وريني (Pölya) وبوليا (Kirch hoff) وكيركوف (Prüfer) لقد وجد كل من برفر .(Cayley’s farmula) 
واآخرين برهانًا لهذه ال�سيغة. في حين كتب مون J.w. moon عام 1970 كتابًا حول تعداد �سفوف الاأ�سجار. و�سنعطي اإثبات 
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تناظر من خلال اإيجاد ارتباط واحد لواحد بين مجموعة الاأ�سجار على [n] من الروؤو�س مع مجموعة حجمها معروف. 
اإذا اأُمعطينا مجموعة S من n من الاأعداد، فاإنه يوجد nn-2 طريقة لت�سكيل قائمة طولها n - 2 مدخلاتها 

 .)A اإلى مجموعة هذه القوائم )انظر الملحق  Sn-2 و�سنرمز بالرمز ،S في
من  عليها  نح�سل  التي  القائمة  وت�سمى   .S المجموعة  روؤو�سها  التي  الاأ�سجار  لت�سفير   Sn-2 �سن�ستخدم 

ال�سجرة �سفرة برفر (Prϋfer code) لهذه ال�سجرة. 
 .f (T) = (a1,…,an-2) سفرة برفر اإنتاج� (Prϋfer code) .1.2.2. خوارزمية

.S ⊆ 핅 حيث ،S مجموعة روؤو�سها هي T المدخلات: �سجرة
خطوات مرات الحدوث: عند الخطوة رقم i، احذف اأقل ورقة باقية، واجعل ai تمثل جارًا لهذه الورقة. ■
2.2.2. مثـال: بعد اإجراء n - 2 من العمليات، نجد اأن �سلعًا واحدًا فقط من الـ n - 1 �سلعًا الاأ�سلية يبقى، 
وبذلك نكون قد ح�سلنا على قائمة f (T) طولها n - 2 ومدخلاتها في S. وفي ال�سجرة المر�سومة في ال�سكل 
اأدناه، نجد اأن اأقل ورقة هي الراأ�س 2. نحذفها ون�سجل 7، وبحذف 3 و 5 وت�سجيل 4 في كل مرة، نجد اأن اأقل 
اأما  4. لذا، فاإن ال�سفرة التامة هي )744171(  ورقة في ال�سجرة المتبقية على الروؤو�س الخم�سة الباقية هي 
الراأ�سان المتبقيان اأخيًرا فهما 1 و 8، لاحظ اأن ما يتبقى بعد الخطوة الاأولى من �سفرة برفر هي �سفرة برفر 

لل�سجرة الجزئية ′T التي مجموعة روؤو�سها {2}–[8] .
2 7 1 4

6 8 5

3

اإذا علمنا مجموعة الروؤو�س S، فاإنه يمكننا ا�سترجاع ال�سجرة من ال�سفرة a، حيث اإن الفكرة في ذلك هي 
ا�سترجاع الاأ�سلاع جميعها، و�سنبداأ العمل من الروؤو�س المعزولة، ون�سترجع في كل خطوة �سلعًا واحدًا، ون�سع 
علامةً على راأ�س واحد فقط. وعندما نكون م�ستعدين لاأخذ ai في الح�سبان، ف�سيتبقى لدينا n - i+1 راأ�سًا بغير 
علامة و n - i -1 مدخلة من a )من �سمنها ai(. وبناءً عليه، فاإن راأ�سين على الاأقل من الروؤو�س غير المعلَّمة لا 
يظهران بين المدخلات المتبقية من مدخلات a، ولتكن x هي اأقلهما، ثمّ ن�سيف xai اإلى قائمة الاأ�سلاع، ون�سع 
علامة على الراأ�س x. وبتكرار هذه العملية n - 2 مرة، نجد اأنه يتبقى لدينا راأ�سان فقط دون علامات. لذا، 

ن�سلهما معًا للح�سول على ال�سلع الاأخير. 
في المثال اأعلاه، نعلم اأن اأقل عن�سر من عنا�سر S غير موجود في ال�سفرة هو 2. لذا، فاإن ال�سلع الاأول الذي 
يجب اإ�سافته هو ال�سلع الذي يربط بين الراأ�سين 2 و 7، ون�سع علامة على الراأ�س 2. الاآن، �سنجد اأن اأقل راأ�س دون 
علامة من الروؤو�س المتبقية هو 3. لذا، ن�سله مع 4 وهذا هو a2، وبمتابعة هذه العملية، ن�ستطيع اإعادة الاأ�سلاع 

.T من a بالترتيب نف�سه الذي تم به حذفها للح�سول على
ركبة من مركبات البيان التي ح�سلنا عليها خلال العملية ال�سابقة،  لاحظ اأنه يوجد راأ�س واحد دون علامة في كل مُم
وهذا �سحيح. لذا، فاإن اإ�سافة اأيّ �سلع له طرفان غير معلّمين تنتج ربطًا بين مركبتين لهذا البيان. وبعد و�سع 

ا اأنه يوجد لكل مركبة راأ�س واحد دون علامة.  علامة على اأحد راأ�سي ال�سلع الجديد، نجد اأي�سً
وبعد اإجراء n - 2 من الخطوات يتبقى لدينا راأ�سان فقط دون علامات. لذا، فاإنه يوجد لدينا مركبتان. وباإ�سافة 
ال�سلع الاأخير، نح�سل على بيان مترابط. اإذن، نكون قد بنينا بيانًا له n من الروؤو�س، و n - 1  من الاأ�سلاع، ومن 
■ النظرية 4B.1.2، نعلم اأنَّ هذا البيانَ �سجرة، لكننا حتى الاآن لم نثبت اأن a هي �سفرة برفر لهذه ال�سجرة.  

.)Cayley′s formula [1889]( ،)[1889] 3.2.2. نظرية: )�سيغة كيلي
 .S سجرة روؤو�سها هي المجموعة� nn-2 فاإنه يوجد ،n حجمها N مجموعة جزئية من S اإذا كانت
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83 الأشجار المولدة والتعداد  2.2

الإثبات: ( prϋfer [1918]). لاحظ اأن النتيجة �سحيحة عندما n=1. لذا، افتر�س اأن n ≥ 2، �سنثبت اأنّ 
الخوارزمية 1.2.2. تعرف دالة تناظر f من مجموعة الاأ�سجار التي روؤو�سها S اإلى المجموعة S n-2 التي عنا�سرها 
  S n - 2 في a = (a1,…,an-2) يجب اأن نثبت اأنه لكل .n - 2 طول كل قائمة منها ي�ساوي S هي  قوائم من عنا�سر

.n و�سنثبت ذلك من خلال الا�ستقراء على ،f (T) = a وتحقق اأن S روؤو�سها T توجد �سجرة واحدة فقط
الخطوة الأ�سا�س: n = 2. في هذه الحالة، توجد �سجرة واحدة لها راأ�سان. لذا، فاإن �سفرة برفر هي قائمة 

طولها �سفر، وهي القائمة الفريدة التي تحقق الخا�سية المطلوبة. 
خطوة ال�ستقراء: n > 2. اإن ح�ساب f (T)  يختزل كل راأ�س اإلى راأ�س درجته ت�ساوي 1، ويمكن اأن يُمحذف 
مثل هذا الراأ�س خلال عملية الح�ساب هذه. لذا، فاإن كل راأ�س لا يمثل ورقة في T. يجب اأن يظهر في f (T). لاحظ 
عدم ظهور اأي ورقة في f (T)  لاأن ت�سجيل ورقة بو�سفها جارًا لورقة اأخرى، يتطلب اخت�سار ال�سجرة اإلى راأ�س 
واحد فقط. لذا، فاإن اأوراق T هي عنا�سر S التي لا تظهر في f (T). اإذا كانت f (T) = a، فاإن اأول ورقة تحذف 

 .a1 هو x واأن جار ،)x لنقل اإن هذا العن�سر هو( a غير موجود في S هي اأقل عن�سر في
لقد اأعطينا a في Sn-2، ونبحث عن حلول f (T)=a جميعها. لقد بيّنا اأن كل �سجرة من هذه الاأ�سجار لها 
 x بو�سفها ورقة ولها ال�سلع xa1. وحذف x يبقى ال�سجرة التي روؤو�سها S′ = S-{x}. واأن �سفرة برفر لها هي:

 .S′ كلت من  a′ = (a2,…,an-2) وهذه مرتبة عدد عنا�سرها n - 3، و�سُم
من افترا�س الا�ستقراء، توجد �سجرة واحدة فقط ′T روؤو�سها ′S، و�سفرة برفر لها هي ′a. وبما اأنه يمكن الح�سول 
على كل �سجرة لها a بو�سفها �سفرة برفر من خلال اإ�سافة ال�سلع xa1 لمثل هذه ال�سجرة، فاإن هناك حلاًّ واحدًا 
 ،S يعطينا �سجرة روؤو�سها T′ اإلى xa1 على الاأكثر. وبالاإ�سافة اإلى ذلك، فاإننا نعلم اأن اإ�سافة f (T) = a للمعادلة
■ ولها a ك�سفرة برفر. لذا، هناك حل واحد للمعادلة f (T) = a  على الاأقل. وهذا ينهي الاإثبات. 

لقد حلّ كيلي الم�ساألة جبريًّا، وعدَّ الاأ�سجار من خلال درجات روؤو�سها، لاحظ اأن دالة التناظر الخا�سة ببرفر 
ا.  ر مثل هذه المعلومات اأي�سً وفِّ تُم

      
         i

4.2.2. نتيجة: افتر�س اأن d1,…,dn مجموعة اأعداد �سحيحة مجموعها ي�ساوي 2n - 2. ويوجد 
.i لكل di هي i بحيث اإن درجة الراأ�س [n] بال�سبط �سجرة روؤو�سها المجموعة

الإثبات: عند بناء �سفرة برفر ل�سجرة T، ن�سجل x في كل مرة نحذف فيها جارًا لـ x حتى نحذف x نف�سها 
اأو نبقيها من بين اآخر راأ�سين. لذا، فاإن كل راأ�س x يظهر بمقدار dT(x) - 1 مرة في �سفرة برفر. وا�ستنادًا اإلى 
ذلك، فاإننا نح�سب الاأ�سجار التي لروؤو�سها هذه الدرجات من خلال ح�ساب قوائم طول كل منها n - 2 والتي لها 
 n - 2 جميعها، وذلك لتمييز هذه الن�سخ، فاإننا نبدل i اإذا حددنا دليلًا �سفليًّا لن�سخ .i لكل i ن�سخة من di-1
�سيئًا مختلفًا، وهذا يعطينا ! (n - 2) قائمة، وبما اأنه لا يمكن التمييز بين ن�سخ i، فاإننا نكون قد ح�سبنا كل 
 (label) مرة، مرة لكل طريق لترتيب الدليل ال�سفلي على كل نوع من العلامات Π(di-1)! ترتيبة من�سودة بمقدار
■ )يناق�س الملحق A جوانب اأخرى لم�ساألة التعداد هذه(. 

5.2.2.  مثال: الاأ�سجار ذات الدرجات الثابتة. خذ في الح�سبان الاأ�سجار التي روؤو�سها [1,2,3,4,5,6,7] حيث درجات 
       ؛ اإن هذه الاأ�سجار مقترحة 

         i
هذه الروؤو�س هي: )3،1،2،1،3،1،1( على الترتيب. وبالح�ساب، نجد اأن  30 =

اأدناه، لاحظ اأن الروؤو�س {1,3,5} فقط هي التي لا تمثل اأوراقًا. وبحذف الاأوراق، نح�سل على �سجرة جزئية على 
دُم كلّ منها بح�سب الراأ�س الموجود في الو�سط.  حَدَّ الروؤو�س {1,3,5}. وهناك ثلاث من هذه الاأ�سجار الجزئية يُم

 1 3 5 1 5 3 5 1 3

ومن اأجل اإكمال كل �سجرة، ن�سيف عددًا منا�سبًا من جيران الاأوراق لكل راأ�س لا يمثل ورقة لاإعطاء هذا 
المتبقية  الاأربعة  الروؤو�س  بين  من  )اختر  الاأولى  ال�سجرة  لاإكمال  �ستّ طرق  هناك  المن�سودة.  الدرجة  الراأ�س 
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الراأ�سين المجاورين للراأ�س 1(. وهناك 12 طريقة لاإكمال كل �سجرة من الاأ�سجار الاأخرى )اختر جارَ الراأ�س 
3 من بين الروؤو�س الاأربعة المتبقية،  ثم اختر جارَ الراأ�س المركزي من الروؤو�س الثلاثة المتبقية(.                ■

)Spaning Trees Graphs( الأشجار المولدة في البيانات
يمكننا تو�سيح �سيغة كيلي بطريقة ثانية، هي: بما اأن البيان التام الذي مجموعة روؤو�سه [n] يمتلك الاأ�سلاع 
�سْتَخْدَمَ لت�سكيل الاأ�سجار التي مجموعة روؤو�سها [n]، فاإن عدد الاأ�سجار التي لها مجموعة  جميعها التي يمكن اأن تُم

روؤو�س مددة حجمها n ي�ساوي عدد الاأ�سجار المولدة في بيان تام على n من الروؤو�س. 
الاآن، ناأخذ الم�ساألة الاأعم المتعلقة بح�ساب عدد الاأ�سجار المولدة في اأي بيان G. عمومًا، لايوجد في G تماثل 
كالبيان التام. لذا، ي�ستحيل اأن تتوقع �سيغة ب�سيطة مثل ال�سيغة ال�سهلة للبيان kn، ولكننا ناأمل في اإيجاد خوارزمية 

 .G تعطينا طريقًا �سهلًا لح�ساب الجواب لاأي بيان

6.2.2. مثال: في ال�سكل اأدناه، تجد الطائرة الورقية. لح�ساب عدد الاأ�سجار المولدة، لاحظ اأن اأربعًا من هذه 
الاأ�سجار تمثل الم�سارات حول الدائرة الخارجية للر�سم. اإن الاأ�سجار المولدة المتبقية ت�ستخدم ال�سلع الموجود 
على القطر، وبما اأنه يجب اأن ت�سمل �سلعًا لكل راأ�س درجته 2، فاإننا نح�سل على اأربع اأ�سجار مولدة اإ�سافية. 
لذا، فاإن العدد الكلي للاأ�سجار المولدة للطائرة الورقية ي�ساوي 8.                                                                                         ■

                                 

لقد ح�سبنا في المثال 6.2.2  الاأ�سجار التي لها �سلع قطري، وكذلك الاأ�سجار التي لا يوجد لها �سلع قطري 
كل على حدة، وهذا يقترح علينا خطوات مكررة لح�ساب عدد الاأ�سجار المولدة. ومن الوا�سح اأن الاأ�سجار المولدة 
للبيان G التي لا تحوي ال�سلع e هي نف�سها الاأ�سجار المولدة للبيان G - e. ولكن، كيف يمكن ح�ساب الاأ�سجار 

المولدة التي تحوي e؟  ي�ستخدم  الجواب عملية ب�سيطة )اأولية( على البيانات. 
اأو انقبا�سه   e ف تقلي�س اإن v, u هما راأ�سا e. نعرِّ اأن e �سلع في بيان G بحيث  7.2.2. تعريف: افتر�س 
اأو انكما�سه على اأنه ا�ستبدال u و v براأ�س واحد فقط، حيث اإن الاأ�سلاع التي تقع على هذا الراأ�س هي 
الاأ�سلاع جميعها ما عدا e الذي كان يقع على u اأو على v، لاحظ اأن عدد اأ�سلاع البيان الناتج الذي نرمز 

.G يقل واحدًا عن عدد اأ�سلاع G.e اإليه بالرمز
u

v

e

G-e

لاحظ اأنه عندما نر�سم G، فاإن الانقبا�س لل�سلع e يختزل ال�سلع اإلى نقطة واحدة فقط، اإ�سافة اإلى اأن 
عملية انكما�س الاأ�سلاع اأو انقبا�سها يمكن اأن تولد اأ�سلاعًا مكررة اأو عرى. لح�ساب عدد الاأ�سجار المولدة؛ 
يجب اأن نحافظ على الاأ�سلاع المكررة )انظر المثال 9.2.2(. اإلا اأنه في بع�س التطبيقات الاأخرى للانكما�س 
يمكن اأن تكون الاأ�سلاع المكررة غير ذات �سلة، ولكن الح�ساب بطريقة الخطوات المكررة ينطبق على البيانات 

جميعها. 
8.2.2. ق�سية. افتر�س اأن τ(G) تمثل عدد الاأ�سجار المولدة لبيان G. اإذا كان e �سلعًا في E(G) بحيث اإنه لي�س 
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85 الأشجار المولدة والتعداد  2.2

.τ(G) = τ(G - e) + τ(G.e)  اأن�سوطة، فاإن
الإثبات: اإن الاأ�سجار المولدة للبيان G التي لا تحوي ال�سلع e هي الاأ�سجار المولدة للبيان G - e تمامًا. 
ولبرهان اأن لــ τ(G.e) G �سجرة مولدة تحوي ال�سلع e، فاإننا �سنثبت اأن انكما�س e يعرف دالة تناظر من 

.G.e مع مجموعة الاأ�سجار المولدة للبيان e التي تحوي G مجموعة الاأ�سجار المولدة للبيان
عندما نعمل انكما�سًا لل�سلع e في �سجرة مولدة تحويه، فاإننا نح�سل على �سجرة مولدة للبيان G.e؛ لاأن 
البيان الجزئي الناتج هو مولد ومترابط، وله العدد المنا�سب من الاأ�سلاع. لاحظ اأن الاأ�سلاع الاأخرى تحافظ 
 G.e على نف�سها تحت الانكما�س. لذا، لا توجد �سجرتان �سورتاهما هي �سورة ال�سجرة المولدة نف�سها للبيان
ا؛ لاأن اإعادة مدّ هذا  تحت هذه العملية، و�ستظهر كل �سجرة مولدة لـ G.e بهذه الطريقة اأو بهذه ال�سورة اأي�سً
الراأ�س اإلى ال�سلع e يعطينا �سجرة مولدة للبيان G، وبما اأن كل �سجرة مولدة للبيان G.e تظهر مرة واحدة 
■ فقط، فاإن الدالةَ هي دالةُم تناظر. 
9.2.2. مثال: خطوة في عملية الخطوات المكررة. هناك اأربع اأ�سجار مولدة لكل بيان من البيانات الموجودة 
عن اليمين. لذا، فاإن الفر�سية 8.2.2 ت�سمن وجود ثماني اأ�سجار مولدة للطائرة الورقية، لاحظ اأن الح�سابات 
تف�سل في حال عدم وجود الاأ�سلاع المكررة.                                                                                                    ■ 

G - e G . eG

e +

المولدة الاأ�سجار  لعدد  معرفتنا  خلال  من  الح�سابات  في  والجهد  الوقت  بع�س  توفير  يمكن  اأنه   لاحظ 
 τ(G) لبع�س البيانات الخا�سة G، وذلك مثل البيانات الموجودة عن اليمين في ال�سكل اأعلاه. 

10.2.2. ملاحظة: اإذا كان G بيانًا مترابطًا خاليًا من العرى ولا توجد فيه اأيّ حلقة طولها 3 على الاأقل، 
غير  للبيان  مولدة  �سجرة  اأي  وجود  عدم  لاحظ  الاأ�سلاع.  تكرارات  عدد  �سرب  حا�سل  ت�ساوي   τ(G) فاإن 
ا اأنه لا يمكن تطبيق عملية الخطوات المكررة الموجودة في الفر�سية 8.2.2. عندما يكون  المترابط. ولاحظ اأي�سً
ال�سلع e اأن�سوطة. فعلى �سبيل المثال، توجد �سجرة مولدة واحدة للبيان الذي له راأ�س واحد واأن�سوطة واحدة. 
ولكن حذف الاأن�سوطة وانقبا�سها يح�سب ال�سجرة المولدة مرتين، وبما اأن وجود العرى لا يوؤثر في عدد الاأ�سجار 
■ المولدة، فباإمكاننا حذفها اأينما ظهرت. 
تتطلب عمليةُم ح�ساب الاأ�سجار بطريقة الخطوات المكررة و�سعَ �سرط ابتدائي على البيانات التي تكون 
لها، في حين  واحد فقط  راأ�ــس  لها في حال وجود  واحــدة  عــرًى، وهو وجود �سجرة مولدة  اأ�سلاعها جميعها 
اأتممنا عملية الح�ساب هذه من خلال  واإذا  راأ�س،  اأكثر من  لها  يكون  اأ�سجار مولدة عندما  اأي  لها  يوجد  لا 
ا.  الحا�سوب عن طريق حذف كلّ �سلع لبيان خالٍ من العرى وانكما�سه، فاإنه من الممكن اأن يح�سب 2e(G) حدًّ
لاحظ اأنه ومع اأخذ الملاحظة 10.2.2 في الح�سبان من حيث توفيرها للوقت والجهد، اإلا اأن كمية الح�سابات 

يًّا مع حجم البيان، وهذا بالطبع غير عملي.  التي يجب عملها تنمو  اأ�سِّ
التي  ال�سجرة  م�سفوفة  نظرية  خلال  من  معطًى  وهذا  اأ�سرع.  ح�سابات  اإلى  توؤدي  اأخرى  تقنية  توجد 
ح�ساب  خلال  من   τ(G) نح�سب  حيث  ([1847م] Kirchhoff)؛  العام  في  كيركوف  عمل  خلال  من  ظهرت 
المحددة. اإن هذه الطريقة اأ�سرع كثيًرا؛ لاأن ح�ساب مددة الم�سفوفة من الحجم n × n يتم من خلال اأقل 
من n3 من العمليات. وكذلك نعلم اأن �سيغة كيلي تتبع من نظرية م�سفوفة ال�سجرة باأخذ G = kn )تمرين 

17(. ولكنها لا تتبع ب�سهولة من الفر�سية 8.2.2.
وقبل اأن نعطي هذه النظرية، �سنو�سح الح�سابات التي تحدّدها هذه النظرية من خلال المثال الاآتي: 
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11.2.2. مثال: ح�سابات م�سفوفة ال�سجرة. تر�سدنا النظرية 12.2.2 اإلى طريق تكوين الم�سفوفة من خلال 
ثَمَّ حذف  �سفٍّ  و�سع درجات الروؤو�س على القطر، وطرح م�سفوفة التجاور من هذه الم�سفوفة القطرية،  
وعمود، واأخيًرا ح�ساب المحددة. لاحظ اأنه عندما تكون G هي الطائرة الورقية الموجودة في المثال 9.2.2، فاإن 
نُم الم�سفوفةَ الموجودةَ عن  الي�سار، ونح�سب مددة الم�سفوفة الموجودة  كَوِّ درجات الروؤو�س هي:  3،3،2،2 وهنا نُم
في الو�سط، فيكون العدد الناتج هو عدد الاأ�سجار المولدة.                                                                                                 ■
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وبما اأن العرى لا توؤثر في الاأ�سجار المولدة، فاإننا نحذفها قبل بدء عملية الح�سابات. ومن الجدير بالذكر 
اأن اإثبات النظرية ي�ستخدم خوا�س المحددة. 

 .v1,…,vn روؤو�سه  العرى  من  خالٍ  بيان   G اأن  افتر�س  ال�سجرة(.  م�سفوفة  )نظرية  نظرية:   .12.2.2
ا اأن ai,j عدد الاأ�سلاع التي طرفاها vi و vj. وافتر�س كذلك اأن Q هي الم�سفوفة التي مدخلتها  وافتر�س اأي�سً
(i,j) هي ai,j- عندما i ≠ j و d(vi) عندما i=j. اإذا ح�سلنا على الم�سفوفة *Q من الم�سفوفة Q بحذف �سفّ 

s وعمود t فاإن: 
 τ(G) = (-1)s+t det Q*

الخطي  الجبر  في  نتيجة  من  تتبع  فاإنها  العامة،  الحالة  اأما   ،s = t عندما  الحالة  �سنثبت  الإثبات*: 
المعاملات  مرافقات  فاإن  ال�سفري،  للمتجه  م�ساويًا  م�سفوفة  اأعمدة  مدخلات  مجموعُم  يكون   )عندما 

تعامل( (cafactors) تكون ثابتة في كلّ �سفٍّ – التمرين 18.6.8(. )مُم
اأولًا: اإذا كان D توجيهًا للبيان G، وكانت M م�سفوفةَ وقوع D، فاإن Q = MMT. واإذا كانت e1,…,em هي 
 اأ�سلاع D، فاإن مدخلات M هي mi,j = 1 عندما يكون vi هو ذيل ej و mi,,j = -1 عندما يكون vi راأ�سًا لل�سلع
 ej ، و mi,j= 0. بخلاف ذلك، لاحظ اأن المدخلة i, j  في MMT هي الجداء النقطي لل�سف i مع عمود j من 
ا اأنه عندما i ≠ j، فاإن الجداء يح�سب 1- لكل �سلع من G يربط بين الراأ�سين، وعندما  الم�سفوفة M. ولاحظ اأي�سً

i = j، فاإنه يح�سب 1  لكل �سلع يقع على الراأ�س، وعليه فهو يعطي الدرجة لذلك الراأ�س.
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ثانيًا: اإذا كانت B م�سفوفة جزئية من M، حجمها(n - 1) × (n - 1)، فاإن det B = ±1 وذلك عندما ت�سكل 
الـ n - 1 �سلعًا المرتبطة بهذه الم�سفوفة �سجرة مولدة للبيان G، وتكون det B = 0 بخلاف ذلك. في الحالة الاأولى، 
ن�ستخدم الا�ستقراء على n لبرهان اأن det B = ±1. اإذا كانت n = 1، فاإننا نتفق على اأن مددة الم�سفوفة من الحجم 
0 × 0 هي 1 ا�سطلاحًا. لذا، افتر�س اأن n > 1، وافتر�س اأن T �سجرة مولدة اأ�سلاعها اأعمدة B. بما اأنه توجد لل�سجرة 
ذف �سف واحد فقط، فاإنه يوجد للم�سفوفة B �سف يرتبط بورقة x من T، اإ�سافة اإلى  T ورقتان على الاأقل، وبما اأنه حُم
 ، فِّ دخلةً واحدة فقط مختلفة عن ال�سفر وموجودة في B. وبح�ساب المحددة بتمديدها حول هذا ال�سَّ فِّ مُم اأن لهذا ال�سَّ
نجد اأن الم�سفوفة الجزئية الفريدة ′B التي لها وزن غير �سفري في هذا التمديد هي الم�سفوفة المرتبطة بال�سجرة 
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87 الأشجار المولدة والتعداد  2.2

 الجزئية المولدة للبيان G – x ، والتي نح�سل عليها بحذف x والاأ�سلاع الواقعة عليها من T، وبما اأن حجم ′B هو
 (n - 2) × (n - 2) وهي م�سفوفة جزئية من م�سفوفة الوقوع لتوجيه للبيان G-x، فاإن فر�سية الا�ستقراء ت�سمن لنا 
دخلة غير �سفرية في �سف x هي 1±، فاإننا �سنح�سل على النتيجة نف�سها للم�سفوفة  اأن det B′ = ± 1، وبما اأن كل مُم

.det B= ±1 اأي اأن .B
ل �سجرة مولدة، فاإن النظرية 4c.1.2 ت�سمن وجود  اإذا كانت الـ n - 1 �سلعًا المرتبطة باأعمدة B لا ت�سكِّ
حلقة C �سمن هذه الاأ�سلاع. وفي هذه الحالة، �سنكوّن التركيب الخطي للاأعمدة على ال�سورة الاآتية: يكون 
المعامل �سفرًا اإذا كان ال�سلع )العمود( غير موجود في C، ويكون 1+ اإذا تم تتبعه اإلى الاأمام من خلال C في 
حين يكون 1- اإذا تم تتبعه رجوعًا اإلى الخلف من خلال C. لذا، نح�سل على وزن كلي ي�ساوي �سفرًا على كل 

 .det B = 0 راأ�س. اإذن، تكون الاأعمدة غير م�ستقلة خطيًّا، وهذا يعطينا اأن
فاإن لذا،   .M من   t ال�سف  بحذف  عليه  نح�سل  ما  هي   M* اأن  افتر�س   .det Q* ح�ساب   ثالثًا. 
لذلك،  مولدة.  اأ�سجار  توجد  ولا  �سفرًا،  ت�ساوي  المحددة  فاإن   ،m < n - 1 كانت  اإذا   .Q*=M*(M*)T  
 (Binet-Cauchy formula) وكو�سي  بنيت  �سيغة  ا�ستخدم  الحالة  هذه  في   ،m ≥ n - 1 اأن   افتر�س 
)التمرين 19.6.8( التي تح�سب مددة حا�سل �سرب م�سفوفات غير مربعة با�ستخدام مددات م�سفوفات 
 p× m من الرتبة A وعندما تكون ،m ≥ p جزئية مربعة مكونة من المعاملات، والتي تت�سمن على اأنه عندما
 S المجموعات  ماأخوذ على  المجموع  اإن  det AB = ∑S det As det Bs؛ حيث  فاإن   ،m× p الرتبة  B من  و 
جميعها التي تحوي p من العنا�سر الموجودة في [m]، و As هي الم�سفوفة الجزئية من A الموؤلفة من اأعمدة 
 دليلها S، اأما  Bs فهي الم�سفوفة  الجزئية من B الموؤلفة من �سفوف دليلها S. وعندما نطبق هذه ال�سيغة على 
Q*=M*(M*)T، فاإن الم�سفوفة الجزئية As هي (n - 1) × (n - 1) م�سفوفة جزئية من M كما هي الحال 

Bs = As. اإذن، فالمجموع يح�سب 2(1±)=1 لكل مجموعة موؤلفة من (n - 1) �سلعًا 
T في ثانيًا اأعلاه. وكذلك فاإن 

مرتبطة ب�سجرة مولدة، ويح�سب �سفرًا للمجموعات الاأخرى جميعها التي بها n - 1 �سلعًا.                                                 ■
)Decomposition and greceful labelings( التفكيك ووضع العلامات الدالة الجميلة
�سناأخذ في الح�سبان م�ساألة اأخرى متعلقة بتفكيك البيانات )التعريف 32.1.1(. لاحظ اأنه باإمكاننا اأن نفكك 
G دائمًا اإلى اأ�سلاع منفردة. وال�سوؤال المطروح هو: هل باإمكاننا تفكيك G لن�سخ من �سجرة اأكبر T ؟ اإن هذا 
يتطلب اأن تكون e(T) قا�سمًا من قوا�سم e(G)  و(T)∆ ≤ (G)∆  . ولكن، هل هذا ال�سرط كافٍ؟ لاحظ اأنه 
حتى عندما يكون G منتظمًا من الدرجة e(T)، فاإن هذا يف�سل )التمرين 20(. فعلى �سبيل المثال، نجد اأن بيان 

بيتر�سون لا يتفكك اإلى مخالب. 
و�سع هاجكـڤ�ست (Häggkvist) المخمنة الاآتية: اإذا كان G بيانًا منتظمًا من الدرجة 2m، وكانت  T�سجرة 
 G اإلا اأنه وحتى الحالة الب�سيطة التي يكون فيها .T ن�سخة من n(G) تتفكك اإلى E(G) من الاأ�سلاع، فاإن m لها

 . بيانًا تامًا ما زالت م�ساألةً دون حلٍّ
13.2.2. مخمنة )تخمين(.  (Ringel [1964])، اإذا كانت T �سجرة معلومة وثابتة ولها m من الاأ�سلاع، فاإن 
■  .T 2 ن�سخة منm+1 يتفكك اإلى K2m+1
الجميلة  بال�سجرة  المتعلقة  الاأقوى  المخمنة  على   (Ringel) رينجل  مخمنة  لبرهان  المحاولات   ركزت 
)ذات ال�سفات الحلوة(. اإن مخمنة ال�سجرة الجميلة تعطينا مخمنة رينجل، بالاإ�سافة اإلى بع�س النتائج المتعلقة 

بتفكيك البيانات التامة ذات الرتبة الزوجية )التمرين 23(.
دالــــة  هــــي  الاأ�ــــــســــــلاع  مــــن   m لــــه   G ـــان  ـــي ـــب ل الجـــمـــيـــلـــة  ـــــة  ـــــدال ال تـــعـــريـــف:الــــعــــلامــــات   .14.2.2 
اإن:  وبــحــيــث  مخــتــلــفــةٌ  عـــدديـــةٌ  قـــيـــمٌ  المــخــتــلــفــة  ـــروؤو�ـــس  ـــل ل دُم  ـــــحَـــــدَّ يُم بــحــيــث    f:V(G)  {0,…,m}    

   {1,2,…,m} = {f (u) – f (v)|: uv ∈ E(G) |} ونقول: اإن البيان جميل اإذا وُمجِدَت له علامات دالة جميلة. 
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■ 15.2.2. مخمنة )مخمنة ال�سجرة الجميلة( .(Kotzig, Ringle, [1964]) يوجد لكل �سجرة علامات دالة جميلة. 
دالة  علامات  ولها  الاأ�سلاع،  من   m لها  �سجرة   T كانت  اإذا   (Rosa [1967]) نظرية:   .16.2.2

 .T من  ن�سخة   2m+1 اإلى   K2m+1 للبيان  تفكيك  فيوجد  جميلة، 
الإثبات: تخيل روؤو�س K2m+1 بو�سفها �سفوف تطابق بمقيا�س 2m+1 مرتبة ب�سورة دائرية )حلقية(. اإن الفرق 
ف اآخر وهكذا، حيث ي�ساوي هذا  جِدَ بينهما �سَ بين اأي �سفي تطابق ي�ساوي 1 اإذا كانا متتابعين، وي�ساوي 2 اإذا وُم
الفرق m اإذا وُمجد بينهما m من ال�سفوف. ن�سع اأ�سلاع K2m+1 بزمر بح�سب الفرق بين اأطراف هذه الاأ�سلاع. 
لاحظ اأنه لكل j ≤ m  ≥ 1، يوجد 2m+1 �سلعًا الفرق بين طرفي كل منها ي�ساوي j، وهذا ي�سع الاأ�سلاع �سمن 

 .(difference classes) سفوف ت�سمى �سفوفَ الفرق اأو الاختلاف�
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هي:  الن�سخ  هذه  ولتكن   .K2m+1 T في  من  ن�سخًا  ف  نعرِّ  ،T على  الموجودة  الجميلة  الدالة  العلامات   من 
T0,…,T2m. اإن روؤو�س Tk هي: K,…,K+m (mod 2m + 1)، حيث اإن k + i يجاور k + j اإذا وفقط اإذا كان 
i يجاورj في العلامات الدالة الجميلة الموجودة على T. تظهر الن�سخة To تمامًا ك�سورة العلاقات الدالة الجميلة 
ولها �سلع م�سترك مع كل فرق. واأن الانتقال اإلى الن�سخة الثانية ينقل كل �سلع اإلى �سلع اآخر له الفرق نف�سه من 
 .Tk فِّ فرقًا من الاأ�سلاع �سلعًا موجودًا في خلال اإ�سافة واحد اإلى كل ا�سم )علامة( لكل نقطة طرفية. اإن لكل �سَ
■  K2m+1 تفكك T0,…,T2m وبناءً عليه، فاإن
من المعلوم اأن العلامات الدالة الجميلة موجودة لبع�س الاأنواع من الاأ�سجار، ولبع�س العائلات الاأخرى من 
البيانات )انظر Gallian [1998](. ومن ال�سهل جدًا اإيجاد علامات دالة جميلة للنجوم والم�سارات. ونعرّف فيما 
عَدّ تعميمًا لكل من النجوم والم�سارات من خلال ال�سماح باإ�سافة اأ�سلاع تقع على م�سار.  ياأتي عائلة من الاأ�سجار يُم

17.2.2. تعريف: تعرّف الجرارة (Gaterpillar) على اأنها �سجرة فيها م�سار واحد )العمود الفقري اأو الرئي�س( 
يقع على )اأو يحوي( كل �سلع. 

اأقدامًا(.  ا  اأي�سً )وت�سمّى  اأوراق  هي  الفقري  العمود  على  تقع  لا  التي  الجرارة  روؤو�س  اإن  مثـال:   .18.2.2
جميل  بيان  جرارة  كلَّ  فاإنَّ  الحقيقة،  وفي  جميلة.  دالة  علامات  لها  جرارة  تجد  اأدناه،  ال�سكل   في 
■ )التمرين 31(. ال�سجرة Y في الر�سم اأدناه لي�ست جرارة.  

0 14 3

13 12 111 2 59 6
Y

4 810 7

19.2.2. نظرية: تكون اأي �سجرة جرارة اإذا وفقط اإذا كانت غير متوية على ال�سجرة Y المبينة اأعلاه. 
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 .G من خلال حذف كل ورقة من G هي ال�سجرة التي نح�سل عليها من ال�سجرة G′ الإثبات: افتر�س اأن
بما اأن الروؤو�س التي تبقى في G لي�ست اأوراقًا فيها، فيوجد في ′G  راأ�س درجته 3 على الاأقل اإذا وفقط اإذا ظهر 
 G وهذا يكافئ اأن تكون ،∆ (G′) ≤ 2 اإذا وفقط اإذا كانت Y لا تحوي ن�سخة من G لذا، فاإن .G في Y ال�سكل
■ ا.  م�سارًا، وهذا يكافئ اأن تكون G جرارة اأي�سً

  )Branching  and Eulerian Diagraphs()التفريع   والبيانات الموجهة الأويلرية )اختياري
مَ توت (Tutte) نظرية م�سفوفة ال�سجرة اإلى البيانات الموجهة. لاحظ اأنه في الحالة التي يكون  لقد عَمَّ
فيها البيان الموجه متماثلًا، فاإن نظرية توت تكون نظريةَ ال�سجرة نف�سها. )يكون البيان الموجه متماثلًا اإذا كانت 
م�سفوفة تجاوره متماثلة. وفي هذه، الحالة يكون البيان الموجه نموذجًا لبيان(. ومن الجدير بالذكر وجود ربط 

مده�س بين هذه النظرية من جهة والحلقات الاأويلرية من جهة اأخرى. 

20.2.2. تعريف: نُمعرّف التفريع اأو ال�سجرة الخارجة على اأنه توجيه ل�سجرة لها جذر درجة دخوله �سفر، 
ودرجة دخول اأي راأ�س اآخر من روؤو�سها ت�ساوي 1. في حين نعرف ال�سجرة الداخلة على اأنها �سجرة خارجة 

تم عك�س )قلب( اأ�سلاعها. 
اإن التفريع الذي جذره v  اتحاد لم�سارات تبداأ من v )التمرين 33(. لاحظ اأنه يمكن الو�سول اإلى كل راأ�س 
من روؤو�س هذا التفريع من خلال م�سار واحد فقط. وهناك نتيجة ماثلة تتحقق للاأ�سجار الداخلة، وهي اأن 
ا دون اإثبات لنظرية  ال�سجرة الداخلة اتحاد لم�سارات اإلى الجذر؛ م�سارٍ واحدٍ من كل راأ�س. وفيما ياأتي نعطي ن�سًّ

توت من اأجل اإيجاد عدد التفريعات. 
 21.2.2. نظرية: م�سفوفة ال�سجرة الموجهة. (Tutte [1948]) افتر�س اأن G بيان موجه خالٍ من العرى، اجعل

 D هي الم�سفوفات القطرية لدرجات كل من الدخول والخروج 

 D  و _
 Q ، حيث +

+ = D 
+ - A′ و Q 

_
 = D 

_
 - A′ 

في G، واأن المدخلة (i,j) في  ′A هي عدد الاأ�سلاع من الراأ�س Vj اإلى الراأ�س Vi. في هذه الحالة، يكون عدد الاأ�سجار 
 الخارجة )الاأ�سجار الداخلة( لـ G التي جذرها Vi هو قيمة كل متعامل )مرافق معامل( في ال�سف i للم�سفوفة

                                                                                                                                               ■   .)Q 
 Q )عمود i للم�سفوفة +

_ 

3
-1
-1

0
1
-1

0
0
2

Q-=
2
-1
-1

0
1
-1

0
0
0

Q+=

31

2

0

 .1 رقم  الراأ�س  منهما  كل  جذر  مولدتان  خارجتان  �سجرتان  اأعلاه  الموجه  للبيان  يوجد  مثال:   .22.2.2
 و�سجرتان داخلتان مولدتان جذر كل منهما الراأ�س رقم 3. لاحظ اأن كل متعامل في ال�سف الاأول للم�سفوفة
■  Q هو 2.  

 Q هو 2، وكل متعامل في العمود الثالث للم�سفوفة +

_ 
نعلم اأن الروؤو�س المعزولة لا توؤثر في الحلقات الاأويلرية، وباإهمال هذه الروؤو�س، نقول: اإن البيان الموجه 
يكون اأويلريًا اإذا وفقط اإذا كانت درجة الدخول = درجة الخروج لكل راأ�س، وكان البيان المت�سمن مترابطًا 
)النظرية 24.4.1(. اإن مثل هذه البيانات الموجهة تكون مترابطة بقوة مّا ي�سمح لنا باإيجاد ال�سجرة الداخلة 

ا الحلقات الاأويلرية بدلالة ال�سجرة الداخلة المولدة.  المولدة. و�سن�سف اأي�سً

23.2.2. تمهيدية: في البيان الموجه القوي، يكون كل راأ�س  جذرًا  ل�سجرة خارجة )ول�سجرة داخلة(. 
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الفصل 2     الأشجـار والمسـافات90

الإثبات: خذ راأ�سًا v، وابداأ باإ�سافة الاأ�سلاع للح�سول على تفريع منه. اجعل Si تمثل مجموعة الروؤو�س التي 
ت�سلها باإ�سافة i من الاأ�سلاع، اجعل S0={v}. بما اأنّ البيان الموجّه مترابط بقوة، اإذن، يوجد �سلع يخرج من 
 Si التمرين 10.4.1(. اأ�سف هذا ال�سلع للتفريع الموجود لديك، ثمَّ اأ�سف راأ�س هذا ال�سلع اإلى المجموعة( Si

رْ هذه العملية لت�سل اإلى الروؤو�س جميعها.  لتح�سل على Si+1. كَرِّ
ال�سابقة  الخطوات  وطبق  جميعها  الاأ�سلاع  اعك�س   ،v اإلى  الم�سارات  من  داخلة  �سجرة  على  للح�سول 
■ ا.  ا قويًّ نف�سها؛ علمًا باأن البيان الموجه الذي نح�سل عليه من عك�س اأ�سلاع بيان موجه قوي يكون اأي�سً
  تعطينا البديهية ال�سابقة طريقًا للبحث عن �سجرة لم�سارات من جذر معين. وفي الجزء التالي، �سنناق�س 

البحث عن اأ�سجار ب�سمول اأكثر. 
24.2.2. خوارزمية: )حلقة اأويلرية في بيان موجه( 

 .v موؤلفة من م�سارات اإلى الراأ�س T لي�س له روؤو�س معزولة، و�سجرة داخلة مولدة G المدخلات: بيان موجه اأويلري
اأولً: لكل u ∈V(G)، حدّد ترتيبًا للاأ�سلاع المغادرة اإلى u بحيث اإنه اإذا كانت u ≠ v، فاإن ال�سلع المغادر اإلى 
■ u في T ياأتي في اآخر الترتيب. 
ثانيًا: مبتدئًا من v، كوّن حلقة اأويلرية، وذلك بخروجك الدائم من الراأ�س الحالي u عن طريق ال�سلع التالي 

 .u غير الم�ستخدم �سابقًا، والموجود �سمن الترتيب المحدد عند
25.2.2. مثال: في  البيان الموجه اأدناه، نجد اأن الاأ�سلاع الغامقة ت�سكل �سجرة داخلة T من الم�سارات اإلى 
V. اأماالاأ�سلاع المعلّمة بالترتيب بدءًا من 1 فت�سكل حلقة اأويلرية، وتغادر هذه الاأ�سلاع راأ�سًا من خلال �سلع 
من T عندما لا تجد بديلًا اآخر للمغادرة. اإذا قام الترتيب عند V بو�سع 1 قبل 10 قبل 13، فاإن الخوارزمية 
■ تتبع الاأ�سلاع بح�سب الترتيب الم�سار اإليه. 

4

3

8

19

v

11

12 10
13

14
5

2

67
15e

26.2.2. نظرية: الخوارزمية 24.2.2 تنتج دائمًا حلقة اأويلرية. 

الخوارزمية  نطبق  ذلك  وبعد   ،v راأ�س  اإلى   T داخلة  �سجرة  نُم  كَوِّ نُم  ،23.2.2 تمهيدية  با�ستخدام  الإثبات: 
24.2.2 لبناء م�سرب. لاحظ اأنه يكفينا اإثبات اأن هذا الم�سرب يجب اأن ينتهي عند v فقط بعد اأن يكون قد مرَّ 

على الاأ�سلاع جميعها. 
لاأن بعد؛  م�ستخدم  غير  يكون   T في   u اإلى  المغادر  ال�سلع  فاإن   ،v ≠ u راأ�س  اإلى  ندخل   عندما 

 d +(u) = d. لذا، عندما ندخل اإلى u، فاإن هناك طريقًا دائمًا للخروج منه. اإذن، فالم�سرب لا ينتهي اإلا 
_
 (u) 

عند v فقط. 
الاأ�سلاع الخارجة  ا�ستخدمنا  اأننا  يعني  الا�ستمرار، وهذا  بعدها  ن�ستطيع  التي لا  وننهي فقط في الحالة 
 d ، فيجب اأن نكون قد ا�ستخدمنا الاأ�سلاع الداخلة اإلى v جميعها، وبما 

_
 (v)=d+(v)وبما اأن ،v جميعها عند

اأنه لا يمكننا ا�ستخدام �سلع من T اإلا اإذا كان هو ال�سلع الوحيد المتبقي والمغادر لذيله، فاإنه لا يمكننا ا�ستخدام 
■  .v تحوي م�سارًا من كل راأ�س اإلى v جميعها اإلا بعد مرورنا على الروؤو�س كلّها؛ لاأن v الاأ�سلاع الداخلة اإلى
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91 الأشجار المولدة والتعداد  2.2

مثال: في البيان الموجه اأدناه، كل �سجرة داخلة اإلى الراأ�س v تحوي كلاًّ من uv, yz, wx و�سلعًا واحدًا   .27.2.2
بال�سبط من {zu, zv} و�سلعًا واحدًا بال�سبط من {xy, xz}. يوجد اأربع اأ�سجار داخلة اإلى v. لكل �سجرة داخلة 
نفتر�سΠ(di - 1)! = (0!)3 (1!)3= 1 ترتيبًا للاأ�سلاع المغادرة من الروؤو�س. لذا، ن�ستطيع الح�سول على حلقة 
اأويلرية واحدة من كل �سجرة داخلة عندما نبداأ من v في اتجاه ال�سلع e = vw. وفي ال�سكل اأدناه، تجد الاأ�سجار الاأربعة 

الداخلة والحلقات المرتبطة بها.
u

v

w x

y
zu&xy
zu&xz
zv&xy
zv&xz

In-tree has
(v, w, x, z, v, x, y, z, u)
(v, w, x, y, z, v, x, z, u)
(v, w, x, z, u, v, x, y, z)
(v, w, x, y, z, u, v, x, z)

Circuit
z

الاأ�سجار الداخلة التي تحوي الحلقات
و
و
و
و

نقول: اإن حلقتين اأويلريتين هما الحلقة نف�سها، اإذا كانت اأزواج الاأ�سلاع المتتابعة في كل منهما هي الاأزواج 
نف�سها، ولكل �سجرة داخلة اإلى v، لاحظ اأن الخوارزمية 24.2.2 تولد !Πu ∈V(G)(d +(u) - 1) حلقة اأويلرية 
المختلفة  الروؤو�س  التي نح�سل عليها من  الاأ�سجار  قبل  ثبّت من  يُم اآخر �سلع خارج  اأن  ا  اأي�سً مختلفة. ولاحظ 
عن v. وبما اأننا نهتم بالترتيب الحلقي للاأ�سلاع فقط، فباإمكاننا اختيار �سلع مدد e لبدء ترتيب الاأ�سلاع 
المغادرة اإلى الراأ�س v. اإن اأيّ تغيير في ترتيب الاأ�سلاع الخارجة عند الروؤو�س يحدد عند نقطة معينة الخيارات 
المختلفة لل�سلع التالي. لذا، فاإن الحلقات تكون مختلفة. وبالمثل، فاإن الحلقات التي نح�سل عليها من الاأ�سجار 
الداخلة تكون مختلفة. وهنا، نكون قد ولدنا !cΠu ∈V(G)(d +(u) - 1) حلقة اأويلرية مختلفة، حيث c هي عدد 

.v الاأ�سجار الداخلة اإلى
وفي الحقيقة، فاإن هذه الحلقات هي الحلقات الاأويلرية جميعها، وهذا يعطينا برهانًا تركيبيًّا )ح�سابيًّا( 
لحقيقة اأن عدد الاأ�سجار الداخلة اإلى كل راأ�س في بيان موجه اأويلري يكون العدد نف�سه. اإن البيان الذي نح�سل 
عليه عن طريق عك�س الاأ�سلاع جميعها له عدد الحلقات الاأويلرية نف�سه. لذا، فاإن عدد الاأ�سجار الخارجة من 

.C نف�سها. تعطينا النظرية 21.2.2 طريقًا لاحت�ساب c كل راأ�س يكون له القيمة

 28.2.2. نظرية: )Van Aardenne-Ehrenfest and de Burijn [1951](. في البيان الاأويلري الذي فيه
عدد  تمثل   c وحيث   ،c Π (di - 1)!

i
ي�ساوي  الاأويلرية  الحلقات  عدد  يكون   ،di = d +(vi)=d 

_
(vi)

الاأ�سجار الداخلة اإلى اأيّ راأ�س اأو الخارجة منه. 
ا اأن الخوارزمية 24.2.2 تولد هذا العدد المختلف من الحلقات الاأويلرية من خلال ا�ستخدام  الإثبات: لقد بينَّ
يولد  هذا  اأن  اإثبات  اإلى  فقط  نحتاج  لذا،   .)e �سلع  اتجاه  في   v من  )بدءًا   v الراأ�س  اإلى  الداخلة  الاأ�سجار 

الحلقات الاأويلرية جميعها. 
لاإيجاد ال�سجرة والترتيب الذي يولد الحلقة الاأويلرية C، تتبع C من e، و�سجل ترتيب الاأ�سلاع المغادرة 
من كل راأ�س. اجعل T تمثل البيان الموجه الجزئي الموؤلف من اآخر �سلع على C يغادر كل راأ�س مختلف عن 
v. بما اأن اآخر �سلع يغادر راأ�سًا يكون موجودًا في C بعدما تدخل الاأ�سلاع جميعها هذا الراأ�س، فاإن كل �سلع 
في T قابل للتمدّد لم�سار في T ي�سل اإلى v، بوجود n - 1 �سلعًا في T، فاإن T ت�سكل �سجرة داخلة اإلى v. واأكثر 
من ذلك، فاإن C هي الحلقة التي ح�سلنا عليها با�ستخدام الخوارزمية 24.2.2 من T ومن ترتيب الاأ�سلاع 
■ الخارجة التي �سجّلناها �سابقًا. 
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الفصل 2     الأشجـار والمسـافات92

)Exercises(  تمـارين
1.2.2. )-( حَدّدْ اأيَّ الاأ�سجار لها �سفرة برفر التي: 

 a) تحوي قيمة واحدة فقط. 
 b) تحوي قيمتين بال�سبط.

 c) لها قيم مختلفة في المواقع جميعها. 
2.2.2. )-(. اح�سب عدد الاأ�سجار المولدة للبيان الموجود على الي�سار في ال�سكل اأدناه )لاحظ اأن الفر�سية 8.2.2. 
تعطي طريقًا منظمًا لعمل هذا. وبعد ذلك، يمكن ا�ستخدام الملاحظة 10.2.2 والمثال 6.2.2 من اأجل اخت�سار 

الح�سابات(. 

3.2.2. )-(. لتكن G البيانَ الموجودَ على اليمين في ال�سكل اأعلاه. ا�ستخدم نظرية م�سفوفة ال�سجرة لاإيجاد 
 .τ (G) واح�سب τ (G) م�سفوفة مددتها ت�ساوي

4.2.2. )-(. افتر�س اأن G بيان ب�سيط له m من الاأ�سلاع. اأثبت اأنه اإذا وجد لـ G علامات دالة جميلة، فاإن 
K2m+1 يتفكك اإلى ن�سخ من G. )م�ساعدة: تتبع اإثبات النظرية 16.2.2(. 
●          ●          ●          ●          ●

اأدناه �سجلاًّ لكلمات المتحدثين في الموؤتمر الدولي التا�سع  5.2.2. يمثل البيان الموجود على الي�سار في ال�سكل 
كالمازو في  م   2000 العام  في  قِدَ  عُم والــذي  �سنوات،  اأربــع  كل  دوريــة  ب�سورة  عْقَدُم  يُم الــذي  البيانات   لنظرية 

(Kalamazoo) اح�سب عدد اأ�سجاره المولدة.

m من  لَ من  كِّ �سُم الروؤو�س، بحيث  4m من  له   3 الدرجة  بيان ثلاثي منتظم من   G اأن  افتر�س   )!(  .6.2.2
الورقية،  الطائرات  هذه  بين  تربط  لكي  الاأ�سلاع  من   m باإ�سافة  زوجًا،  زوجًا  المنف�سلة  الورقية  الطائرات 
 لت�سكل طوقًا، كما يظهر في الجانب الاأيمن من ال�سكل اأعلاه الذي يمثل الحالة التي تكون فيها m = 6. اأثبت اأن

 .τ (G)=2m 8m 
 kn سجرة مولدة للبيان الذي نح�سل عليه من� (n-2) nn-3 7.2.2. )!( ا�ستخدم �سيغة كيلي لبرهنة اأنه يوجد

بحذف اأحد الاأ�سلاع. 
8.2.2. اح�سب عدد الاأ�سجار التي مجموعة روؤو�سها [n] في كل مجموعة من المجموعات الاآتية؛ وذلك باإعطاء 
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93 الأشجار المولدة والتعداد  2.2

برهانين لكل مجموعة؛ اأحدهما با�ستخدام ارتباط برفر، والاآخر با�ستخدام طريقة عَدٍّ مبا�سرة:
 a) الاأ�سجار التي لها ورقتان. 

 b) الاأ�سجار التي لها n - 2 ورقة. 
9.2.2. لتكن S(m,r) تمثل عدد التجزئات لمجموعة فيها m من العنا�سر اإلى r من المجموعات غير الخالية. 
 .)Re’nyi [1959]( .ورقة k ولها بال�سبط{v1,…,vn}بدلالة هذه الاأعداد، اح�سب عدد الاأ�سجار التي روؤو�سها

 .k2, m واح�سب عدد �سفوف ت�ساكل الاأ�سجار المولدة للبيان ،τ (k2, m) 10.2.2. جد
.τ (k3, m) 11.2.2. )+( اح�سب

′G تمثل البيان الذي نح�سل عليه من البيان  G بيانين جديدين كالاآتي: لتكن  12.2.2. نعرف من البيان 
G با�ستبدال كل �سلع من اأ�سلاع G بـ k ن�سخة من هذا ال�سلع، ولتكن ′′G  هي البيان الذي نح�سل عليه 
 τ (G′) راأ�سًا جديدًا. جد k - 1 يمر بـ k طوله v اإلى u م�سارٌ من uv ∈ E(G) باأن يحل مل كل �سلع G من 

.k و τ (G( بدلالةτ (G′)و

G G’ G’’

k = 2

13.2.2. افتر�س اأن X و Y تجزئتان ثنائيتان للبيان kn,n، حيث X = {x1,...,xn} و Y = {y1,…,yn} لكل 
 u من الاأزواج المرتبة )تكتب عموديًّا(. بعد توليد جزء من هذه القائمة، اجعل f (T) نكوّن قائمة T سجرة مولدة�
تمثل الورقة ذات الدليل الاأقل في X في ال�سجرة الجزئية المتبقية. وبالمثل، اجعل v تمثل الورقة ذات الدليل الاأقل 
في Y. األحق الزوج       بالقائمة، حيث a دليل E جار u، اأما b فدليل جار v. احذف {u,v}، كرر العملية حتى 

تح�سل على n - 1 زوجًا لت�سكيل )f (T )يبقى �سلع واحد فقط(. يو�سح فرع (a) اأن f معرّفة: 
 a) اأثبت اأنه يوجد لكل �سجرة مولدة للبيان kn,n ورقةٌ في كلٍّ من مجموعتي التجزئة. 

 b) اأثبت اأن f دالة تناظر من مجموعة الاأ�سجار المولدة للبيان kn,n اإلى n - 1([n]×[n]). لذا، فاإنه يوجد 
 (Re′nyi[1966], Kelmans [1992], Pritikin [1995]) .kn,n سجرة مولدة للبيان� n2n-2 

1 2 3 4 5

1

X

Y
( )1

4 ( )2
1 ( )2

5 ( )5
3

2 3 4 5

14.2.2. )+( اجعل f (r, s) تمثل عدد الاأ�سجار التي روؤو�سها المجموعة [n]، والتي حجم مجموعاتها الجزئية 
     = f (r, s)  . ما قيمة f (r, s)  اإذا 

r و s )حيث r + s = n(. اأثبت اأنه اإذا كانت r ≠ s، فاإن             
ا من المجموعة الجزئية التي  ْ اأن متتالية برفر لمثل هذه ال�سجرة تحوي r - 1 حدًّ كانت r = s ؟)م�ساعدة: بَيِنّ

 .(Scoins [1962], Glicksman [1963])  ،r ا من المجموعة الجزئية التي حجمها حجمها s، و s - 1 حدًّ
 15.2.2. ليكن Gn البيان المر�سوم اأدناه الذي له 2n راأ�سًا، و 3n-2 �سلعًا، حيث n ≥ 1. اأثبت اأنه اإذا كانت

.(Kelmans [1967a]). τ (Gn)= 4τ (Gn - 1) - τ (Gn-2) فاإن ،n > 2 

. . .

. . .
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يجاور  راأ�س  باإ�سافة   Pn من  ن  المكوَّ للبيان  المولدة  الاأ�سجار  عدد  تمثل   an اجعل   ،n ≥ 1 لكل   .16.2.2
اأن  فاأثبت   n > 1 كانت  اإذا   a3=8 و   a2=3 و   .a1=1 المثال �سبيل  فعلى   .Pn روؤو�س  من  راأ�س   كلَّ 
 .an= 3an � 1 - an-2  فاإن ،n > 2 ا�ستخدم هذه النتيجة اإثبات اأنه اإذا كانت .an =an - 1+1 +    

   

   
 

 

 
.)an= 3an � 1 - an-2 تعليق: من الممكن ا�ستخدام تعليل مبا�سر لبيان اأن(

. . .

17.2.2. ا�ستخدم نظرية م�سفوفة ال�سجرة لاإثبات �سيغة كيلي.
 (Kelmans ثم انظر (Loväs [1979,P223]) .τ (kr, s) 18.2.2. ا�ستخدم نظرية م�سفوفة ال�سجرة لح�ساب

([1965] من اأجل التعميم.
العلاقة  تحقق   tn  اأن اأثبت   .[n] المجموعة  روؤو�سها  التي  الاأ�سجار  عدد  هي   tn اأن  افتر�س   )+(  .19.2.2
المتطابقة يثبت  هذا  فاإن   ،tn= nn-2 اأن  بما  )تعليق:   .tn =                 

   

   
 

 

                
   

   
 

 

الحدوثية  مرات 
.)Lova’sz [1979, p219] انظر  Dziobek[1917](  ،nn-2 =           

             
   

   
 

 

  
20.2.2. افتر�س اأن G بيان ب�سيط منتظم من الدرجة d. اأثبت اأنه يوجد للبيان G تفكيك ن�سخ من k1, d اإذا 

وفقط اإذا كان G بيانًا ثنائي الفرع. 
21.2.2. )+( اأثبت اأنه يمكن تفكيك k2m-1,2m اإلى m من الم�سارات المولدة. 

 22.2.2. افتر�س اأن G بيان ب�سيط له n من الروؤو�س بحيث يمكن تفكيكه اإلى k �سجرة مولدة. اإذا علمت اأن
 .k و n بدلالة G دْ متتالية درجات روؤو�س δ(G)+1 =(G)∆، فحدِّ

 k2m من الاأ�سلاع، فاأثبت اأن m سجرة لها� T 23.2.2. )!( اإذا كانت مخمنةُم ال�سجرة الجميلة �سحيحةً، وكانت
قابل للتفكيك اإلى 2m - 1 ن�سخة من T )م�ساعدة: طبِّق التفكيك اللامتغير الحلقي للبيان k2m�1 على الاأ�سجار 

التي لها m - 1 �سلعًا والموجود في اإثبات النظرية 16.2.2(. 
24.2.2. من البيانات التي روؤو�سها  {n - 1,.…,0,1}والتي لها n - 1 �سلعًا، جد كم بيانًا منها يمكن اأن ن�سع 

عليه علامات دالة جميلة م�ستخدمًا اأ�سماء روؤو�سها. 
 e(G) اأي اأنه اإذا ق�سمنا( (mod 4) 3تكافئ 0 اأو e(G) بيانًا جميلًا اأويلريًّا، فاأثبت اأن G اإذا كان )!( .25.2.2
على 4، فاإن باقي الق�سمة ي�ساوي 0 اأو 3(، )م�ساعدة: اجمع مطلق فرق ال�سلع (mod2) بطريقتين مختلفتين(. 

 .(Rosa [1967])   .n + 1 اأو ،n يكون جميلًا اإذا وفقط اإذا كان 4 يق�سم Cn 26.2.2. )+( اأثبت اأن
 G من الحلقات الرباعية التي لها راأ�س م�سترك واحد. اأثبت اأن k بيان موؤلف من G 27.2.2. )+( افتر�س اأن

 .)2k بيان جميل )م�ساعدة: �سع 0 على الراأ�س الذي درجته
28.2.2. لتكن d1,…,dn اأعدادًا �سحيحة موجبة، اأثبت مبا�سرة وجود جرارة روؤو�سها d1,…,dn اإذا وفقط اإذا 

 .Σdi = 2n - 2 تحقق اأن
29.2.2. اأثبت اأنه يمكن تحويل كل �سجرة اإلى جرارة لها متتالية درجات الروؤو�س نف�سها با�ستخدام التبديل 

الثنائي )التعريف 32.3.1( بحيث يكون كل بيان و�سطي )واقع في الو�سط(  �سجرة. 
30.2.2. يمكن ر�سم البيان الثنائي الفرع على قناة، اإذا اأمكن و�سع روؤو�س اإحدى مجموعتي روؤو�سه على خط 
معين في الم�ستوى )بترتيب معين(، وو�سع روؤو�س المجموعة الاأخرى على خط موازٍ لخط المجموعة الاأولى، وتم 
ر�سم الاأ�سلاع بو�سفها قطعًا م�ستقيمة ت�سل بين هذه الروؤو�س. اإذا كان G بيانًا مترابطًا، فاأثبت اأنه يمكن 

ر�سم G على قناة دون تقاطع بين الاأ�سلاع اإذا وفقط اإذا كان G جرارة. 
 ، α 31.2.2. )!( نعرف العلامات الدالة من اأعلى اإلى اأ�سفل على اأنها علامات دالة جميلة لها قيمة حرجة
بحيث يربط كل �سلع بين روؤو�س لها علامات دالة اأعلى α واأ�سفلها. اأثبت اأنه يوجد لكل جرارة علامات دالة 
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95 الأمثلية والأشجار  3.2

ا اأنه لا توجد علامات دالة من اأعلى اإلى اأ�سفل لاأيّ �سجرة على �سبعة روؤو�س  من اأعلى اإلى اأ�سفل، واأثبت اأي�سً
بحيث اإن هذه ال�سجرة لي�ست جرارة. 

n ≥ 3 2 اإذا كانتn-4 + 2⌋n/2⌊-2  ،من الروؤو�س ي�ساوي n 32.2.2. )+( اأثبت اأن عدد �سفوف ت�ساكل اأيّ جرارة على 
.  (Harrary –Schwenk [19873], Kimble – Schwenk  [1981])     

33.2.2. )!( افتر�س اأن T توجيه ل�سجرة بحيث اإن روؤو�س الاأ�سلاع جميعها مختلفة؛ اإن الراأ�س الوحيد الذي 
ا اأنه يوجد لكل راأ�س من  لا يمثل راأ�سًا ل�سلع هو الجذر. اأثبت اأن T هي اتحاد لم�سارات من الجذر. واأثبت اأي�سً

روؤو�س T م�سارٌ واحدٌ فقط ي�سل من الجذر اإلى هذا الراأ�س. 
الثنائية بطول  تولد حلقة ديبروجن  اأدناه  اأنّ الخوارزمية  2.2.26 لبرهان  النظرية  ا�ستخدم   )*( .34.2.2
2n)الحلقة في التطبيق 25.4.1 تظهر بهذه الطريقة(. ابداأ بـ n منزلة من القيمة 0، ثمَّ األحق القيمة 1 اإذا 

ا �سابقًا عدد منازله n، وبخلاف ذلك األحق القيمة 0.  كان عمل ذلك لا يكرر �سفًّ
هوفمان ق.  د.  قبل  من  ر�س  عُم )كما   (Tarry’s Algarithm) تاري  خوارزمية   )*(  .35.2.2 

)D.G. Hoffman(. افتر�س اأن لدينا قلعة فيها عدد مدود من الغرف والدهاليز، ولكل دهليز طرفان، وفي 
كل طرف باب لغرفة، ولكل غرفة باب اأو اأبواب تفتح على دهليز، ويمكن الو�سول اإلى كل غرفة بالانتقال عبر 
الدهاليز والغرف. اإبتداءً، لا توجد اإ�سارات دالة على الاأبواب. افتر�س اأن لديك اإن�سانًا اآليًّا يرغب في اكت�ساف 

عينة بح�سب ال�سروط الاآتية:  القلعة مبتدئًا من غرفة مُم
1( بعد دخوله دهليزًا، يم�سي في هذا الدهليز حتى يدخل الغرفة الموجودة على الطرف الثاني لهذا الدهليز. 

2( بعد دخول غرفة لا يوجد على اأبوابها اإ�سارات، �سع الاإ�سارة 1 على باب الدخول. 
نْتَ في غرفة لها باب غير موؤ�سر عليه، ف�سع 0 على هذا الباب وا�ستخدمه للخروج.  3( اإذا كُم

ر عليه بالاإ�سارة 0.  ر على اأبوابها جميعًا، فاخرج من خلال باب غير موؤ�سَّ نْتَ في غرفة اأ�سِّ 4( اإذا كُم
ر على اأبوابها جميعها بالاإ�سارة 0، فتوقف.  5( اإذا كنت في غرفة موؤ�سَّ

�سيتوقف.  ثمَّ  اتجاه،  كل  في  واحدة  مرة  بال�سبط؛  مرتين  دهليز  كل  في  �سيمرّ  الروبوت  اأن  اأثبت 
اإلى  الو�سول  تّم  اأنه  واأثبت  اإليه،  الو�سول  تّم  راأ�س  كل  عند  دهليز  لكل  يتحقق  هذا  اأن  اأثبت  )م�ساعدة: 
الدهليز  اأو  الغرفة  غير  �سيء  اأي  يرى  لا  الاإن�سان  لاأن  مو�سعية؛  جميعها  القرارات  تعليق:  راأ�س.  كل 
كونج قبل  من  �سفت  وُم الاأخرى  الخوارزميات  وبع�س   [1985] تاري  خوارزمية  فيه.  موجودًا  يكون   الذي 

.(Fleishner [1983,1991]) ا من قبل فل�سنر �سفت اأي�سً  )König [1936, P35-36]( وُم

)optimization and Trees(  3.2 الأمثلية والأشجار
على  يعتمد هذا  مولدة”، حيث  �سجرة  “اأف�سل  للعبارة  معانٍ مختلفة  يكون هناك  اأن  ا  الممكن جدًّ من 
نبني  دالة عددية. عندما  اأ�سلاعه بعلامات  دت  وِّ زُم بيان  اأنه  الموزون على  البيان  ويُمعرّف  لدينا.  التي  الم�ساألة 
و�سلات لتربط بين المواقع المختلفة، فاإن التكلفة المحتملة لهذه الو�سلات تعطينا بيانًا موزونًا. اإن اأقل تكلفة 

لربط النظام هي اأقل وزن كلي لاأ�سجاره المولدة. 
اأوزان  اأنه مجموع  الم�سار على  ف طول  نعرِّ اأن تكون م�سافات، وفي هذه الحالة  الاأوزان يمكن  اأن  لاحظ 
اأ�سلاعه. وربّما نبحث عن �سجرة مولدة باأقل الم�سافات، وعند الحديث عن البيانات الموزونة فاإننا نهتم فقط 

بالاأوزان غير ال�سالبة للاأ�سلاع. وكذلك �سندر�س م�ساألة متعلقة باإيجاد اأ�سجار جيدة لت�سفير الر�سائل. 
)Minimum spanning tree( أدنى شجرة مولدة

 n - 1 تحتوي الاأ�سجار المولدة جميعها لبيان موزون مترابط مثل لو�سائل ربط الات�سالات الممكنة على
وجه اأو م�ساعد  ر مجموع اأوزان الاأ�سلاع. ولهذه الم�سائل، فاإن اأب�سط مُم �سلعًا. نبحث عن �سجرة واحدة تُمكبِرّ اأو تُم�سغِّ
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على الك�سف يعطينا حلاًّ اأمثل ب�سرعة. 

1.3.2. خوارزمية: )خوارزمية كرو�سكال [Kruskal] لاإيجاد اأ�سغر �سجرة مولدة( 
المدخلات: بيان مترابط موزون. 

عْ H بوا�سطة اأ�سلاع وزنها قليل لتكوين �سجرة مولدة،  الفكرة: حافظ على بيان جزئي مولد لاحلقي H، و�سِّ
ا.  افتر�س اأن الاأ�سلاع مرتبة بح�سب اأوزانها ترتيبًا غير متناق�س من خلال ك�سر الروابط اختياريًّ

E(H) = Ø البداية: �سع
خطوات مرات الحدوث: اإذا كان اأقل �سلع وزنًا يربط بين مركبتين من مركبات H، فاإننا ن�سيف هذا 
■ ال�سلع اإلى ال�سجرة. وبخلاف ذلك، نحذف هذا ال�سلع، وننهي هذه العملية عندما ي�سبح H مترابطًا. 
ح النظرية 3.3.2. اأن خوارزمية كرو�سكال تنتج �سجرة مثلى. ت�سمى الموجّهات )الم�ساعدات على الك�سف(  تو�سّ
ثلى عادة، اإلا اأن هذه الخوارزمية تعطي حلاًّ اأمثل.  المثلى الب�سيطة مو�سعيًّا بالخوارزميات الج�سعة التي لا ت�سمن حلولًا مُم
في الحا�سوب، تظهر الاأوزان على �سورة م�سفوفة حيث يكون الوزن كبيًرا جدًا لل�سلع غير المتوافر للاإ�ستخدام، 
علمًا باأنه يمكن اختبار الاأ�سلاع التي لها الوزن نف�سه باأي ترتيب، اإن الاأ�سجار الناتجة لها الوزن نف�سه. لاحظ اأن 

خوارزمية كرو�سكال تبداأ من غابة موؤلفة من n راأ�سًا معزولًا، وكل �سلع يتم اختياره يربط بين مركبتين. 
مثال: تعتمد الخيارات في خوارزمية كرو�سكال تعتمد على ترتيب الاأوزان فقط ولي�س على قيمها،   .2.3.2
وا�ستخدمنا في البيان اأدناه، اأعدادًا �سحيحة موجبة بو�سفها اأوزانًا للتاأكيد على ترتيب اختبار الاأ�سلاع، حيث 
نختار اأقل اأربعة اأ�سلاع وزنًا، وبناءً على ذلك لا ن�ستطيع اختيار الاأ�سلاع التي اأوزانها 5 اأو 6. ون�ستطيع اأخذ 
■ ال�سلع الذي وزنه 7، وعندها لا ن�ستطيع اأخذ الاأ�سلاع التي اأوزانها 8 اأو 9. 

9

12

3

41

11
10

7
8 2

6

5

�سجرة  كرو�سكال  خوارزمية  تبني   ،G المترابط  الموزون  البيان  في   .(Kruskal [1956]) نظرية:   .3.3.2
مولدة لها اأ�سغر وزن مكن.

مُم حلقة.  تَمِّ بين اأولًا اأن الخوارزمية تنتج �سجرة. لاحظ اأن هذه الخوارزمية لا تختار اأي �سلع يُم الإثبات: �سنُم
جِدَ للبيان النهائي اأكثر من مركبة، فهذا يعني اأننا لم ناأخذ في الح�سبان اأي �سلع يربط بين مركبتين؛  اإذا وُم
اأن نكون قد  الذي يجب  ال�سلع  فاإنه يوجد مثل هذا  G مترابط،  اأن  ال�سلع يكون مقبولًا، وبما  لاأن مثل هذا 
 اأخذناه في الح�سبان. لذا، فاإن البيان النهائي الذي نح�سل عليه يكون مترابطًا ولا حلقيًّا، وهذا يجعل هذا

 البيان �سجرة. 
ا اأن *T هي �سجرة مولدة لها اأ�سغر وزن،  افتر�س اأن T هي ال�سجرة التي نح�سل عليها، وافتر�س اأي�سً
فاإذا كانت *T = T؛ فاإننا نح�سل على النتيجة المطلوبة، واإذا كانت *T ≠ T، فاجعل e يمثل اأول �سلع تختاره 
في T بحيث لا يكون موجودًا في *T. اإن اإ�سافة e اإلى *T يولد حلقة واحدة C، وبما اأن T تخلو من الحلقات، 
فاإن C تحوي �سلعًا  ′e بحيث اإن e′ ∉ E(T) . الاآن، خذ في الح�سبان ال�سجرة المولدة ′T* + e - e. بما اأن 
*T تحوي ′e وتحوي اأ�سلاع T كلها التي اختيرت قبل e، فاإن كلاًّ من e و ′e يكون متوافرًا للخيار عندما تختار 
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97 الأمثلية والأشجار  3.2

الخوارزمية e. لذا فاإن w(e) ≤ w(e′) )اأي اأن وزن e ي�ساوي وزن ′e اأو اأقل منه(. لذا، فاإن ′T* + e - e هي 
�سجرة مولدة بوزن ي�ساوي وزن *T اأو اأقل منها، وتتفق مع T اأكثر من *T على قائمة اأطول من الاأ�سلاع. 

اإن تكرار التعليل ال�سابق �سيعطينا اأخيًرا �سجرة مولدة ذات اأ�سغر وزن، وتتفق تمامًا مع T. وبذا، نكون 
■ قد اأثبتنا اأن اأ�سغر �سجرة مولدة تتفق مع T هي T نف�سها.  

نحتفظ  ذلك  وبعد  اأ�سلاعها،  اأوزان  بح�سب   m نغرز  كرو�سكال؛  خوارزمية  لتنفيذ  ملاحظة:   .*4.3.2
جِدَتْ على  وُم اإذا  التالي  وزنًا  الاأقل  ال�سلع  ونقبل  الراأ�س،  التي تحوي هذا  للمركّبة  الدالة  بالعلامة  راأ�س  لكل 
المركبة  راأ�س في  لكل  الدالة  العلامة  بتغيير  المركبتين  ثمَّ ندخل كلاًّ من  دالة مختلفة، ومن  طرفيه علامات 
الدالة،  العلامات  تغيير  عند  يت�ساعف  المركبة  حجم  اأن  وبما  الق�سوى.  للمركبة  الدالة  بالعلامة  ال�سغرى 
 n lg n هو  التغييرات  لهذه  الكلي  العدد  واأن  الاأكثر،  على  مرة   lg n بمقدار  تتغير  دالة  علامة  كل   فاإن 

)ن�ستخدم lg للتدليل على اللوغاريتم للاأ�سا�س 2(. 
من خلال هذه الطريقة لو�سع العلامات الدالة، يتبين لنا اأن الزمن اللازم لتنفيذ هذه العملية للبيانات 
الكبيرة يعتمد على الزمن اللازم لفرز )ت�سنيف( m من الاأعداد. مع اأخذ هذا  الثمن في الح�سبان، قد  نجد 
اأن بع�س الخوارزميات اأ�سرع من خورازمية كرو�سكال. في خوارزمية برم (prim’s Algorithm)  )التمرين 
ا اإلى جارنك (Jarnik)، يمكن تنمية ال�سجرة المولدة بدءًا من راأ�س واحد باإ�سافة ال�سلع  10(، والتي تعود اأي�سً
ذي الوزن الاأقل الذي يُمدخل راأ�سًا جديدًا. ومن الجدير بالذكر اأن كلاًّ من خوارزميتي برم وكرو�سكال تحتاجان 

اإلى الوقت نف�سه للتنفيذ في الحالة التي تُمفرَز فيها الاأ�سلاع م�سبقًا بح�سب اأوزانها. 
اأ�سغر �سجرة  1930م م�ساألة  1926م وجارنك في عام  لقد و�سع كل من بورفكا (Borùvka) في العام 
مولدة وحلًا ما، حيث تعتمد خوارزمية بورفكا على التقاط ال�سلع التالي من خلال الاأخذ في الح�سبان اأقل 
�سلع وزنًا يغادر كلّ مركبة من الغابة الموجودة في تلك اللحظة. ت�ستخدم التح�سينات الحديثة معطيات بنائية 
ذكية لدمج المركبات بطريقة اأ�سرع. لقد ظهرت الن�سخ ال�سريعة في ترجان [Tarjan] في العام 1984م وذلك 
 فيما يخ�س الحالة التي يتمّ فيها الفرز الم�سبق للاأ�سلاع. وكذلك ظهرت في جابو وجاليل �سبن�سر وترجان
 [Gabow-Galil-Spencer-Tarjan] في العام 1986م عندما لا يكون هناك فرز م�سبق للاأ�سلاع. لمزيد من 
النتائج حول المو�سوع؛ يمكن الرجوع اإلى )Ahuja-Magnanti-Orlin,[1993],ch.13( واإلى المرجع الاأحدث 
■                                                                                                                        .)Karger-Klein-Tarjan [1995]( وهو

)Shortest paths( أقصر المسارات
كيف يمكننا اإيجاد اأق�سر م�سلك من موقع اإلى اآخر؟ كيف ن�ستطيع اإيجاد اأق�سر م�سلك من بيتنا اإلى كل 
ل  �سَكِّ مكان في البلدة؟ اإن هذا يتطلب اإيجاد اأق�سر الم�سارات من راأ�س معين اإلى باقي الروؤو�س في بيان موزون. و تُم

هذه الم�سارات مجتمعة �سجرةً مولدة. 
اإن خوارزمية كلٍّ من ديجك�سترا (Dijkstra [1959]) و وايتنج وهيلير (Whiting-Hillier[1960]) تحلُّ 
 u يكون م�سارًا اأ�سغر من  z اإلى u من الم�سار الاأق�سر من v اإلى u هذه الم�ساألة ب�سرعة. وملاحظة اأنّ الجزء من
اإلى v، ت�ساعد على اإيجاد الم�سلك الاأمثل من u اإلى اأي راأ�س اآخر مثل z  مرتبًا ت�ساعديًّا بح�سب d(u, z). واأن 
الم�سافة d(u, z) في بيان موزون ت�ساوي حا�سل جمع الاأوزان الموجودة على اأ�سلاع الم�سار من u اإلى z )حيث ناأخذ 

في الح�سبان الاأوزان غير ال�سالبة فقط(. 
5.3.2. خوارزمية: )خوارزمية ديجك�سترا – الم�سافات من راأ�س واحد(. 

ا باأوزان غير �سالبة، وراأ�س u نبداأ منه، ونرمز بالرمز w(xy) اإلى  المدخلات: بيان )اأو بيان موجه( موزون �سلعيًّ
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وزن ال�سلع xy، ويكون ∞ = w(xy) اإذا لم يكن xy �سلعًا. 
ع S لت�سملَ  ن مجموعة روؤو�س S بحيث اإن اأق�سر م�سافة من u اإلى كل راأ�س في S تكون معلومة. و�سِّ الفكرة: خزِّ
الروؤو�س جميعها من خلال تخزين الم�سافة الموؤقتة t (z) من u اإلى كل راأ�سz ∉ S، ولاحظ اأن t (z) هي طول اأ�سغر 

م�سار مغلق من u اإلى z حتى هذه اللحظة. 
z ≠ u لكل  t(z)=w(uz) ، t(u)=0 ،S={u} البداية: �سع

خطوات مرات الحدوث: اختر راأ�سًا v خارج S بحيث اإن t(v) = minz∉S t (z). اأ�سف v اإلى S، ثمَّ ار�سد 
ث t(z) لت�سبح  الاأ�سلاع الخارجة من v لتحديث الم�سافات الموؤقتة )التجريبية(: لكل �سلع vz حيث z ∉ s حدِّ
 min{t(z), t(v)+w(vz)}. ا�ستمر في تكرار الخطوات ال�سابقة حتى تح�سل على S =V(G)، اأو حتى تح�سل على اأن 
■   .v لكل d(u,v) = t(v) واأخيًرا ، �سع .z ∉ S لكل t(z) = ∞

 6.3.2. مثال: في البيان الموزون اأدناه، تمَّ اإيجاد اأق�سر الم�سارات من u اإلى الروؤو�س الاأخرى بح�سب الترتيب
 a, b, c, d, e حيث الم�سافات هي: 1,3,5,6,8 على الترتيب. لاإعادة بناء الم�سارات؛ نحتاج فقط اإلى ال�سلع الذي 
 z والذي ي�سل z اإلى u اإلى مبتغانا؛ لاأن الجزء الاأول من اأق�سر م�سار من u ح�سلنا عنده على اأق�سر م�سار من

                                                                                       .v اإلى u يكون اأق�سر م�سار من uz عبر ال�سلع
ت�ستطيع الخوارزمية المحافظة على هذه المعلومات من خلال ت�سجيل ماهية اأو هوية "الراأ�س الذي اختير"، 
لَ عند اآخر تحديث للم�سافة t(z) هو  جِّ وذلك كلما تّم تحديث الم�سافة اإلى z. عندما يُمختارُم z ، فاإن الراأ�س الذي �سُم
الراأ�س الذي ي�سبق z على الم�سار من u اإلى z والذي ي�ساوي طوله d(u, z). في هذا المثال، نجد اأن الاأ�سلاع النهائية 
على الم�سارات اإلى b, c, d, e و a والتي تولدها الخوارزمية هي:  ub, ac, ad, de  و ua على الترتيب، وهذه هي 
■  .u اأ�سلاع ال�سجرة المولدة الناتجة من

5
4

4
3

5
6

2
d

e

cb

u

a
1

مع  تتعامل  ديجك�سترا  خوارزمية  اأن  لنا  ي�سمن   .5.3.2 الخوارزمية  في  الم�ستخدم  ال�سياغة  اأ�سلوب   
ا، حيث اإنها تولد �سجرة خارجة جذرها u اإذا اأمكن الو�سول اإلى كل راأ�س من u. اإن  البيانات الموجهة اأي�سً
الاإثبات �سحيح لكل من البيانات والبيانات الموجهة، وتُم�سمّى التقنيةُم الم�ستخدمةُم لبرهان عبارة اأقوى من اأجل 

جعل اإثبات ا�ستقرائي قابلًا للعمل اأو التطبيق “تحميلَ فر�سياتِ الا�ستقراء”.
. z ∈ V(G) لكل d(u, z) فاإن خوارزمية ديجك�سترا تح�سب ،u ∈ V(G) بيانًا موجهًا، وكان G 7.3.2. نظرية: اإذا كان

الإثبات: �سنثبت النتيجة الاأقوى التي تن�سُّ على ما ياأتي عند كل خطوة مكررة: 
.t(z)=d(u,z) ،z ∈ S  1( لكل

 .S مبا�سرة من z ي�سل اإلى z اإلى u تكون اأقل طول لم�سار من t(z) ،z ∉ S 2( لكل
 .d(u,u) = t(u) = 0 ؛ نجد اأنS = {u} َّولاأن ،k = 1 اإذا كانت .k = |S| ن�ستخدم الا�ستقراء على
t(z) = w(uz)، والذي ي�ساوي  S ي�ساوي  z مبا�سرة من  اإلى  z ي�سل  اإلى   u اأقل طول لم�سار من  وبهذا يكون 

مالانهاية في الحالة التي لا يكون فيها uz �سلعًا. 
 z v راأ�س من بين الروؤو�س  اأن  ا  اأي�سً اأن )1( و )2( يتحققان عندما  S| = k|. وافتر�س  الاآن، افتر�س 
 حيث z لا ينتمي اإلى المجموعة S، بحيث t(z) اأقلّ ما يمكن. تختار الخوارزمية في هذه الحالة  v. لذا، اجعل
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S قبل  v يخرج من  اإلى   u اأق�سر م�سار من  اأن  d(u, v) = t(v). لاحظ  اأن  اأولًا  S′ = S ∪ {v}. �سنثبت   
الو�سول اإلى v. تن�سُّ خطوة الا�ستقراء على اأن طول اأق�سر م�سار مبا�سر اإلى v من S ي�ساوي t(v). واأن فر�سية 
الا�ستقراء واختيار v ي�سمنان لنا اأن طول اأيّ م�سار ي�سل اإلى اأيّ راأ�س خارج S، ثمَّ اإلى v يكون م�ساويًا للمقدار 

.S′ وهذا يعني اأن )1( يتحقق لـ d(u,v) = t(v) على الاأقل. لذا، فاإن t(v)

ولبرهان اأن )2( يتحقق لـ ′S، افتر�س اأن z راأ�س خارج S ،حيث z ≠ v. من الافترا�س، نعلم اأن طول 
اأ�سغر م�سار من u اإلى z ي�سل مبا�سرة من S اإلى z ي�ساوي t(z) )اأو ∞ اإذا لم يوجد مثل هذا الم�سار(. وعندما 
 d(u,v) =  وبما اأننا ح�سبنا الاآن .v من z فيجب اأن ناأخذ في الح�سبان الم�سارات التي ت�سل اإلى ،S اإلى v ن�سيف
t(v)، فاإن طول اأق�سر م�سار من هذه الم�سارات هو في t(v) + w(vz). و�سنقارن هذا الطول بالقيمة ال�سابقة 
لـ t(z) من اأجل اإيجاد اأق�سر م�سار ي�سل اإلى z مبا�سرةً من ′S، لقد اأثبتنا اأنّ )1( و )2( تتحققان للمجموعة 
■ الجديدة ′S التي حجمها ي�ساوي k + 1، وهذا يكمل الاإثبات. 

Su

v

t(v) < t(z)

z

لذا  z ∉ S؛  لكل x ∈ S ولكل   d(u, x) ≤ t(z) ال�سرط  على  تحافظ  الخوارزمية  اأنّ  لاحظ 
اأن وتفتر�س   .u عن  بعدها  بح�سب  متناق�س  غير  ترتيبًا  مرتبةً  الروؤو�س  تختار  الخوارزمية  هذه   فاإنّ 

للبيانات غير  ونعالج الحالة الخا�سة   .u v من  اإلى  الو�سول  الممكن  كان من غير  اإذا   d(u, v) = ∞  
اأولًا بدءًا من الراأ�س u، (Breadth-first search from u) . في هذه  الموزونة عن طريق البحث الاأفقي 

الحالة نجد اأن للخوارزمية وبرهانها )التمرين 17( و�سفًا اأ�سهل. 
 (BFS) 8.3.2. خوارزمية: البحث الاأفقي اأولًا

المدخلات: بيان )اأو بيان موجه( غير موزون، وراأ�س u نبداأ منه. 
الفكرة: حافظ على مجموعة روؤو�س R التي تَمّ الو�سول اإليها اإلا اأنها لم تُمبحث بعد، ومجموعة S التي تَمّ 
بحثها. تتم المحافظة على المجموعة R ك�سفّ اأو طابور من الروؤو�س على اأ�سا�س اأن الراأ�س الذي يدخلها اأولًا 

يخرج منها اأولًا. لذا، فاإن الروؤو�س التي نجدها اأولًا هي الروؤو�س التي نتحرّى عنها اأولًا. 
  d(u, u) = 0, S = Ø, R = {u}   :البداية

خطوات مرات الحدوث: اإذا كانت R ≠ Ø ، فاإننا نبداأ البحث من عند اأول راأ�س v في R. ن�سيف جيران v التي لا 
■  .S ون�سعها في R من مقدمة v وبعد ذلك نزيح ، d(u, v) + 1 د لها البعد تنتمي اإلى S ∪ R اإلى موؤخرة R، ونحدِّ
ف الاختلاف المركزي (u) ∋ على اأنه اأكبر م�سافة من الراأ�س u اإلى راأ�س اآخر. لذا، ن�ستطيع ح�ساب  نعرِّ

قطر اأي بيان من خلال ت�سغيل خوارزمية (BFS) من اأي راأ�س.
تمامًا كما في خوارزمية ديجك�سترا، فاإن الـ BFS من u يعطينا �سجرة T يتحقق فيها اأن الم�سار من u اإلى v هو 
 .T في ال�سجرة v اإلى u لذا، لا يوجد للبيان اأ�سلاع اإ�سافية تربط بين روؤو�س م�سار من .v اأ�سغر م�سار وذلك لكل راأ�س

تنويه: تظهر خوارزمية ديجك�سترا ب�سورة وا�سحة في حلّ م�ساألة اأمثلية اأخرى معروفة مَعرِفة تامة. 
9.3.2. تطبيق. من المعلوم اأن �ساعي البريد يجب اأن ي�سلك الاأ�سلاع الممثلة ل�سبكة طرق بدءًا من مكتب البريد 
وانتهاء عنده. واأن الاأوزان الموجودة على الاأ�سلاع تمثل الم�سافات اأو الزمن اللازم لقطع هذه الم�سافات، نبحث عن 
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مر مغلق طوله اأق�سر ما يمكن ويمر على الاأ�سلاع جميعها. وت�سمى هذه الم�ساألة م�ساألة �ساعي البريد ال�سيني؛ 
تخليدًا لذكرى العالِم ال�سيني ميوجان )Meigu Guan( الذي و�سع هذه الم�ساألة في العام 1962م.

ا، ويكون الجواب هو حا�سل جمع اأوزان  اإذا كان كل راأ�س زوجيًا )درجته زوجية(، فاإن البيان يكون بيانًا اأويلريًّ
بور )اجتياز( يمثل حلقة اأويلرية لبيان نح�سل عليه  الاأ�سلاع. وبخلاف ذلك، يجب اأن نكرر اأ�سلاعًا. واأن كلَّ عُم
بم�ساعفة بع�س الاأ�سلاع. اإن اإيجاد اأق�سر اجتياز يكافئ اإيجاد اأ�سغر وزن كلي للاأ�سلاع التي بم�ساعفتها 
واإذا  اأكثر من مرتين.  اأي �سلع  اإلى ا�ستخدام  نجعل درجةَ كل راأ�س زوجيةً. ونقول م�ساعفة؛ لاأننا لا نحتاج 
ا�ستعملنا �سلعًا ثلاث مرات اأو اأكثر من اأجل جعل درجة الروؤو�س زوجية، فاإن حذف ن�سختين من هذه الاأ�سلاع 
■ يبقي درجة الروؤو�س زوجية، ومن الممكن اأن يكون هناك عدة طرق لاختيار الاأ�سلاع التي تَمّ م�ساعفتها.  
10.3.2. مثـال: في المثال اأدناه، تجد اأن درجة كل راأ�س من الروؤو�س الثمانية الخارجية هي درجة فردية، فاإذا 
اأو   واءمنا هذه الروؤو�س حول الخارج لت�سبح درجاتها زوجية، فاإن التكلفة الاإ�سافية هي: 16 = 4+4+4+4 
16=1+7+7+1.  ولكن يمكننا اأن نعمل اأف�سل من ذلك من خلال ا�ستخدام الاأ�سلاع العمودية التي مجموع 
■ اأوزانها الكلي ي�ساوي 10. 
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اإن اإ�سافة �سلع من راأ�س فردي اإلى اآخر زوجي تجعل الراأ�س الزوجي فرديًّا. يجب اأن ن�ستمر في اإ�سافة 
الاأ�سلاع حتى نح�سل على م�سرب ي�سل اإلى راأ�س فردي. 

اهتمامنا  نح�سر  وقد  الفردية،  الروؤو�س  بين  تُمزاوج  م�سارب  مجموعة  من  الم�ساعفة  الاأ�سلاع  تتاألف  اأن  يجب 
تقاطع بين هذه  يكون هناك  اأن  24(. وفي هذه الحالة، يمكن  الفردية )التمرين  الروؤو�س  تُمزاوج بين  التي  بالم�سارات 

الم�سارات. 
البريد  �ساعي  م�ساألة  لحلِّ  طريقة   (Johnson) وجون�سون   (Edmonds) اإدموندز  من  كل  اأعطى  لقد 
ال�سيني. اإذا وُمجد راأ�سان فقط درجةُم كل منهما فردية فاإننا ن�ستخدم خوارزمية ديجك�سترا لاإيجاد اأق�سر م�سار 
ا ا�ستخدام خورازمية ديجك�سترا لاإيجاد  بينهما. وبذا نحلُّ الم�ساألة. واإذا وُمجد 2k راأ�سًا فرديًّا، فاإننا ن�ستطيع اأي�سً
اأق�سر الم�سارات التي تربط بين كل زوج من الروؤو�س الفردية، وهذه الم�سارات هي التي تكون مر�سحة للا�ستخدام 
في حل الم�ساألة. ن�ستخدم هذه الاأطوال بو�سفها اأوزانًا على اأ�سلاع K2k، وبذلك فاإن م�ساألتنا ت�سبح كيفية اإيجاد اأقل 
وزن كلي لـ k من الاأ�سلاع التي تزاوج بين الـ 2k راأ�سًا. تمثِّل هذه الم�ساألة ن�سخة موزونة من م�ساألة اأعظم )اأكبر( 
.)Gibbons [1985, p163-165]( مواءمة التي �سَتُمناق�سُم في الجزء 3.3. �سرِحت هذه الم�ساألة في كتاب جيبونز
)Trees in Computer science )optional((   )الأشجار في علم الحاسوب )اختياري

ت�ستخدم معظم تطبيقات الاأ�سجار في علم الحا�سوب اأ�سجارًا مجذرة )لها جذر(. 
 v ليكون جذرًا لها. لكل راأ�س r ف ال�سجرة المجذّرة على اأنها ال�سجرة التي تم اختيار اأحد روؤو�سها 11.3.2. نعرِّ
اجعل P(v) تمثل الم�سار الوحيد من r اإلى v. نعرف والد v على اأنه جار v في P(v)، ون�سمي الجيران الاأخرى 
 ،u فهي الروؤو�س )v خلف( v اأما �سلالة ،v سلف� P(v) - v ونطلق على روؤو�س .v )باأبناء )اأولد v للراأ�س
بحيث اإن p(u) يحوي v. تمثِّل الاأوراقُم الروؤو�سَ التي لي�س لها اأبناء. ونعرّف ال�سجرة الم�ستوية المجذّرة اأو 

دَ لاأبناء كل راأ�س من روؤو�سها ترتيبٌ من الي�سار اإلى اليمين.  دِّ ال�سجرة المزروعة على اأنها �سجرة مجذرة حُم
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101 الأمثلية والأشجار  3.2

 .u سجرةً مجذرة عند� T عَدُّ ال�سجرة الناتجة بعد تطبيق خوارزمية BFS من u، تُم
ى  �سَمَّ 12.3.2. تعريف: تعرّف ال�سجرة الثنائية على اأنها �سجرة م�ستوية مجذرة لها على الاأكثر ولدان، ويُم
كلُّ مولدٍ لراأ�سٍ الطفلَ الأي�سرَ اأو الطفلَ الأيمنَ. في حين تُم�سمّى الاأ�سجارُم الجزئيةُم المجذرةُم عند اأبناء 
 k المتعدد  ذات  ال�سجرة  اأمّا  لل�سجرة.  اليمنى  ال�سجرةَ الجزئيةَ  اأو  الي�سرى  ال�سجرةَ الجزئيةَ  الجذر 

)k�ary tree(فهي ال�سجرة التي ت�سمح باأن يكون لكل راأ�س k من الاأولاد على الاأكثر. 
في الكثير من تطبيقات الاأ�سجار الثنائية، يكون للروؤو�س )غير الاأوراق( ولدان بال�سبط )التمرين 26(. 
كل  نُمخزّن  حيث  المعلومات؛  هذه  اإلى  الو�سول  ع  �سرِّ تُم بطريقة  المعطيات  بتخزين  ت�سمح  الثنائية  الاأ�سجار  اإن 
�سفّر الم�سار  مفردة على ورقة، ون�سل اإليها عن طريق تتبع م�سار يبداأ من الجذر وينتهي عند هذه الورقة. ونُم
بو�سع �سفر عندما نتحرك في اتجاه طفل اأي�سر، في حين ن�سع 1 عندما نتحرك في اتجاه طفل اأيمن. اإن زمن 
فاإننا  البنود،  n من  اأعطِينا احتمالات و�سول من بين  فاإذا  الورقة.  اإلى  ال�سفرة حتى ن�سل  البحث هو طول 

نرغب  في و�سع هذه البنود على اأوراق �سجرة ثنائية مجذرة من اأجل تقليل الزمن المتوقع للبحث. 
اإذا كان لدينا ملفات حا�سوبية كبيرة و�سعة تخزين مدودة، فاإننا نرغب في ت�سفير الحروف   وبالمثل، 
تزودّنا  للملف  الكلي  الطول  على  الحدوث  مرات  ق�سمة  اإن  الكلي.  الطول  لتقليل  ثنائية  قوائم  بو�سفها 

بالاحتمالات. وبناءً عليه، فاإن م�ساألة الت�سفير هذه تُمختزَل للم�ساألة الموجودة اأعلاه. 
اإن طول كلمات ال�سفرة عادة ما يكون مختلفًا. لذا فاإننا بحاجة اإلى طريقة نعرف من خلالها متى تنتهي 
الكلمة الحالية. واإذا كانت كل كلمة �سفرة لي�ست جزءًا اأوليًّا من كلمة اأخرى، فاإن الكلمة الحالية تنتهي عندما 
تنتهي الاأرقام الثنائية؛ لاأن نهاية الكلمة ال�سابقة ت�سكل كلمة �سفرة. بهذا ال�سرط الخالي من المقدمات )اأي اأن 
كلمة ال�سفرة لي�ست جزءًا اأوليًّا من كلمة اأخرى(، فاإنّ كلمات الت�سفير الثنائية ترتبط بالاأوراق ل�سجرة ثنائية 

فَ اأعلاه.  �سِ با�ستخدام الت�سفير من الي�سار اإلى اليمين الذي وُم
 اإن الطول المتوقع لر�سالة هو Σ pili؛ حيث اإنّ Pi هي احتمالية الكلمة رقم i التي طول �سفرتها ي�ساوي

 li . ومّا يجدر ذكره اأنّ �سهولة الح�سول على ال�سفرة المثالية مده�سة.  
 )[prefix-free coding] الت�سفير الخالي من المقدمات – [Huffman 1952] 13.3.2. خوارزمية: )خوارزمية هفمان

 .P1,…,Pn  )المدخلات: اأوزان )مثل: ترددات، اأو تكرارات، اأو احتمالات
المخرجات: ت�سفير خالٍ من المقدمات )يكافئ �سجرة ثنائية(. 

الفكرة: يوجد للمفردات النادرة )غير المتكررة ب�سورة دورية( �سفرات اأطول، �سع البنود )الروؤو�س( غير 
المتكررة كثيًرا بمكان اأعمق وذلك بربطها مع الروؤو�س الممثلة للوالدين. 

البداية: عندما n = 2، فاإن الطول الاأمثل ي�ساوي 1 حيث يختار 0 و 1 بو�سفها �سفرة على المفردتين اأو 
الراأ�سين. )يوجد لل�سجرة جذر وورقتان، ف�سلًا عن اأنه يمكن ا�ستخدام n = 1 بو�سفها بداية(.

 خطوات مرات الحدوث: عندما n > 2، ا�ستبدل المفردتين P′, P، ذاتي الاحتمال الاأقل بمفردة واحدة q وزنها
 ′p + p. تعامل مع المجموعة الاأ�سغر الناتجة  بو�سفها م�ساألة فيها n - 1 من البنود. بعد حلّ الم�ساألة، اأعطِ 
 q للمفردة  احت�سبت  التي  ال�سفرة  ا�ستبدل  لذلك،  ′p. مكافئًا  و   p بوزن  اأولادًا   q وزنها  التي  الناتجة  الورقة 
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الفصل 2     الأشجـار والمسـافات102

■ )الناتجة عن ربط p و ′p( بامتداداتها بـ 1 و 0 التي عينت للمفردات الم�ستبدلة. 
14.3.2. مثـال: ت�سفير هفمان. افتر�س مفردات ثمانية لها مرات الحدوث: .5,1,1,7,8,2,3,6 اإن خوارزمية 
13.3.2. تربط بين البنود بح�سب ال�سجرة الموجودة على الي�سار في ال�سكل اأدناه، حيث يتم العمل من اأ�سفل اإلى 
اأعلى. بداية، يربط الراأ�سان اللذان وزن كل منهما 1 للح�سول على مفردة جديدة وزنها = 2، ثمَّ نربط هذه المفردة 
بالمفردة الاأ�سلية التي وزنها = 2 للح�سول على مفردة وزنها = 4، بعد ذلك نربط بين المفردة التي وزنها 3  بالمفردة 
التي وزنها 4 لنح�سل على مفردة وزنها 7، ثمّ نربط بين المفردتين الاأقل احتمالًا، وهما المفردتان اللتان وزنهما 5 و 6 

في القائمة الاأ�سلية. اإن ربط الروؤو�س المتبقية يعطينا روؤو�سًا باأوزان مرتبة ت�ساعديًّا على ال�سورة التالية
 .14 +  19  = 11 + 8 و 33   =19 ،  7 + 7 = 14 ،  5 +  6 = 11                                            

يَّة(. لاحظ  رِّ من ر�سم هذه ال�سجرة عن اليمين في ال�سكل اأدناه، نح�سل على كلمات ال�سفرة )الكلمات ال�سِّ
اأنه بح�سب الترتيب الاأ�سلي للمفردات، نجد اأن الكلمات ال�سرية هي: 

هو الــ�ــســفــرة  لــطــول  المــتــوقــع  الــطــول  واأن   .101،  001، 0001، 11، 01، 00001، 0000،100 
■  ΣpiLi = 90 / 33، وهذا اأقل من 3، وذلك من خلال ا�ستخدام ثماني كلمات طول كل منها = 3. 

4

7
1419

33

2
11

5 1 1 7 8 2 3 6 1:00000 1:00001
2:0001

3:001

7:01

5:100 6:101

8:11

ا {pi} على n من البنود، فاإن خوارزمية هفمان تنتج ال�سفرة  15.3.2. نظرية: اإذا اأعطينا توزيعًا احتماليًّ
الخالية من المقدمات التي لها اأ�سغر طول متوقع. 

الإثبات: با�ستخدام الا�ستقراء على n، اإذا كانت n = 2، نر�سل اأحد العددين 0 اأو 1 لاإر�سال ر�سالة، وتُم�سفّر 
اأن  افتر�س   .1 ي�ساوي  المتوقع  الاأمثل  الطول  فاإنّ  لذا  العددين.  هذين  اأحد  بو�سفها  مفردة  كل   الخوارزمية 
n > 2، واأن الخوارزمية تح�سب ال�سيفرة المثلى عندما يكون لدينا توزيع احتمالي على n - 1 من البنود. تُمعينِّ 
كل �سفرة مفردات لاأوراق �سجرة ثنائية. اإذا اأعطينا �سجرة لها n من الاأوراق، فاإننا ن�ستطيع ت�سغير الطول 
المتوقع من خلال التعيين الج�سع للر�سائل التي احتمالاتها: p1 ≥ …. ≥ pn على الاأوراق بترتيب متزايد بح�سب 

العمق )البُمعد(.
لذا، يوجد لكل �سفرة مثالية ر�سائل قليلة الاحتمالية تم تعيينها للاأوراق التي لها اأكبر عمق )بُمعد(. بما اأنه توجد 
لكل ورقة تقع على اأكبر عمق ورقةٌ اأخرى تمثل اأختًا لهذه الورقة، وبما اأن تبديل البنود التي تقع على عمق معين لا 
يغيّر الطول المتوقع، فاإننا ن�ستطيع الافترا�س اأنَّ الر�سالتين الاأقل احتمالًا تظهران  بو�سفهما اأختين عند اأكبر عمق. 
اإفر�س اأن T �سجرة مثالية لـ p1,…,pn بحيث اإن pn و pn-1 المفردتان الاأقل احتمالًا وتقعان  بو�سفهما 
T من خلال حذف هذه  ال�سجرة  التي نح�سل عليها من  ال�سجرةَ   T′ ولتكن  اأكبر عمق.  اأختين عند  ورقتين 
{pn�1, pn} عن طريق  بتبديل  الذي نح�سل عليه  الاحتماليُّ  التوزيعُم   q1,…,qn-1اأن اأي�سا  وافتر�س  الاأوراق. 
و�سع qn-1 = pn�1 + pn . لاحظ اأن ال�سجرة ′T تعطينا �سفرة لـ {qi}. اإن الطول المتوقع لل�سجرة T هو الطول 
المتوقع نف�سه لل�سجرة ′T م�سافًا اإليه qn-1؛ لاأنه اإذا كان k هو العمق المحدد للورقة التي عينت بـ qn-1، فاإننا 

 .T اإلى T′ عندما نتحرك من )k+1( )pn�1+pn( ونربح ،Kqn�1 نخ�سر
  وهذا يتحقق لكل خيار لل�سجرة ′T. لذا، فمن الاأف�سل ا�ستخدام ال�سجرة ′T التي تكون ال�سجرة المثلى

HE_Graph_CH02_6th_Draft_01.indd   102 2/18/2014   5:17:07 PM



103 الأمثلية والأشجار  3.2

لـ {qi}. ومن فر�سية الا�ستقراء، نجد اأن اأف�سل خيار لـ ′T هو الذي نح�سل عليه من تطبيق خوارزمية هفمان 
على {qi}. بما اأنه تَمّ ا�ستبدال مكان qn-1  {pn -1,pn} في الخطوة الاأولى من خوارزمية هفمان لـ {Pi}، فاإننا 
■                                                                                      .{Pi} لـ T ن�ستنتج اأن هذه الخوارزمية تولد ال�سجرة الاأمثل

Pj

T
qjqn - 1

k + 1

k T ’

Pn - 1Pn تاأتي كلمة �سفرة في بداية األا  اأف�سل �سفرة تخلو من المقدمات )اأي  اأن خوارزمية هفمان تح�سب  نعلم 
كلمة �سفرة اأخرى(. واأن طولها المتوقع يكون قريبًا من الطول الاأمثل من بين الاأطوال جميعها التي تحددها 
ثنائية  �سفرة  لكل  المتوقع  الطول  اأن  1984م  العام  في   )Shannon( �سانون  اأثبت  لقد  الثنائية.   ال�سفرات 
ف على  )موؤلفة من عددين( ي�ساوي على الاأقل اإنتروبي )entropy( التوزيع الاحتمالي المتقطع {pi} والمعرَّ
ا للعدد  1/2، فاإن �سفرة هفمان تحقق هذا  اأنه Σpi lg pi – )التمرين 31(. لاحظ اأنه اإذا كانت كل Pi اأُم�سًّ

الحدّ تمامًا )التمرين 30(.
)Exercises( تمـارين

ا  1.3.2. )-( عيّن اأعدادًا �سحيحة بو�سفها اأوزانًا لاأ�سلاع Kn. اأثبت اأن الوزن الكلي على كل حلقة يكون زوجيًّ
اإذا وفقط اإذا كان الوزن الكلي زوجيًّا على كل مثلث. 

2.3.2. )-( اأثبت العبارة الاآتية اأو انق�سها: اإذا كانت T �سجرة لها اأ�سغر وزن ومولدة لبيان موزون G، فاإن 
كل م�سار من u اإلى v في T يكون م�سارًا في G من u اإلى v، وله اأ�سغر وزن. 

 i 3.3.2. )-( افتر�س اأن لديك خم�س مدن، وتريد بناء �سبكة طرق بينها، مع العلم اأن تكلفة بناء طريق من
اإلى j هي المدخلة ai,j في الم�سفوفة اأدناه، واأنّ المدخلة ∞ في الم�سفوفة ت�سير اإلى وجود جبل كبير بين المدينتين 

ن الانتقال من اأيّ مدينة اإلى اأخرى.  ولا يمكن بناء طريق بينهما. جِدْ اأقل تكلفة تمكِّ
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ِ الاأوزان (1,1,2,2,3,3,4,4)  4.3.2. )-( للبيان الذي تح�سل عليه من K5 بحذف �سلعين غير متجاورين، عيِنّ
للاأ�سلاع بطريقتين؛ بحيث يكون في اإحداهما وزن اأ�سغر �سجرة مولدة وحيدًا. وفي الاأخرى لا يكون كذلك. 

5.3.2. )-( افتر�س اأنّ لديك �سبكة تحوي خم�س مدن، واأنّ المدخلة ai,j في الم�سفوفة اأدناه تمثّل زمن الانتقال 
المبا�سر من i اإلى j . لاحظ اأنّ الم�سفوفة غير متماثلة )ا�ستخدم البيانات الموجهة( واإذا كانت ∞ = ai,j، فاإن 
. j و i لكل زوج  j اإلى i جِدْ اأقل زمن مكن، واأ�سرع م�سلك من .j اإلى i هذا يعني عدم وجود م�سلك مبا�سر من
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●           ●           ●           ●           ●

6.3.2. )!( عيّن اأوزانًا �سحيحة لاأ�سلاع Kn، وليكن وزنُم الحلقة مجموعَ اأوزان اأ�سلاعها، اأثبت اأن للحلقات جميعها 
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ا اإذا وفقط اإذا كان البيانُم الجزئي المكوّن من الاأ�سلاع التي وزنها فردي ع�سبةً ثنائية مولدة. )م�ساعدة:  وزنًا زوجيًّ
اأثبت اأن كل مركبة من مركبات البيان الجزئي الموؤلف من الاأ�سلاع ذات الوزن الزوجي بيان تام(. 

اأثبت  بع�س.  عن  بع�سها  مختلفة  اأ�سلاعه  اأوزان  اإن  حيث  موزون،  مترابط  بيان   G اأن  افتر�س   .7.3.2
يمكن ما  اأقل  وزنها  فقط  واحدة  مولدة  �سجرة   G للبيان  يوجد  اأنه  كرو�سكال  خوارزمية  ا�ستخدام   دون 

)م�ساعدة: ا�ستخدم التمرين 34.1.2(. 
8.3.2. افتر�س اأن G بيان مترابط موزون. اأثبت اأنه - بغ�س النظر عن كيفية تك�سير الروابط لاختيار ال�سلع التالي 
في خوارزمية كرو�سكال- اأن قائمة الاأوزان ل�سجرة مولدة ذات اأ�سغر وزن )مرتبة ترتيبًا غير متناق�س( تكون فريدة. 
ا اأن e �سلع باأ�سغر وزن من بين اأ�سلاع G التي يقع  9.3.2. افتر�س اأن F غابة مولدة لبيان موزون G، وافتر�س اأي�سً
طرفاها في مركبتين مختلفتين من مركبات F. اأثبت اأنه من بين الاأ�سجار المولدة للبيان G التي تحوي F، توجد واحدة 
وزنها اأ�سغر ما يمكن وتحوي e. ا�ستخدم هذا لاإعطاء اإثبات اآخر على اأن خوارزمية كرو�سكال تعمل ب�سورة �سحيحة. 
�سجرة  اإنبات  على  الخوارزمية  هذه  تعمل   .(prim’s Algorithm) برم  خوارزمية   .)!(  .10.3.2
تم  راأ�س  من  وزنًا  �سلع  اأقل  اإ�سافة  تكرار  خلال  من  معين  راأ�س  من  بدءًا   G موزون  مترابط  لبيان  مولدة 
الروؤو�س  اإلى  بالو�سول  الخوارزمية  عمل  وينتهي  بعد.  اإليه  الو�سول  يتم  لم  راأ�س  اإلى  م�سبقًا  اإليه  الو�سول 
يمكن ما  اأقل  وزنها   G لـ  مولدة  �سجرة  تنتج  برم  خوارزمية  اأن  اأثبت  اختياريًّا(.  الروابط  )تُمك�سر   جميعها 

 )Jarnik [1930], prim [1957], Dijkstra [1959](
 11.3.2. لتكن T �سجرة مولدة لبيان موزون، اجعل m(T) تمثل اأكبر وزن من اأوزان اأ�سلاع T. اجعل x اأقلّ قيمة
لـ m(T) من بين قيم m(T) على الاأ�سجار المولدة جميعها لبيان موزون G. اأثبت اأنه اإذا كانت T �سجرة مولدة للبيان 
G حيث وزنها الكلي اأ�سغر ما يمكن، فاإن m(T) = x )بكلمات اأُمخرى، T ت�سغر اأكبر وزن(. جد مثالًا تبيّن فيه 
اأن العك�س غير �سحيح. )تعليق: ت�سمّى ال�سجرةُم التي ت�سغر اأكبر وزن عنقَ الزجاجة اأو اأ�سغر اأكبر �سجرة مولدة(. 
لُم الاأ�سلاع التي اختيرت اإلى الاآن  �سكِّ 12.3.2. في بيان تام موزون، تَمّ بتكرار خطوة اختيارُم �سلع اأقلّ وزنًا، بحيث تُم
اتحادًا منف�سلًا من الم�سارات. بعد اإجراء n - 1 خطوة، فاإنك تح�سل على م�سار مولد. اأثبت اأن هذه الخوارزمية 

دائمًا تعطينا م�سارًا مولدًا اأقلّ وزنًا. اأو هاتِ عائلة غير منتهية من الاأمثلة التي تف�سل فيها الخوارزمية. 
ا اأنّ ′T �سجرة مولدة  13.3.2. )!( افتر�س اأنّ T �سجرة وزنها اأقلّ ما يمكن مولدة للبيان G، وافتر�س اأي�سً
اأُمخرى في G. اأثبت اأنه يمكن تحويل ′T اإلى T من خلال اإجراء عدّة عمليات تبديل �سلع من ′T مع �سلع من 
T، بحيث نحافظ على بقاء مجموعة الاأ�سلاع هذه بو�سفها �سجرة مولدة، واألا تتمّ اأيّ زيادة على الوزن الكلي. 
على  وزن  اأكبر  ذو  �سلع   e اأن  ا  اأي�سً وافتر�س  موزون.  بيان مترابط  حلقة في   C اأنّ  افتر�س   .)!(  .14.3.2
اأثقل  حذف  تكرار  اأن  لبرهان  هذا  ا�ستخدم   .e تحوي  ولا  وزن  اأقلّ  ذات  مولدة  �سجرة  توجد  اأنه  اأثبت   ،C 

)ذو الوزن الاأكبر( �سلع لا يمثل �سلع قطع لنح�سل على بيان لا حلقي ينتج �سجرة مولدة ذات اأقل وزن. 
بع�س  T تحذف  اأن  اأثبت   .G موزون  بيان مترابط  وزن في  اأقل  ذات  مولدة  �سجرة   T اأن  افتر�س   .15.3.2

 .G الاأ�سلاع ذات الوزن الثقيل من كل حلقة في
16.3.2. افتر�س اأنّ لديك اأربعة اأ�سخا�س يريدون اأن يعبروا واديًا �سحيقًا في الليل من خلال ج�سر متداع، علمًا 
باأنه لا يمكن اأن يوجد اأكثر من �سخ�سين على الج�سر في الوقت نف�سه، واأن العبور يتطلب من كلّ عابر اأن يكون 
لديه م�سباح، ويوجد لديهم م�سباح واحد فقط )يجب حمل الم�سباح مع كل من يعبر الج�سر(، اإذا قطع كل منهم 
الج�سر وحده، لزمهم الزمن التالي للعبور: 10 دقائق للاأول، و5 دقائق للثاني، ودقيقتان للثالث، ودقيقة واحدة 
للرابع. ولكن عندما يقطع اثنان معًا، فاإنهما يم�سيان ب�سرعة الاأبطاأ منهما، افتر�س اأنه بعد 18 دقيقة �سياأتي 
اأثبت اأن جوابك  في�سان في الوادي يدمر الج�سر، فهل ي�ستطيع الاأ�سخا�س الاأربعة العبور في الوقت المنا�سب؟ 

فْ كيف يمكن الح�سول على الجواب من خلال نظرية البيانات.  �سحيح دون ا�ستخدام نظرية البيانات، و�سِ
G، فاأثبت مبا�سرة )دون ا�ستخدام  u في بيان )بيان موجه( غير موزون  اأُمعطيت راأ�سًا للبدء  اإذا   .17.3.2
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105 الأمثلية والأشجار  3.2

.z ∈ V(G) لكل d(u, z) خوارزمية ديجك�سترا( اأن الخوارزمية 8.3.2 تح�سب
 .G لاإيجاد خ�سر البيان )BFS( ا اأولًا ح كيفية ا�ستخدام البحث اأفقيًّ 18.3.2. و�سّ

19.3.2. )+( اأثبت �سحّة قيام الخوارزمية التالية باإيجاد القطر ل�سجرة. 
يمكن.  ما  اأكبَر   w عن  هُم  عْدُم بُم يكون  بحيث   ،u راأ�س  لاإيجاد   w تختاره  راأ�س  اأيّ  من   BFS �سغل  اأولًا، 
.diam T = d(u, v) ل  �سَجِّ يمكن،  ما  اأكبرُم   u عن  هُم  عْدُم بُم  v راأ�س  اإلى  لت�سل   u من   BFS �سغّل  ذلك   بعد 

)Cormen-Leiserson-Rivest [1990,P476](  
 )Minimum diameter spanning tree(   MDST 20.3.2. ال�سجرة المولدة ذات القطر الاأ�سغر. نعرف الـ
على اأنها �سجرة مولدة يكون فيها اأكبر طول لم�سار �سغيًرا قدر الاإمكان. اإن الحد�س يقترح اأن ت�سغيل خوارزمية 
ديجك�سترا بدءًا من راأ�س ذي اختلاف مركزي اأ�سغر )مركز( ينتج لنا MDST، اإلا اأنّ هذا قد يكون فا�سلًا: 
ت�سغيل خوارزمية  1( بحيث يمكن  ي�ساوي  روؤو�س )وزن كل �سلع  له خم�سة  لبيان غير موزون  مثالًا  اأعطِ   (a 

ديجك�سترا من راأ�س ذي اختلاف مركزي اأ�سغر، وينتج عن ذلك �سجرة مولدة لي�س لها قطر اأ�سغر. 
 b) اأعط مثالًا لبيان موزون له اأربعة روؤو�س بحيث اإنّ خوارزمية ديجك�سترا لا تنتج MDST عند ت�سغيلها من اأيّ راأ�س. 
21.3.2. طوّر خوارزمية �سريعة لاختيار ما اإذا كان البيان الموجود لديك ثنائي الفرع، على افترا�س اأن البيان 
معطًى بدلالة م�سفوفة تجاوره، اأو في �سورة قائمة من الروؤو�س وجيرانها، واأن الخوارزمية لي�ست بحاجة اإلى 

افترا�س اأيّ �سلع اأكثر من مرتين. 
22.3.2. )-( جد حلاًّ لم�ساألة �ساعي البريد ال�سيني في البيان Qk على افترا�س اأن وزن كل �سلع ي�ساوي 1.

23.3.2. يركب �ساعي البريد الك�سول الحافلة في كلّ �سباح للو�سول اإلى مكتب البريد، ومن هناك يختار م�سلكًا 
للو�سول اإلى بيته باأ�سرع ما يمكن ) لا ينهي جولته عند مكتب البريد(. في البيان اأدناه، تجد خارطة تمثل ال�سوارع 
التي ي�سير عليها من اأجل ت�سليم الر�سائل لاأ�سحابها، ومعطًى عليها الدقائق التي ي�ستغرقها في ال�سير �سواء �سلّم 
الر�سالة اأو لم يقم بذلك. ف�سلًا عن اأن P ترمز اإلى مكتب البريد وH ترمز اإلى منزله. ماذا يجب اأن تحقق 

طعت اأكثر من مرة؟ جد كم مرة يجب اأن يمر على كل �سلع في حال اتباعه لم�سلك مثالي. الاأ�سلاع التي قُم
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24.3.2. )-( ف�سّر لماذا يمكن افترا�س اأنَّ الم�سارب المثلى التي تزاوج بين الروؤو�س الفردية لحلّ اأمثل لم�ساألة 
�ساعي البريد ال�سيني هي م�سارات. جد بيانًا موزونًا له اأربعة روؤو�س فردية يتحقق فيه اأنّ الحلّ الاأمثل لم�ساألة 

�ساعي البريد ال�سيني يتطلب م�ساعفة الاأ�سلاع الموجودة في م�سارين لهما راأ�س م�سترك.
25.3.2. افتر�س اأنّ G �سجرة مجذرة بحيث يوجد لكلّ راأ�س فيها اإما 0 اأو k من الاأبناء. اإذا اأُمعطينا k، فما 

قيم n(G) التي تجعل هذا مكنًا؟
26.3.2. جد علاقة تكرارية لح�ساب عدد الاأ�سجار الثنائية التي لها n + 1 ورقة )هنا يوجد ولدان بال�سبط 
لكلّ راأ�س لا يمثل ورقة، ف�سلًا عن اأن هناك اأهمّية وتاأثيًرا لترتيب الاأبناء من الي�سار اإلى اليمين(. ال�سجرتان 

.n = 2 اأدناه تمثلان الحالات الممكنة عندما

HE_Graph_CH02_6th_Draft_01.indd   105 2/18/2014   5:17:08 PM



الفصل 2     الأشجـار والمسـافات106

27.3.2. جدد علاقة تكرارية تعطي عدد الاأ�سجار الم�ستوية المجذرة التي لها n من الروؤو�س. )كما في حالة 
ال�سجرة الثنائية المجذّرة. اإن الاأ�سجار الجزئية التي نح�سل عليها بحذف الجذر من �سجرة م�ستوية مجذّرة 

يّز من خلال ترتيبها من الي�سار اإلى اليمين(. تمُم
28.3.2. )-( جد �سفرة طولها المتوقع اأ�سغر ما يمكن لمجموعة موؤلفة من ع�سر ر�سائل تردداتها الن�سبية هي:

9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 ، ما الطول المتوقع لر�سالة في هذه ال�سفرة المثالية؟
29.3.2. يوجد في لعبة للكلمات المتقاطعة 100 حرف مكرّر بح�سب القائمة اأدناه، لاحظ اأنّ هذا لا يتفق مع 
اأن هذه تكرارات  اللعبة؛ تظاهر  اإن تكرار الحرف "S" قليل. فعلى �سبيل المثال، لتح�سين  اللغة الاإنجليزية. 
ن�سبية في اللغة الاإنجليزية، وجد �سفرة تخلو من المقدمة باأق�سر طول متوقع لنقل الر�سائل. اأعطِ جوابًا من 
المتوقع  الطول  اح�سب  �سريَّة(.  )كلمة  �سفرة  لكلمة  طول  لكلّ  الن�سبية  الحدوث  بمرات  قائمة  اإعطاء  خلال 
لل�سفرة )لكل حرف م�ستخدم( )تعليق: اإن ت�سفر ASCII ي�ستخدم خم�سة اأرقام لكلّ حرف، وتعدّ هذه ال�سفرة 

اأف�سل من ال�سفرة ال�سابقة. بالطبع، يعاني ت�سفر ASCII عدم وجود �سفرات لعلامات الترقيم فيه(.
A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z Ø 
9  2  2  4  12 2  3  2  9  1  1  4  2  6  8  2  1  6  4  6  4  2  2  1  2  1  2

   30.3.2. افتر�س اأنّ لديك n من الر�سائل التي احتمالات حدوثها هي: p1,…,pn؛ حيث pi هي اأُم�سّ للعدد  1/2 
 :)∑ pi = 1 و pi ≥ 0 كل(

 a) اأثبت اأن احتمالية الر�سالتين الاأقل احتمالًا تكون مت�ساوية.
�∑ pi lg pi :اأثبت اأنّ طول الر�سالة المتوقع ل�سفرة هفمان لهذا التوزيع هي (b 

31.3.2. )+(. افتر�س اأن n من الر�سائل تحدث باحتمالات p1,…,pn، واأنه تم تحديد كلمات �سفرة ثنائية 
التوزيع  هذا  اإلى  بالن�سبة  )�سفرة(  �سرية  لكلمة  المتوقع  الطول  يكون  �سفرة  لكل  اأنه  اأثبت  للكلمات.  مختلفة 

.)Shannon n( )[1948] على الاأقل )م�ساعدة: ا�ستخدم الا�ستقراء على � ∑pi lg pi م�ساوية
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